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Książka niniejsza jest przekładem dzieła: A course of pure 
mathematics by G. H. Hardy. Pozwoliłem sobie zmienić tytuł 
książki, zupełnie zrozumiały dla studenta angielskiego, ale nie nie 
mówiący czytelnikowi polskiemu. Przekład był już częściowo wy- 
drukowany, gdy ukazało się nowe, znacznie zmienione i rozsze- 
rzone wydanie oryginału. Chcąc uwzględnić wszystkie poprawki, 
jakie Autor do nowego wydania wprowadził, musiałem przedruko- 
wać kilka pierwszych arkuszy przekladu, co spowodowało podwój- 
ną paginację w arkuszu 2-im. 
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Z przedmowy autora do I wydania. 


Książka niniejsza jest przeznaczona dla słuchaczów I ro- 
ku... Mam nadzieję, że może się ona przydać innym czytelni- 
kom, ale pisałem ją dla studentów matematyki... Z rozdziału 
IV starałem się uczynić jeden z głównych działów książki. Po- 
jęcie gramicy przedstawia trudności nawet dla zdolnych stu- 
dentów. W ciągu ostatnich ośmiu czy dziewięciu lat brałem 
udział w przygotowaniu wielu z pośród najzdolniejszych kan- 
dydatów, jacy stawali do egzaminów: „Mathematical Tripos”; 
rzadko spotykałem śród nich takich, którzy byli w stanie z ta- 
ką samą pewnością rozwiązywać dość proste zagadnienia, do- 
tyczące granic, ciągłości i t. p., z jaką przystępowali do za- 
gadnień o wiele trudniejszych, ale mających inny charakter... 
Nie mogę uwierzyć, żeby temu winna była wyłącznie natura 
samego zagadnienia. Niewątpliwie pojęcia granicy it. p. zawie- 
rają pewne trudności, ale trudności te nie są większe od tych, 
które młody matematyk przezwycięża w każdym innym dziale 
swej nauki. Winien tu nie przedmiot, lecz książka i nauczy- 
ciel. Jeżeli nauczyciel chce w tym dziale wpoić uczniowi po- 
prawne pojęcia, nie może on poprzestać na ścisłym wykładzie: 
nie wystarcza powiedzieć prawdę, trzeba wyłożyć ją szcze- 
gółowo i dobitnie... Kierując się temi względami, poświęciłem 
wiele miejsca najbardziej elementarnym pojęciom, związanym 
z granicą; byłem rozmyślnie drobiazgowy tam, gdzie chodziło 
o rzeczy zasadnicze; ilustrowałem je mnóstwem przykładów 
i napisałem pięćdziesiąt stronic, nie posuwając się poza szereg 
gieometryczny... 

Rozdziały IX i X poświęciłem teorji funkcji logarytmicz- 
nej i wykładniczej, przyczym punktem wyjścia było dla mnie 
określenie logarytmu jako całki. Właściwie do napisania tej 
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książki skłoniła mnie pierwotnie chęć podania elementarnego 
wykładu tej właśnie teorji; wybierając materjał do poprzed- 
nich rozdziałów, uwzględniałem głównie to, co mi było po- 
trzebne do dwuch ostatnich rozdziałów. 

Uważam tę książkę za zupełnie elementarną. Czytelnik 
znajdzie tu pewną ilość trudnych zadań (przeważnie w końcu 
każdego rozdziału): dodałem do nich wskazówki, dotyczące me- 
tody rozwiązania. Natomiast starałem się, o ile możności, uni- 
kać trudnych pojęć: nie posługuję się np. pojęciem zbieżności 
jednostajnej, nie wprowadzam szeregów podwójnych, iloczy- 
nów nieskończonych, nie dowodzę ogólnych twierdzeń o od- 
wracalności działań granicznych... W dwuch ostatnich rozdzia- 
łach wypadło mi w kilku miejscach całkować szereg potęgo- 
wy, poprzestałem jednak na najprostszych przykładach i w każ- 
dym poszczególnym przypadku przeprowadziłem szczegółowe 
badanie... 

Przykłady do rozwiązania, podawane w środku rozdzia- 
łu, składają się albo z bezpośrednich zastosowań poprzednio 
dowiedzionych twierdzeń, albo z zagadnień teoretycznych, któ- 
rych nie mogłem włączyć do właściwego tekstu. Śród nich są 
ważne twierdzenia, do których odwołuję się w dalszych roz- 
działach... 

Wszędzie kładłem nacisk na te strony przedmiotu, które 
nie są, moim zdaniem, dostatecznie uwydatnione w innych 
podręcznikach, natomiast bardziej pobieżnie traktowałem za- 
gadnienia, które gdzieindziej są należycie uwzględnione. Kie- 
rowałem się myślą, że książką niniejszą prawdopodobnie po- 
sługiwać się będą obok innych podręczników... 

Idąc za przykładem p.p. Leathema i Bromwicha, piszę 
wszędzie 

lim, lim, lim 


c" nD z" 


zamiast powszechnie używanych symbolów lim, lim, lim. Ta 


T=% n=% c=a 
zmiana wydaje mi się bardzo ważną, szczególnie tam, gdzie 
chodzi o „dążenie do nieskończoności”. Sądzę, że symbole 
„ł==oo, ©=co”, jakkolwiek dogodne na wyższym poziomie, 
w wykładzie początkowym mogą prowadzić tylko do gmatwa- 
nia zasadniczych pojęć Analizy... 


www.rcin.org.pl 


SPIS RZECZY. 


ROZDZIAŁ 1l, 


O zmiennych rzeczywistych. 


Liczby wymierne . 

Przedstawianie liczb o. Ee Za ono piume 
tów na prostej 

Liczby niewymierne 

Liczby rzeczywiste : 

O równości i nierówności jiez acne 

Działania arytmevyczne na liczbach rzeczywistych . 

O liczbie y2. ; 

Pierwiastki kwadratowe 

Kilka twierdzeń o niewy miernościach kwadr atowych 

Continuum . 

O zmiennej Stefa SEE 

Przekroje w dziedzinie liczb AT 

O punktach skupienia . 

Twierdzenie Weierstrassa 

Zadania do rozdziału I 


ROZDZIAŁ II. 


O funkcjach zmiennej rzeczywistej. 


O pojęciu funkcji > > a ka > 

Wykreślne pzedodiane funkcji. Gieometrja ana- 
lityezna dwuwymiarowa 

Równanie linji prostej. 

O spółrzędnych biegunowych A 

Przykłady funkcji oraz ich wykresów. WER. 


www.rcin.org.pl 


a LG 
o IŻ 


Sir. 


I9 


s Al 


22 
24 


- 26 
5 2 
U 
- 32a 
. 32b 
26 


. 32k 


o 2240 
6 320 
o 27 


38 


$5 Str. 
14—15. Funkcje wymierne 42 
16. Funkcje algiebraiczne wyraźne 45 
ie Funkcje algiebraiczne uwikłane . 46 

18. Funkcje przestępne. Funkcje trygonaNE m NE oraz 
ich funkcje odwrotne, czyli funkcje kołowe . 48 
IS, Inne klasy funkcji przestępnych 51 
20. Wykreślne rozwiązywanie równań z jedną oana 55 
21. O funkcjach dwuch zmiennych i ich wykresach 56 
22. O równaniu płaszezyzny 57 
23. O krzywych płaskich , 58 
24, O miejscach gieometrycznych w mm 60 
Zadania do rozdziału II 65 

ROZDZIAŁ III. 
O liczbach zespolonych. 

25. O przesunięciach wzdłuż prostej i na płaszczyźnie 73 

26. Równoważność aaa Mnożenie przesunięć przez 
liczby . GA. 75 
ZUR Dodawanie przesunięć 76 
28—29. Mnożenie przesunięć 80 
30—3i. Liczby ag- polane ; 83 
32 O równaniu ?=—1. . o : 86 
33. ` Interpretacja Gi we i mnożenia przez Wa 86 
34. O równaniach a?+1=0, ax? + 2br+e=0. 87 
38) Djagram Arganda + 20 EREE 90 
36—37. Twierdzenie De Moivre'a s 52 
38—39. Wzory na sinxd i eosnit . . 106 
40. Pierwiastkowanie liczb ofi Ge . 110 
41. Rozwiązanie równania z*=a . z a LO 
42. Ogólna postać twierdzenia De Moivre" A: » WIŻ 
Zadania do rozdziału IlI „ IIS 

ROZDZIAŁ IV. 

O granicach funkcji zmiennej całkowitej dodatniej. 
43, Funkcje zmiennej całkowitej ię ME 
ŻĄ, Interpolacja. TS 
AS Klasy skończone i oda» 125 

46—47. O własnościach funkcji zmiennej n, e 
dużym wartościom na n "STP. . 126 


www.rcin.org.pl 


—- XI 


CE) Str. 
48. Zdanie: „n dąży do nieskończoności“ . . 128 
49 50.0 zachovaniu się funkeji zmiennej n, gdy n | dad de 
mieskonezonoseil | 66 0 Goo 6 6 6 o Ga JS) 
51—53. Określenie granicy . . „oe w a po 
54, Kilka uwag, dotyczących psjęcia granicy. 9a „w 5 
55 Funkcje wahające się (oseylujące). . sa „ T 
56. Niektóre twierdzenia ogólne o maa Zachowa- 
nie się sumy dwuch funkcji, których zachowanie 
się jest znane. . 4 68 się oso ka Id 
SUE Wnioski z Twierdzenia i : . 146 
58. Zachowanie się iloczynu dwuch funkcji, "których za- 
chowanie się jest znane . . 148 
59—61. Zachowania się ilorazu dwuch fankeji, których za- 
chowanie się jest znane . . 8076 2 c E 
62—63. O funkcjach stale rosnących wraz zn . . . . . 151 
64. Inny dowód twierdzenia Weierstrassa . . . . . 154 
65. Granica funkcji z*, gdy n dąży do o . . . . . 155 
66. Granica funkcji (i al NOP Eu +. MET 
67. Kilka twierdzeń pomocniczych z algiebry . . . . 158 
68. Granica funkejizcccz""" EP ICY 
69. Szeregi nieskończone . . 161 
70. Ogólne twierdzenie, dotyczące TEKES micekotezongui 162 
dle Szereg gieometryczny nieskończony . . „AGB 
Je. O przedstawianiu funkcji Sao ZO rzeczywi- 
stej zapomocą granie . . : Sa o T SCO 
73—74. Wyższa i niższa granica funkcji. AA ANEG „SEMC 
T So Dolny i górny kres funkcji ograniczonej. . -172 
76. Ogólna zasada zbieżności w zastosowaniu do funkcji 
ograniczonej o. . w adkoao 0 EPA |ZŻ 
dle O funkcjach nieograniczonych Ef „ IL75 
78—79. O granicach funkcji zespolonych i o szeregach, Be 
rzonych z wyrazów zespolonych. . . 176 
80. Granica funkcji 2”, gdy n=>œ i BRA 2 jest dowolną 
liczbą zespoloną. e. 178 
81. Szereg gieometryczny 11250 " asmo BIO 
Zadania do rozdziału IV + ©. , 6. . « ©. . . DO 


ROZDZIAŁ V. 


O granicach funkcji zmiennej ciągłej. O funkcjach ciągłych 
i nieciągłych. 


82. O granicy funkcji ę(c), gdy ©>oo. . . . . . . 185 
83. Granica funkcji, gdy x=- . . . . . . . . 187 


www.rcin.org.pl 


— XII — 


$$ Str 
84. Twierdzenia, odpowiadające twierdzeniom $$ 56—60 188 
85. O funkcjach stale rosnących lub stale malejących . 188 
86. Granica funkcji, gdy x dąży do zera. g e a Jka 
87—90. Granica funkcji, gdy « dąży do u . 180 
91—92. Funkcje ciągłe zmiennej rzeczywistej. ISA 
93—94. O zasadniczej własności funkcji ciągłych „ 202 
95. Obszar zmienności funkcji ciągłej 205 
96. O wahaniu się funkcji w przedziale ZDZ 

97—99. © zbiorach przedziałów na prostej. Twiiniżenie Hei- 
nego-Borela . T . 209 
100. O funkcjach ciągłych siek *mierafeohi o A 
104. O funkcjach uwikłanych T216 
102. O funkcjach odwrotnych TS 
Zadania do rozdziału V . 219 

ROZDZIAŁ VI. 
O pochodnych i całkach. 

103—105. O pochodnych 222 
106. Kilka reguł ATOA wata. 228 
107. O pochodnych funkeji zespolonych 230 
108. Znakowanie rachunku różniezkowego 230 
109. Pochodne wielomianów 232 
110. Pochodne funkcji wymiernych 235 
Uila Pochodne funkcji algiebraieznych 236 
112: Pochodne funkcji przestępnych 238 
113. Różniczkowanie wielokrotne 240 
114. Kilka twierdzeń ogólnych, dotye zacem KB tnodnych 244 
115—117. Maximum i minimum. 9" "AE . 245 
118—119. Twierdzenie o wartości pośredniej ć 253 
120. O całkowaniu : 255 
Ila Zagadnienie praktyczne całkowania : 257 
122 Całkowanie wielomianów X 259 
123—124. Całkowanie funkcji wymiernych . 259 
125. Całkowanie funkcji algicbraicznych . 263 

126—130. Całkowanie przez podstawienie i przez usunięcie 
niewymierności . 263 
131—132. Całkowanie przez części 267 
133—137. Całkowanie funkcji przestępnych 272 
138, O polach krzywych płaskich 276 
139. O długości krzywych płaskich 278 
Zadania do rozdziału VI 281 


www.rcin.org.pl 


- XM 


ROZDZIAŁ VII. 


Dalsze twierdzenia z rachunku różniczkowego i całkowego. 


46. Różniczkowanie funkcji wielu zmiennych . 


„Całka określona. Pole i długość krzywej 


Ogólniejsze twierdzenie o wartości pośredniej. 
Twierdzenie Taylora . 
Szereg Taylora. 
Zastosowanie szeregu mor de UFOP i ma- 
ximum i minimum . 
Zastosowanie szeregu Taylora e OR arenie 
O styczności krzywych płaskich . 


Twierdzenie o wartości pośredniej w zastosowaniu 
do funkcji dwuch zmiennych 
O różniczkach 


Inny dowód twierdzenia Taylora. 
Zastosowanie do szeregu dwumianowego . 
Całki funkcji zespolonych 

Zadania do rozdziału VII 


ROZDZIAŁ VIII. 


O zbieżności szeregów nieskończonych i całek 


159—161. 


162. 
163, 
-164—169. 


0 ZĘ 
WZ 


112 155. 


(28 = 180. 
181. 
182. 
+83. 


nieskończonych. 


Szeregi o wyrazach dodatnich. Cechy zbieżności 
Cauchy'ego i d' Alemberta 

Twierdzenie Dirichleta . 

Mnożenie szeregów o wyrazach odoinn 

Inne cechy zbieżności. Twierdzenie Abela. Cecha 
Maclaurina-Cauchy'ego. Cecha zagęszczenia . 

Całki nieskończone 

Podstawienie i całkowanie przez części w  zastoso- 
waniu do całek nieskończonych 

Inne typy całek nieskończonych . . . 

Szeregi o wyrazach dodatnich i ujemnych 

Szeregi bezwzględnie zbieżne. 

Twierdzenie Dirichleta w R wne do szere- 
gów bezwzględnie zbieżnych 

Szeregi warunkowo zbieżne 

Szeregi przemienne 

Cechy zbieżności Dirichleta i Abela. 

Szeregi wyrazów zespolonych. 


www.rcin.org.pl 


Str. 


„202 
230 


o 208 


300 


. 300 
. 301 


„ SU 
o SJl2 
EG 
= 358 
e3 
802 
BAZ 


. 345 
. 350 
35] 


. JSB 
. ZĘ 


. 364 
«07 
. 374 
. 376 


2377 
o Sde 
 0JE 
> ŚkiŻ 
. 384 


bm XIV a- 


S$ Str. 
184—187. Szeregi potęgowe. . . . . . . . . . . . 385 
188. Mnożenie szeregów . « + o PIEJE EREREJECZ 

Zadania do rozdziału VIII W METEWEWAEJII 


ROZDZIAŁ IX. 


O funkcjach logarytmicznych i wykładniczych 
zmiennej rzeczywistej. 


189—190. Określenie funkcji lga . . . . 400 
RZE Równanie funkcyjne, któremu oni zadość lg © . 402 
192—194. Zachowanie się funkcji lg x, gdy z dąży do nie- 
skończoności lub do zera . . . 402 
195. Skale nieskończoności. Skala TOENA . . 404 
196. Liczba e . . NW 4 e UŚ 
197—199, O funkcji wykładniczej OEJES= B.B AW 
200. O funkcji a?. . . E a T a JESZ ELU 
201. Liczba e jako granica To w DIE E a 
202. FEunkeja lgx jako granica NJ TŻ 
203. Logarytmy dziesiętne . . M:S e) 
204. Cechy logarytmiczne zbieżności szeregów i całek , 418 
205. Rozwinięcie e” na szereg . . . . . . . . . 422 
206. Szereg logarytmiczny . . >" > . zz. 225 
207. Rozwinięcie arctg x na Szóreg . ou odka CE 4426 
208. Szereg dwumianowy . . . 429 
209, Inny sposób uzasadnienia teorji funkcji wykładni- 
czej i logarytmicznej. "aS 2 
Zadania do rozdzialu IX. OO A YSE 
ROZDZIAŁ X 


Ogólna teorja funkcji logarytmicznej, wykładniczej 
oraz funkcji kołowych. 


210—211. Funkcje zmiennej zespolonej . . . . . . . . 44] 
Zle O całkach krzywolinjowych. . . . . . . . . 442 
25: Określenie funkcji Logz . . . . . . . . . . 443 
214. O wartościach funkcji Logg . . . . . . . . 445 
215—217. Funkcja wykładnicza . ew. « EAU 
218—219. Funkcja a» . . E «851 
220—223. Funkcje trygonometryczne i i nięentaie 7 E50 
224. Związki między a kad a fonkcjami 
kołowemi . . . . rE pE . 461 


www.rcin.org.pl 


SS Str. 
225. Rozwinięcie exp na szereg potęgowy. . . . . 462 
226. Szeregi na sinz i eose OWI OIN ECH 
227—228. Szereg logarytmiczny . . 6,6 « 4ÓB 
229. Kilka zastosowań szeregu logarytnicznece NZ AA) 
230. Szene e ANNON y S 
zadania dofrozdzialu Pk m ZA 
DODATEK I. Dowód twierdzenia, że każde równanie algie. 
braiczne posiada pierwiastek . . . . . . 483 
Zadania Go dodatku oe a e o e s 6 Bose 6 «a 6 s « GZ 
DODATEK IL. Uwaga o granicach podwójnych. . . . . . 490 
EBRATA ao w » EAN ONE Z0Ż 


www.rcin.org.pl 


» 2 5 ( < | 
ka KASTE LEA 
Ži Tatas: À DE 
A ECU PY V 


W ei dą i Tw: w" f) S Á + "so 

D F anther n 4: r ee sf PER 4 i 

4 r ze E Aa MW R. 
E BS, Aar > v No Å 


ROZDZIAŁ 1. 
O ZMIENNYCH RZECZYWISTYCH. 


1. Liczby wymierne. Ułamek r=py4, w którym piq 
są liczbami całkowitemi, dodatniemi lub ujemnemi, nazywamy 
liczbą wymierną. Możemy założyć, (1) że p i 4 nie ma- 
ją spólnych czynników, gdyż w przeciwnym razie moglibyśmy 
skrócić ułamek p/q; (2) że 4 jest liczbą dodatnią, gdyż 


r Ała SEN i E 


Do określonych w ten sposób liczb wymiernych możemy 
dołączyć „liczbę wymierną 0”, którą otrzymujemy, kładąc w na- 
szym ułamku p=0. 

Przypuszczamy, że czytelnik zna arytmetykę liczb wy- 
miernych. 


1a. Przedstawianie liczb wymiernych za pomocą punk- 
tów na prostej. Ilustracje gieometryczne bywają bardzo po- 
żyteczne w wielu zagadnieniach analizy matematycznej. Posłu- 
gując się w ten sposób obrazami gieometrycznemi, nie zakła- 
damy żadnej zależności analizy od gieometrji: obrazy gieome- 
tryczne służą nam tylko do pojaśnienia wykładu, dowodu zaś 
wcale na nich nie opieramy. Wobec tego nie mamy potrzeby 
zajmować się teraz analizą logiczną pojęć gieometrji elemen- 
tarnej: możemy przypuścić, że czytelnik wie, co oznaczają po- 
jęcia linji prostej, odcinka prostej i długości od- 
cinka. 

Na prostej nieograniczonej £ obieramy dowolny odcinek 
A,4,. Punkt A, nazywamy punktem początkowym lub 
zerowym (punktem 0), A, zaś nazywamy punktem L. 


Wykład czystej matem, 1 
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w taki sposób, żeby było 
„ZA!_„_1 45. S Y. A Y, T 


przyczym wszystkie odcinki odmierzamy na prostej Ł od stro- 
ny lewej ku prawej. 


PIE pa ho CAs A E 


Rys. 1. 


Wobec tego musi zachodzić równość 
laj" f * 4 a o O 


jeżeli n jest liczbą całkowitą dodatnią. 

Umówimy się, że każdą długość będziemy uważali za 
wielkość, której można przypisać znak, a miano- 
wicie znak dodatni, jeżeli długość została zmierzona w jednym 
zwrocie prostej L (np. w zwrocie od B do C), znak zaś ujem- 
ny — jeżeli została ona zmierzona w zwrocie przeciwnym (np. 
od C do b). Wskutek tej umowy musi być BC=— CB. Przy- 
puśćmy, iż zwrot od lewej strony ku prawej uważać będziemy 
za dodatni. 

W takim razie 

AA, FPT. PORE gł 

Widzimy tedy, że na mocy przyjętej przez nas umowy 
możemy uważać równanie (l) za słuszne niezależnie od tego, 
czy liczba całkowita n jest dodatnia czy ujemna. 

Chcąc uniknąć wyjątków, umawiamy się dalej, iż równa- 
nie (1) będzie miało sens nawet wówczas, gdy n=0. A miano- 
wicie założymy, że 

lodo _ 


e 


Innemi słowy, umawiamy się, że np. BB, który, właściwie 
mówiąc, nie jest wcale odcinkiem, będziemy uważali za odci- 
nek o długości zero. 
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Weźmy teraz pod uwagę dowolny ułamek dodatni nie- 
skracalny, np. piy, gdzie p i q są to liczby całkowite, wzglę- 
dem siebie pierwsze, i przypuśćmy, iż p<q. Podzielmy odci- 
nek Apl; na q równych części, punkty zaś podziału oznaczmy 
przez 


26; Ains Aige e s Hiper s Asier gs 
Oczywista rzecz, iż 
` 
Aodp , 
0**piq 1 A 3 (2) 
AA; 4 


Mamy tedy na prostej L punkty, odpowiadające wszyst- 
kim ułamkom właściwym p.q 

Każdy ułamek niewłaściwy dodatni możemy przedstawić 
w postaci n--(p/q), gdzie n jest liczbą całkowitą dodatnią, 
a p/q ułamkiem właściwym. Jeśli obierzemy punkt A, tak, 


hy było AA, pp S-lolpg, Wówczas musi być 


ycd P 

AGA, qo 
Jeśli więc w powyższy sposób wyznaczymy punkty 4,.(pig)» 
odpowiadające wszelkim możliwym wartościom dodatnim cał- 
kowitym na n, p i 4, wówczas każdej liczbie dodatniej f (cał- 
kowitej lub ułamkowej) odpowiadać będzie punkt A; taki, iż 


Ady 
AoA, 
Wreszcie, jeżeli —/ jest dowolnym ułamkiem ujemnym 
(właściwym lub niewłaściwym), obieramy taki punkt A, by 
było 4_;4,=.1,4;, czyli 
AA Ao dr f 
AA, A, Ay 4 i 


= e a a a 


Z powyższego widzimy, że dla każdej liczby cał- 
kow itej lub ułamkowej r, czy to dodatniej czy 


ujemnej, możemy wyznaczyć odpowiadający jej 
odcinek 4,, tj. taki odcinek, żeby zachodziła równość 
A, A, 


=f . 14) 
Ad, 4, 
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Jeżeli odcinek 4,d, ohierzemy jako jednostkę długości, tak 
iż A,d,=1, wówczas poprzednie równanie przybierze postać 


E EPEE 06-46 sou EJ) 


OKREŚLENIE. Pumktami wymiernemi prostej nazywamy wszyst- 
kie punkty A, prostej L, które odpowiadają liczhom wymiernym na 
mocy poprzednio wyłożonej konstrukcji. 


Przykłady I. 1. Jeżeli r, s są liczbami wymiernemi, wówczas 
r+s, r—8, rs i r's są również liczbami wymiernemi. Wyjątek stanowi 
tylko przypadek, gdy w symbolu »'s mamy s=0: w tym przypadku sym- 
"bol rise nie ma żadnego sensu. 

2. Jeżeli Pi Q są punktami wymiernemi i jeżeli odcinek PQ po- 
dzieliliśmy na dowolną ilość równych części, wówezas każdy punkt po- 
działn jest punktem wymiernym. 

3. Jeżeli 4 m, n są liczbami wymiernemi dodatniemi, wówczas 
(m? — n?), Dmu, kQm?+n*) są również liczbami wymiernemi dodatniemi. 
Oprzeć na tym twierdzeniu wyznaczenie dowolnej ilości trójkątów pro- 
stokątnych, w których długości wszystkich boków wyrażałyby się zapo- 
mocą liczb wymiernych. 

4. Każdy ułamek dziesiętny skończony jest liczbą wymierna, któ- 
rej mianownik nie zawiera innych czynników prócz 2 i 5. I odwrotnie: 
każda tego rodzaju liczba wymierna da się wyrazić w postaci ułamka 
dziesiętnego skończonego. 

(Ogólną teorję ułamków dziesiętnych rozważać będziemy w roz- 
dziale TV]. 

5. Liczby wymierne dodatnie możemy ustawić w następujący ciąg: 

Ii, rs ia da Fi Iaia e 

Dowieść, że ułamek p/q zajmuje w tym ciągu miejsce 
l:(p-1-49—1) (p+q—2)+-4)-te. 

W powyższym ciągu każda liczba wymierna powtarza się nieogra- 
niezoną ilość razy. Np. liczba 1 występuje jako |, ż, 3, .. Moglibyśmy 
usunąć 7, ciągu wszystkie liczby, które już poprzednio w tym ciągu wy- 
stępowały w prostszej postaci: np. pozostawilibyśmy liczbę ;, wyrzucili- 
byśmy natomiast liezby 3, ;.. Ale w takim razie wyznaczenie miejsca, 
które w tym ciągu zajmuje liczba p/q, byłoby trudniejsze. 


2. Liczby niewymierne. Jeśli czytelnik zechce wyzna- 
czyć na prostej wszystkie punkty, odpowiadające liczbom wy- 
miernym o mianownikach 1, 2, 8..., przekona się z łatwością, 
iż prostą może pokryć dowolnie gęsto punktami wymiernemi. 
Spostrzeżenie to możemy wyrazić ściślej w postaci twier- 

r dzenia: mając dany na prostej L dowolny odcinek BC, możemy 
| na tym odcinku wyznaczyć dowolną ilość punktów wymiernych. 
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Jakoż przypuśćmy np., iż BC zawiera się w odcinku A,A». 
Jak wiadomo, możemy znaleźć taką liczbę całkowitą dodatnią 
k, by zachodziła nierówność 


POOR, a, (ÓW) 


Jeśli więc podzielimy Ad, na k równych części, przynaj- 
mniej jeden z punktów podziału (powiedzmy punkt P) musi 
upaść wewnątrz odcinka HC, czyli musi należeć do BC, nie 
zlewając się ani z punktem B, ani z (. Gdyby bowiem tak 
nie było, wówczas cały odcinek BC musiałby zawierać się 
w jednej z owych k części, na które podzieliliśmy 4,4, co 
przeczy nierówności (1). Tak więc przynajmniej jeden punkt 
wymierny P leży pomiędzy bi ©. Ale w taki sam sposób 
możemy wyznaczyć punkt wymierny (, leżący między 5 i P, 
dalej punkt wymierny R, leżący między b i Q, it. d., nieo- 
graniczenie, czyli możemy wyznaczyć na BC dowolną ilość 
punktów wymiernych. Możemy wysłowić to inaczej, mówiąc, 
że bO zawiera nieskończenie wiele punktów wymier- 
nych **), 

Opierając się na tych rozważaniach, czytelnik mógłby 
z łatwością dojść do wniosku, że każdy punkt ua prostej 
jest wymierny. Niewątpliwie, gdybyśmy wyobrazili sobie pro- 
stą, jako złożoną wyłącznie z punktów wymiernych, t.j. gdy- 
byśmy w myśli usunęli z prostej wszystkie inne punkty (o ile 
takowe istnieją), wówczas otrzymalibyśmy figurę, posiadającą 
wiele takich własności, jakie zdrowy rozsądek przypisuje prostej. 

A jednak przy bliższym badaniu okazuje się, że taki punkt 
widzenia nie da się utrzymać, gdyż uwikłałby nas w wiele 
trudności. 

Spójrzmy na tę sprawę ze stanowiska zdrowego rozsądku 
i weźmy pod uwagę własności, które prosta powinna posiadać, 
jeżeli ma odpowiadać pojęciu, jakie wytworzyliśmy sobie o niej 
w gieometrji elementarnej. 


*) Jest to równoważne założeniu t. zw. postulatu Archimedesa. 

**) Znaczenie zwrotu „nieskończenie wiele* objaśnimy szcze- 
gółowo w rozdziale IV. Na razie wystarczy zaznaczyć, że zdanie: „BC 
zawiera nieskończenie wiele punktów wymiernych* oznacza poprostu: „na 
odcinku BC możemy znaleźć dowolną ilość punktów wymiernych“. 
Żadnego innego znaczenia nie należy przywiązywać do tego zdania. 
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Z tego punktu widzenia prosta musi składać się z punk- 
tów, a każdy odcinek — ze wszystkich punktów, leżących mnie- 
dzy jego końcami. Z każdym odcinkiem musi być związana 
pewna długość, która musi być wielkością, dającą się zmie- 
rzyć, wyrazić liczbowo za pomocą dowolnej jednostki 
długości. Te długości powinny być tego rodzaju, by można je 
było łączyć z sobą za pomocą dodawania i mnożenia, i to zgod- 
nie z zwykłemi regułami algiebry. Następnie, powinno być 
rzeczą niożliwą zbudowanie odcinka, równego sumie lub iloczy- 
nowi jakichkolwiek dwu danych odcinków. Jeżeli długość od- 
cinka PU równa się a, długość zaś odcinka (QR, leżącego na 
tej samej prostej, równa się b, wówczas długość odcinka PR 
powinna równać się a-|-b. Dalej, jeżeli długości odcinków 07, 
OQ, leżących na jednej prostej, równają się odpowiednio li a, 
długość zaś odcinka OR, leżącego na innej prostej, równa się 
b, i jeżeli za pomocą znanej konstrukcji zbudujemy odcinek 05, 
czwarty proporcjonalny do OP, OQ, OK, wówczas jego dłu- 
gość powinna równać się ab, t.j. algiebraicznej czwartej pro- 
porcjonalnej do I, a, b. Rzecz oczywista, że określone w ten 
sposób sumy i iloczyny odcinków winny podlegać zwykłym 
prawom algiebraicznym (prawu przemienności, łączności itd. ), 
czyli prawom, które wyrażamy symbolicznie, pisząc 


a-b=b-a; a--(b--c)=(a--b)=-c; ab=ba it. d. 


Długości odcinków powinny również podlegać pewnym 
prawom, dotyczącym nierówności. Jeżeli np. 4, B, © są 
trzema punktami, leżącemi na prostej L w wymienionym po- 
rządku od lewej ku prawej stronie, wówczas powinno być 
AB<AC itd. Wreszcie, jakikolwiek odcinek byłby dany czy 
to na prostej /, czy na innej jakiej prostej, trzeba, żebyśmy 
mogli wyznaczyć na L taki punkt P, iżby AP równał się od- 
cinkowi danemu. 

Otóż różnemi elementarnemi sposobami możemy zbudo- 
wać odcinek o takiej długości z, żeby było x1*=2. Możemy np. 
zbudować trójkąt prostokątny równoramienny ABC taki, żeby 
było AB=AC=l; jeżeli BC=x, wówczas x? =2. Albo też mo- 
żemy wyznaczyć długość x za pomocą znanej konstrukcji, ja- 
ko średnią proporcjonalną długości I i 2. 
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Tak więc na prostej Z musi istnieć punkt P taki, iż 
A, R=2, mzyczym 222. 


Łatwo jednak przekonać się, iż niema liczby wy- 
miernej, której kwadrat równałby się 2. Można 
nawet posunąć się o krok dalej i powiedzieć: jeżeli mn jest 
ułamkiem dodatnim nieskracalnym, liczby zaś m in nie są obie 


P 
[e 
| | ( 
> SB L 2 M 1 Ń 


A 


o 


Rys. 2. 


kwadratami zupełnemi, wówczas niema liczby wymiernej, któ- 
rej kwadrat równałby się m/m. 
Istotnie, przypuśćmy, jeśli to możliwe, iż 


p m 


przyczym p jest liczbą pierwszą względem 4, zaś m -liczbą 
pierwszą względem n. 
Wówczas musi być 
np’ =mg?. 

Liczba np? musi być podzielna przez każdy dzielnik licz- 
by q, że zaś p i 4 są względem siebie pierwsze, zatym n mu- 
si być podzielne przez każdy dzielnik liczby y*, W takim ra- 
zie musi być n=hq?, gdzie h jest liczbą całkowitą. Ale wów- 
czas musi być również m=hp", że zaś m i n są względem sie- 
bie pierwsze, zatym A=l, czyli musi być m=p, n=, c.b.d.d. 

Tak więc musiny założyć istnienie liczby x i odpowia- 
dającego jej punktu P, który nie należy do zbudowanych po- 
przednio punktów wymiernych, a przytym jest taki, iż A,P=z 
oraz 2? =2. Ten ostatni warunek możemy napisać w postaci 
w==y2. Jeżeli Q jest takim punktem, że QA, = ÁF, wówczas 
l, Q= —v2. 
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Możemy podać inny dowód na to, że kwadrat liczby wymiernej nie 
może równać się 2. 

Przypuśćmy, jeśli A możliwe, iż p/q jest ułamkiem dodatnim nie- 
skracalnym i że (p/q)?=2, czyli że p*=2q?. W takim razie musi być 
słuszne równanie (2q9—p)*=2(p—q)*, czyli ułamek (2q9—n)/(p—4) musi po- 
siadać taką samą własność, jak ułamek p/q. Ale rzecz jasna, że q<p< 2y, 
skąd pg<ą. W ten sposób mamy dwa ułamki, które powinny być s0- 
bie równe, mianowicie powinno być 

7 
MDA 
a zarazem widzimy, iż mianownik drugiego ułamka jest mniejszy od mia- 


nownika pierwszego. Przeczy to naszemu założeniu, że p/ą jest ułam- 
kiem nieskracalnym. 


Przykłady HM. 1. Dowieść, nie opierając się na podanym w teks- 
cie twierdzeniu ogólnym, iż 2 nie może być liczbą wymierną 

2. Dowieść, iż +/2 nie może być liczbą wymierną. 

3. Dowieść ogólnie, iż s/p/y nie może być liczbą wymierną, jeżeli 
pią jest ułamkiem nieskracalnym i jeżeli p i 4 nie są sześcianami zupeł- 
nemi. 

4. Pierwiastek kwadratowy z liczby całkowitej musi być albo licz- 
bą całkowitą, albo liczbą niewymierną (t. j. nie może być ułamkiem 
wymierny m). 


[Przypuśćmy, jeśli to możliwe, że Vue, gdzie p, g są to liczby 
q 


całkowite, względem siebie pierwsze, W takim razie ną*=p*, zatym u 
musi być podzielne przez p?, gdyż p i q nie mają spólnych czynników. 
Innemi słowy, musi być n=lp'. gdzie a jest liczbą całkowitą, czyli hq*-==1, 
skąd wynika, że A—1, g—1, n=p°, a więc yn=pl. 
5. Gauss dowiódł ogólniejszego twierdzenia: 
równanie ulgiebraiczne o spółczynnikach całkowitych 
gł pe" "+ pe" *+..+pn=0 
nie może mieć pierwiastków wymiernych, które nie byłyby liczbami całkowitemi. 
[Jakoż przypusćmy, że nasze równanie posiada pierwiastek a/b, 
gdzie a, b są liczbami całkowitemi, nie mającemi spólnych czynników, 
b zaś jest nadto liczbą dodatnią. Podstawiająe do równania a'b zamiast 
x i mnożąc przez b” ', mamy 
a” 


- pa 1- pa” bt... + prb. 


Otrzymaliśmy tedy ułamek nieskracalny równy liczbie całkowitej, co jest 
niedorzecznością. Wobec tego musi być b=l, pierwiastkiem zaś równa- 
nia musi być a. Rzecz oczywista, iż p, jest podzielne przez a]. 

6. Dowieść, że jeżeli p,=l i jeżeli ani 1+-p,+ps+p;+.... ani też 
l=p, Fp:=pst... nie równają się zeru. wówczas równanie nie może mieć 
pierwiastka wymiernego. 
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1. Wyznaczyć pierwiastki wymierne (o ile takowe istnieją) rów- 
nania - 
r dri — Sm? r ldr L0=0. 


[Pierwiastki te mogą być ii tylko liczbami całkowitemi, a miano- 
wicie mogą się równać tylko +1, +2, +5, +10. Pozostaje sprawdzić, 
czy liczby te są istotnie pierwiastkami danego równania. Rzecz jasna, 
że w ten sposób możemy wyznaczyć pierwiastki wymierne każdego rów- 
nania tego kształtu.] 


2a. Liczby niewymierne /ciqg dalszy). Przedstawienie 
gieometryczne liczb wymiernych nasunęło nam myśl, że nale- 
żałoby rozszerzyć nasze pojęcie „łiczby” przez wprowadzenie 
nowego rodzaju liczb. 

Do tego samego wniosku można dojść na innej drodze, 
nie odwołując się do obrazów gieometrycznych. Do najważniej- 
szych zagadnień algiebry należy rozwiązywanie równań. Otóż 
weźmy dwa równania: 


Pierwsze posiada dwa pierwiastki wymierne, mianowicie 
«-]a 1. Jeśli jednak pojęcie „liczby” ma być ograniczone 
do liczb wymiernych, musimy powiedzieć, że drugie równanie 
nie posiada wcale pierwiastków. To samo wypadłoby, oczy- 
wiście, powiedzieć o równaniach ar*=2, xł=7 itp. Tak więe 
rozszerzenie pojęcia „liczby“ byłoby wielce pożądane; pozosta- 
ję zbadać, czy da się ono osiągnąć. 

Powróćmy do równania x*=2. Widzieliśmy, że niema 
liczby wymiernej r, któraby czyniła zadość temu równaniu. 
Kwadrat każdej liczby wymiernej jest albo większy, ałbo mniej- 
szy od 2. Możemy tedy podzielić wszystkie liczby wymierne 
na dwie klasy: na liczby, których kwadraty są mniejsze od 2, 
i na takie, których kwadraty są od 2 większe. Nazwijmy 
pierwszą z nich klasą T, albo klasą niższą, drugą zaś klasą U, 
albo klasą wyższą. Rzecz jasna, że każda liczba klasy U jest 
większa od każdej liczby klasy 7. Prócz tego, możemy zna- 
leźć w klasie T taką liczbę, której kwadrat, jakkolwiek mniej- 
szy od 2, różni się jednak dowolnie mało od 2. Jeśli np. za- 
stosujemy znany sposób wyciągania pierwiastka kwadratowego, 
otrzymamy ciąg liczb wymiernych 


l, 14, b41, NAl4, 1:4142,.. 
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to 


których kwadraty 
L, 196, 1:9881, 1-999396, 1-99996164,.... 


są wszystkie mniejsze od 2, lecz coraz mniej różnią sie od 2. 
Obliczając dostateczną ilość znaków dziesiętnych, możemy zbli- 
żyć się do liczby 2 tak, jak się nam podoba. Tak samo w kla- 
sie U możemy znaleźć liczby, których kwadraty, jakkolwiek 
większe od 2, różnią się jednak dowolnie mało od 2. W tym 
celu wystarczy w pierwszym ciągu zwiększyć o 1 ostatnią cy- 
frę każdej liczby; otrzymamy ciąg liczb 


2, 65, T42, 1415, TAI 
których kwadraty 
4, 225, 20164, 2002225, 200024449, ... 


są wszystkie wieksze od 2, lecz mogą dowolnie mało różnić 
się od 2. 


Powyższe rozumowanie może wydawać się przekonywującym, nie 
ina jednak cechy ścisłego dowodu, jakiego wymaga matematyka nowo- 
żytna. 

Dowód tego twierdzenia opiera się na fakcie, że każda liczba wy- 
mierna należy bądź do jednej klasy, bądź do drugiej. Niech będzie a do- 
wolna liczba klasy 7, oraz b dowolna liczba klasy U. Załóżmy, że n jest 
liczbą całkowitą dodatnią, i weźmy pod uwagę zbiór liczb 

b=a 2 (ba) , 3(b=a) (n—1) (b~a) 
= t AAE Ga EEE 


a, Gr” , a~ : aq 
n n " n 


Każda z tych liczb jest wymierna i każda należy albo do 7, albo 
(ba 
do U. Niech będzie ol a E ostatnia liczba tego zbioru, należąca do 1; 
n 


(r+1) (b—a 
w takim razie liczba a! WEW z musi należeć do klasy U. W ten 
"' 


sposób znaleźliśmy dwie liczby: jedną, należącą do klasy 7, drugą, nale- 
b— 

żącą do klasy U, przytym takie, że ich różnica równa się EE Dając 
LL 


na liczbę » dostatecznie wielkie wartości, możemy ien ułamek uczynić 
tak małym, jak się nam podoba. 

łatwo teraz dowieść, że w klasie 7 można znaleźć taką liczbę z, 
a w klasie U taką liczbę y, że zarówno a? jak y? dowolnie mało różnią 
się od 2. Przypuśćmy np., iż chcemy, aby te dwa kwadraty różniły się 
od 2 mniej, niż o :. (Liczba s jest dowolna: może to być 01, albo 0001, 
albo 0000001 i t. d.) Na mocy poprzedniego twierdzenia, możemy do- 
brać liczby «© i y tak, by zachodziła nierówność 
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Ponieważ 2?<2, zatym musi być «<2, możemy też założyć, że 
y=2, gdyby bowiem y było większe od 2, moglibyśmy zastąpić je przez 2. 
W takim razie 

Ye -(y—r) (gra) <Aly=2)<e, 
ponieważ zaś y*>2, u 2?<2, zatym tymbardziej muszą hyć mniejsze 
od e obie liczby 2—a* i y?— 

Wynika A. że w klasie T niema liczby naj- 
w jększej, i w klasie zaś U niema najmniejszej 
liczi zby. LERE jeżeli jakakolwiek liczba x należy do kla- 
"sy 7, musi być z?<2. Niech będzie a%=-.2—e. Możemy zna- 
leźć w klasie 7' taką liczbe z,, że xv, różni się od 2 mniej 
niż o s, że zatym x, >? czyli «,>a. Tak wiec w klasie T 
istnieją liczby większe od z, że zaś z jest dowolną liczbą 
tej klasy, zatym w klasie 7 nie istnieje największa liczba. 
W taki sam sposób dowodzimy, że w klasie Į” nie istnieje naj- 
mniejsza liczba. 


2b. Liczby niewymierne /ciqy dalszyj. Podzieliliśmy 


wszystkie liczby wymierne na dwie klasy T, U, które posia- 


dają następujące własności: (1) każda liczb liczba Eco e U jest więk- 


sza od | każdej liczby klasy 7; (2) możemy możemy znaleźć dwie liczby 


dowolnie mało różniące się ŚJ siebie, a przytym takie, że jed- 


=P WNT. U U 
A, P 
Rys. 3. 


na z nich należy do klasy 7, druga do £; (3) w klasie 7' nie 
istnieje największa liczba, w klasie zaś U nie istnieje naj- 
mniejsza. 

f Zarówno intuicyjne pojęcie linji prostej, jak potrzeby 
elementarnej gieometuji i algiebry wymagają, byśmy zało- 
żyli, że istnieje liczba x większa od _ wszystkich liczb klasy T 
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|i mniejsza od wszystkich liczb klasy U i, że na prostej L istnieje 
punkt P, odpowiadający tej liczbie x i oddzielający te punkty pro- 
slej L, które odpowiadają liczbom klasy T, od punktów, odpowiada- 
jących na tej prostej liczbom klasy U. 

Przypuśćmy na chwilę, że taka liczba œ istnieje i że mo- 
żemy wykonywać na niej działania według zwykłych praw 
arytmetycznych, czyli że np. wyrażenie z* ma znaczenie w zu- 
pełności określone. Jeżeli postawimy taką hipotezę, łatwo 
można będzie dowieść, że x? nie może być ani większe, ani 
mniejsze od 2. Istotnie, niech będzie np. x*<2. Z poprzednie- 
go rozumowania wynika, że możemy znaleźć taką liczbę 6, że 
1? zawiera się między «° a 2. Innemi słowami: możemy zna- 
leźć w klasie / liczbę większą od x, co przeczy naszemu za- 
łożeniu, że z oddziela liczby klasy 7 od liczb klasy U. Tak 
więc x? nie może być mniejsze od 2. W taki sam sposób do- 
wodzimy, że x* nie może być większe od 2. Dochodzimy do 
wniosku, że wobec przyjętej przez nas hipotezy musi być 
g?=2, co możemy wyrazić też symbolem x=2. Rzecz jasna, 
że v2 nie jest liczbą wymierną, gdyż dowiedliśmy, że niema 
łiczby wymiernej, której kwadrat równałby się 2, Mamy tu 
najprostszy przykład t. zw. liczby niewymiernej. 

Poprzednie rozumowania dadzą się zastosować niemal do- 
słownie do innych jeszcze równań, np. do równania %?=N, 
gdzie y jest liczbą całkowitą, lecz nie jest kwadratem zupeł- 
nym, albo do równań 


Tæ BEM, >, 


albo też, jak później przekonamy się, do równania r3=32 -8. 
To nas skłania do uwierzenia, że na prostej L istnieją takie 
punkty P, że w=4,P czyni zadość tego rodzaju równaniom, 
i to nawet wówczas, gdy odpowiednich odcinków nie można 
zbudować środkami gieometuji elementarnej. 

Czytelnik niewątpliwie pamięta, że w algiebrze elementarnej ozna- 
czamy symbolem q pierwiastek równania a*=4 i że symbolom 

nA oraz n”! 
nadajemy znaczenie za pomocą równań 
nPAzY/nł oraz n? . n Pt], 


Na mocy tych definicji, „prawa wykładników* w rodzaju 
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rozszerzamy na przypadek, gdy r is są dowolnemi liczbami wymier- 
nemi. 

Teraz otwierają sie przed nami dwie dalsze drogi. Może- 
my poprostu założyć, że istnieją „liczby niewymiefne” w ro- 
dzaju (2, 8... i że wolno postępować z niemi według ogól- 
nych praw algiebry. Ale takie naiwne stanowisko nie 
odpowiada wymaganiom matematyki spółczesnej, wobec czego 
musimy obrać drugą drogę, mianowicie poddać dokładniejsze- 
mu badaniu samo pojęcie liczby wymiernej i na podstawie te- 
go badania uogólnić pojęcie „liczby“. Uczynimy to w następ- 
nych paragrafach i radzimy czytelnikowi, aby uważnie teorję 
tę przestudjował. 

Przykłady III. 1. Dowieść, że jeżeli m/n jest przybliżoną warto- 
ścią pierwiastka 2, wówczas (m--2n)/6n-+-n) jeszcze mniej różni się od 
v2 i że jeżeli m/n> 2, wówczas (m--2u)/(mrn)<vyż2. Oprzeć na tym 
twierdzeniu sposób wyznaczania przybliżonych wartości dowolnego pier- 
wiastka kwadratowego. 


2. Jeżeli liczby x i y są przybliżonemi wartościami pierwiastka 
v2, jedna z nadmiarem, druga z niedomiarem, i jeżeli 2—x*<e oraz 
y—2<e, WÓWCZAS y—c<e. 

3. Równaniu «»*=4 czyni zadość wartość x =2. Zbadać, czy rozu- 
mowanie poprzedniego paragrafu da się zastosować do tego równania. 

[Klasy T, U określamy jak poprzednio. Czy zawierają one wszystkie 
liczby wymierne? Czy istnieje punkt podziału P i, jeżeli istnieje, czy jest 
to punkt wymierny czy niewymierny?]. 

3. Liczby niewymierne (ciąg dalszy). W $ 2-im mieliśmy 
do czynienia z pewnym podziałem liczb wymiernych dodatnich 
x na dwie klasy, mianowicie na liczby, których kwadraty są 
mniejsze od 2, i na takie, których kwadraty są od 2 większe. 
Taki podział wszystkich liczb wymiernych na dwie klasy na- 
zwijmy przekrojem w dziedzinie tych liczb. Rzecz jasna, że 
moglibyśmy utworzyć inne przekroje, np. oparte na nierówno- 
ściach z$<2, «922 albo na nierównościach «*<7, a*>7 it. d. 
Sprobujmy teraz sformułować zupełnie ogólnie zasady, na któ- 
rych opiera się tworzenie takich .przekrojów”. 

Niech P i Q oznaczają dwie własności, wyłączające się 
nawzajem, i przypuśćmy, że każda liczba wymierna dodatnia 
musi posiadać jedną z tych własności. Przypuśćmy dalej, że 
każda liczba, posiadająca własność P, musi być mniejsza od 
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każdej liczby, posiadającej własność Q. (Np. P mogłoby ozna- 
czać własność „z? <2”, a Q własność „z?>2”). Liczby, mają- 
ce własność P, moglibyśmy nazwać niższą klasą 7, liczby zaś, 
mające własność (,, nazwalibyśmy wyższą klasą (. Wogóle 
biorąc, istnieją obie klasy Fi U, ale w pewnych szczególnych 
przypadkach może się zdarzyć, że istnieje jedna tylko klasa 
i że do niej należą wszystkie liczby. Taki przypadek miałby 
np. miejsce, gdyby P (albo Q) oznaczało: „jest liczbą dodat- 
nią”. W niniejszym badaniu poprzestaniemy na rozważaniu 
tych przypadków, w których istnieją obie klasy, a w takim 
razie, na mocy takiego samego rozumowania jak w $ 2, po- 
wiemy: można zawsze znaleźć dwie liczby dowolnie mało róż- 
niące się od siebie, przytym takie, że jedna z nich należy do 
klasy T, druga zaś do klasy U. 

W szczególnym przypadku, z którym mieliśmy do czynie- 
nia w $ 2, kłasa 7' nie zawierała liczby największej, klasa zaś 
U nie zawierała liczby najmniejszej. Zagadnienie istnienia lub 
nieistnienia w danej klasie liczby największej (względnie: naj- 
mniejszej) posiada, jak zobaczymy, pierwszorzędną doniosłość. 
Przedewszystkim zauważmy, że nigdy nie może się: zdarzyć, 
żeby klasa 7 posiadała największą liczbę, a jednocześnie 
klasa (U posiadała najmniejszą. Istotnie, przypuśćmy, że / jest 
najwiekszą liczbą klasy 7, a r jest najmniejszą liczbą klasy U; 
w takim razie liczba wymierna dodatnia 4(/-+-r) leżałaby mię- 
dzy li r, zatym nie należałaby ani do klasy 7, ani do klasy 
U, co przeczy naszemu założeniu, że wszystkie liczby wymier- 
ne dodatnie zostały podzielone na te dwie klasy. Wobec tego 
mogą zachodzić tylko trzy przypadki: (1) klasa 7 posiada naj- 
większą liczbę ł; (2) klasa U” posiada najmniejszą liczbę 7; 
(3) w klasie F niema największej liczby, a w klasie (U niema 
najmniejszej. 

Przykład, rozważony w $ 2, ilustruje ten trzeci przypadek. Aby 
zilustrować pierwszy przypadek, możemy założyć, że P oznacza wła- 
sność „z? S1*, a Q oznacza własność „r*>1*: mamy tu /:-1. Gdybyśmy 
przypuścili, że P oznacza własność „z*<1", a Q oznacza „a*>1*, mie- 
libyśmy r—1 czyli zachodziłby przypadek drugi. Zauważmy, że nie otrzy- 
mamy żadnego przekroju, jeżeli przypuścimy, że P oznacza „a?<l*, a Q 
oznacza „x*>1l*, gdyż liczba 1 nie będzie należała do żadnej klasy. 
(Porówn. Przykłady III. 3). 
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W pierwszych dwuch przypadkach powiadamy, że prze- 
krój odpowiada liczbie wymiernej dodatniej, a mianowicie 
liczbie ! w pierwszym przypadku i liczbie r w drugim. Od- 
wrotnie: każdej liczbie wymiernej dodatniej a odpowiada 
pewien przekrój, który możemy oznaczyć symbolem 2. Istotnie, 
wystarczy założyć, że P i Q oznaczają odpowiednio własności 


tg, Vou 
albo też własności taa, Bem: 


Przy pierwszym założeniu « byłoby największą liczbą klasy 7, 
przy drugim — najmniejszą liczbą klasy CU. 

W gruncie rzeczy każdej liczbie wymiernej dodatniej a 
odpowiadają, jak widzimy, dwa przekroje. Aby uniknąć niepo- 
rozunień, obierzemy raz na zawsze jeden z tych dwuch mo- 
żliwych przekrojów, a mianowicie ten, przy którym liczba a 
należy do klasy wyższej, [nnemi słowami: umówimy się raz na 
zawsze, że bedziemy rozważali tylko takie przekroje, w któ- 
rych klasa 7 nie posiada największej liczby. 

Widzimy, że istnieje doskonała odpowiedniość między 
liczbami wymiernemi dodatniemi z jednej strony, a wyznaczo- 
nemi przez nie przekrojami z drugiej. Wobec tego możemy 
w badaniach matematycznych zastąpić liczby wymierne przez 
przekroje i uważać, że symbole, wchodzące w skład wzorów 
algiebraicznych, oznaczają przekroje. Tak więc np. 2>2' ozna- 
czałoby to samo, co a>a/, jeżeli a, « są to przekroje, odpo- 
wiadające liczbom a, a. 

Jeśli jednak zastąpimy liczby wymierne przez przekroje 
w dziedzinie liczb wymiernych, wówczas będziemy niemal zmu- 
szeni do uogólnienia naszego układu liczb. W rzeczy samej, 
istnieją przekroje, nie odpowiadające żadnym liczbom 
wymiernym. Zbiór przekrojów jest obszerniejszy od zbioru 
liczb wymiernych: zawiera on przekroje, odpowiadające tym 
liczbom, a prócz tego zawiera inne jeszcze przekroje. Na tym 
fakcie opieramy uogólnienie pojęcia liczby i wypowiadamy na- 
stępujące określenie, które zresztą należy uważać za tymczaso- 
we, gdyż w następnym zaraz paragrafie zmodyfikujemy je. 

Przekrój w dziedzinie liczb dodatnich wymiernych, przy kto- 
rym istnieją obie klasy liczb, a niższa klasa mie zawiera liczby 
największej, nazywamy liczbą dodatnią rzeczywistą. 
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Liczbę dodatnią rzeczywistą, nie odpowiadającą żadnej liez- 
bie dodatniej wymiernej, nazywamy niewymierną. 

3a. Liczby rzeczywiste. Mówiliśmy dotąd o pewnych 
przekrojach w dziedzinie liczb dodatnich wymiernych, które 
nazwaliśmy tymczasowo „liczbami rzeczywistemi dodatniemi". 
Zanim podamy ostateczne określenie liczb rzeczywistych, mu- 
simy nieco zmienić nasz punkt widzenia. Mianowicie musimy 
wziąć pod uwagę przekroje czyli podziały na dwie klasy, utwo- 
rzone nie tylko z liczb dodatnich wymiernych, lecz ze wszyst- 
kich wogóle liczb wymiernych, włączając w to i zero. O tych 
nowych przekrojach możemy powtórzyć wszystko, co mówiliśmy 
w dwuch poprzednich paragrafach, opuszczając tylko wyraz: 
dodatni. 

OKREŚLENIA. Liczbą rzeczywistą (albo krótko: liczbą) na- 
zywamy każdy przekrój liezb wymiernych, w którym istnieją obie 
klasy i w którym klasa niższa nie posiada liczby największej. 

Liczbą niewymierną nazywamy każdą liczbę rzeczywistą 
(t. j. każdy przekrój w dziedzinie liczb wymiernych), która nie od- 
powiada żadnej liczbie wymiernej, 

Jeżeli jakiemuś przekrojowi (czyli jakiejś liczbie rzeczy- 
wistej) odpowiada liczba wymierna, będziemy ten przekrój na- 
zywali „liczbą wymierną”. 

Jak widać z powyższych określeń, termin „liczba wymierna* jest 
dwuznaczny: może on oznaczać albo to, co w $ 1 nazwaliśmy liczbą wy- 
mierną, albo też może oznaczać pewien przekrój, t. j. pewną liczbę rze- 
czywistą. Gdy mówimy np. >+, możemy mieć na myśli dwie rzeczy: 
alho pewne twierdzenie z arytmetyki elementarnej, albo też pewne twier- 
dzenie, dotyczące przekrojów. W matematyce spotykamy nieraz takie 
dwuznaczne wyrażenia; dwuznaczność ta jest nieszkodliwa, jeżeli między 
ilwoma zbiorami, odpowiadającemi tym dwom różnym pojęciom, zachodzi 
odpowiedniość doskonała, gdyż wówczas związki między twierdzeniami 
pozostają bez zmian, bez względu na to, które z dwuch znaczeń nadamy 
terminom. Np. z nierówności ;>4 oraz 4>4 wysnuwamy nierówność 
+>ł, przyczym wniosek pozostaje słuszny bez względu na to, czy 4, 4, i 
oznaczają zwykłe ułamki arytmetyczne, czy też liczby rzeczywiste. 
Zresztą można czasem odrazu z wzoru wyczytać, które z tych dwuch po- 
jęć mamy na myśli; np. jeżeli piszemy +> v4, nie ulega wątpliwości, że 
3 oznacza tu przekrój, t.j. liczbę rzeczywistą. 

Musimy jeszcze zauważyć, że przyjęta przez nas forma określenia 
liczb rzeczywistych nie jest logicznie konieczna. Określiliśmy je jako 
przekrój, t.j. jako parę klas. Równie dobrze możnaby określić liczbę 
rzeczywistą zapomocą jednej tylko klasy: wyższe, lub niższej, możnaby 
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nawet znaleźć dowolnie wiele klas przedmiotów, z których każda posia- 
dałaby własności klasy „liczb rzeczywistych“, W matematyce jest rze- 
czą zasadniczej wagi, żeby symbole miały jakiś oznaczony sens, w wielu 
jednak razach mogą one mieć kilka różnych znaczeń, a wtedy, z punktu 
widzenia czystej matematyki, jest rzeczą obojętną, które z tych możli- 
wych znaczeń przypisujemy im. Bertrand Russell powiedział kiedyś, że 
„matematyka jest nauką, w której nie wiemy, o czym mianowicie mówi- 
my, i nie dbamy, czy to, co mówimy jest czy nie jest prawdą“. Uwaga 
ta ma formę paradoksalną, zawiera jednak dwie bardzo ważne prawdy. 
Jedną z nich jest ta, że symbolom matematycznym można nieraz nada- 
wać rozmaite znaczenia i że, wogóle biorąc, mamy prawo wybrać to lub 
inne znaczenie. Druga prawda, zawarta w powiedzeniu Russella, polega 
na tym, że matematyka zajmuje się związkami logicznego zawierania się, 
t.j. bada, czy z danych przesłanek wypływają dane wnioski, natomiast 
nie interesuje się weale tym, czy przesłanki lub wnioski są prawdziwe 
same przez się, 


Musimy rozróżnić trzy rodzaje przekrojów. Może się zda- 
rzyć, że wszystkie liczby wymierne ujemne należą do klasy 
niższej, zero zaś i wszystkie dodatnie liczby należą do wyż- 
szej. Taki przekrój nazywamy liczbą rzeczywistą zero. Po- 
wtóre, może się zdarzyć, że niższa klasa zawiera jakieś liczby 
dodatnie; taki przekrój nazywamy liczbą rzeczywistą dodatnią. 
Wreszcie, może się zdarzyć, że do wyższej klasy należą jakieś 
liczby ujemne; taki przekrój nazwiemy liczbą rzeczywistą 
ujemną. 

Powyższe określenie liczby rzeczywistej dodatniej różni się od po- 
danego w poprzednim paragrafie tym, że obeenie dołączyliśmy do niższej 
klasy zero i wszystkie liczby ujemne. Z łatwością można znaleźć przy- 
kład liczby rzeczywistej ujemnej; wystarczy założyć, że P oznacza wła- 
sność ©+-1<0, a Q własność «+1>0. Otrzymany przekrój odpowiada 
liczbie wymiernej ujemnej —1. Zakładając, że P oznacza własność 
«'< —2, a Q własność a*> —2, otrzymalibyśmy liczbę rzeczywistą ujem- 
ną, a przytym niewymierną. 

4. O równości i nierówności liczb rzeczywistych. Sko- 
ro rozszerzyliśmy nasze pierwotne pojęcie liczby, musimy w od- 
powiedni sposób rozszerzyć pojęcia równości, nierówności, do- 
dawania, mnożenia itp. Wypada dowieść, że te pojęcia dadzą 
się zastosować do nowych liczb; w szczególności należy wy- 
kazać, że w dziedzinie liczb rzeczywistych wszystkie prawa 
arybmetyki pozostają słuszne, jednym słowem, że na liczbach 
rzeczywistych możemy wykonywać wszystkie działania w taki 


Wykład czystej matem. 2. 
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sam sposób, w jaki wykonywamy je na liczbach wymiernych 
(w sensie $ 1-go). Szczegółowe przeprowadzenie całego dowo- 
du zabrałoby nam zbyt wiele czasu, to też poprzestaniemy na 
naszkicowaniu biegu rozumowania. 

Oznaczmy liczby rzeczywiste przez 2, $, 7..., liczby wy- 
mierne, zawarte w ich niższych i wyższych klasach, przez a, 4; 
b, B; c, C;.., wreszcie same klasy oznaczmy przez (a), (4)... 

Jeżeli a, 8 są dwiema liczbami rzeczywistemi, mogą Za- 
chodzić trzy przypadki: 

(I) każde a jest zarazem b i każde A jest B; w takim ra- 
zie zarówno klasy (a) i (b) są tożsame, jak i klasy (4) i (5); 

(Il) każde a jest b, ale nie każde A jest B; w takim ra- 
zie klasa (a) jest właściwą częścią klasy (b), klasa zaś (5) jest 
właściwą częścią klasy (4); 

(III) każde A jest Z, ale nie każde a jest b. 

Te trzy przypadki dadzą się łatwo zilustrować gieome- 
trycznie (rys. 3a). 


8 
Rys 3a. 


W przypadku (I) piszemy a=$, w przypadku (II) a<$, 
w przypadku (III) «>. Rzecz jasna, że jeśli a i 8 są liczba- 
mi wymiernemi, wówczas te określenia zgadzają się zupełnie 
z tym, co w arytinetyce elementarnej rozumiemy przez rów- 
ność lub nierówność liczb. Oczywista rzecz również, że we- 
dług tych określeń musimy uważać każdą liczbę dodatnią za 
większą od ujemnej. 

Musimy jeszcze określić związek, zachodzący między licz- 
bą dodatnią rzeczywistą a i liczbą ujemną —a. Jeżeli liczba a 
jest wyznaczona przez klasy (a), (A), wówczas tworzymy nowy 
przekrój, zaliczając do niższej klasy wszystkie liczby — Á, do 
wyższej zaś wszystkie liczby —a; utworzony w ten sposób 
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przekrój nazywamy liczbą ujemną —a. W taki sam sposób mo- 
glibyśmy określić liczbę —a w tym przypadku, gdy a jest licz- 
bą ujemną lub zerem; jeżeli a jest liczbą ujemną, wówczas —a 
jest dodatnią. Rzecz jasna również, że —(—a)=a. Z dwuch 
liczb a i —a jedna jest zawsze dodatnia (o ile, naturalnie a nie 
jest zerem). Tę z nich, która jest dodatnia, oznaczamy nieraz 
symbolem a| i nazywamy modułem albo wartością bezwzględną 
liczby dodatniej lub ujemnej a. 

Przykłady lila. 1. Dowieść, że f=a, P<a, B>a, jeżeli a=$, a>ß, 
a<Pp. 

2. Jeżeli a=B i B=y, wówczas a=y. 

3. Jeżeli a S$, <y, albo jeżeli a<B, gy, wówczas a<y. 

4. Jeżeli a=f, a<$, albo u>$, wówczas —$=—a, —B< —a, — B > —a. 

5. Dowieść, że a<0, jeżeli a jest ujemną liczbą, i a>0, jeżeli a 
jest liczbą dodatnią. 

6. Dowieść, że a <|a|. 

7. Dowieść, że 1< y2< y3<2. 

8. Jeżeli a, B są dwiema różnemi liczbami rzeczywistemi, możemy 
zawsze znaleźć nieskończenie wiele liczb rzeczywistych, zawartych mię- 
dzy a i B. 

[Wszystkie te własności liczb wynikają bezpośrednio z naszych 
określeń]. 

5. Działania arytmetyczne na liczbach rzeczywistych. 
Musimy teraz określić działania arytmetyczne w zastosowaniu 
do liczb rzeczywistych. 

(I) Dodawanie. Weźmy pod uwagę dwie klasy liczb: kla- 
sę (c), utworzoną ze wszystkich sum takich, jak c=a--b, oraz 
klasę (C), utworzoną ze wszystkich sum C—=4A-+-B. Rzecz ja- 
sna, że mamy zawsze ¢< 0. 

Śród liczb wymiernych może istnieć conajwyżej jedna, 
nie należąca ani do klasy (c), ani do klasy (C). Jakoż przy- 
puśćmy, że istnieją dwie takie liczby, np. r i s i niech będzie 
r<s. W takim razie liczby » i s musiałyby być większe od 
każdej liczby c i mniejsze od każdej liczby C, wobec czego 
różnica C—ec nie mogłaby w żadnym razie być mniejsza od 
s—r. Ale z drugiej strony 


C—c=(A—a) -(B—b); 


otóż możemy tak dobrać liczby a, b, A, B, że zarówno A—a, 
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jak B—b staną się dowolnie małe, co przeczy naszemu zało- 
żeniu. 

Jeżeli każda liczba wymierna należy do jednej z klas (e) 
lub (C), wówczas klasy te wyznaczają przekrój czyli liczbę 
rzeczywistą y. Jeżeli istnieje liczba wymierna, nie należąca 
do żadnej klasy, dołączamy ją do klasy (C) i znów mamy prze- 
krój y, odpowiadający, rzecz prosta, liczbie rzeczywistej wy- 
miernej. W obu tych preypadkach nazywamy y sumą liczb rze- 
czywistych o, B t piszemy 

Y=a+B. 

Jeżeli obie liczby a, 8 są wymierne, wówczas są one najmniejsze- 
mi liczbami klas wyższych (4) i (B). W takim razie a+$ jest najmniej- 
szą liczbą klasy (C) i nasze określenie zgadza się w zupełności z tym, 
co w arytmetyce elementarnej rozumiemy przez dodawanie. 

(Il) Odejmowanie, Określamy odejmowanie «—f za po- 
mocą równania 

a—pB=a+-(—B); 
w takim razie pojęcie odejmowania nie wprowadza żadnych 
nowych trudności. 


Przykłady IIIb. 1. Dowieść, że «+(—u)=0. 

2. Dowieść, że a+0=0+a =a. 

3. Dowieść, że u+B=f-+-a. 

4. Dowieść, że a-+-(B+r)=(a-+B)+y. 

5. Dowieść, że a—a=0. 

6. Dowieść, że a—f=—(p—a). 

7. Z określenia odejmowania i z przykładu 2 wynika, że 

(a—B)+8=l2+(—Bi+B=a+i(—B)+B] =a+0=a. 
Moglibyśmy więe określić różnicę u—f=y za pomocą równania r+-f=a. 

8. Dowieść, że a—(f-qr)=«—B +y. 

9. Podać określenie odejmowania niezależne od pojęcia dodawania 
liczb rzeczywistych. [Tworzymy klasy (e), (C) tak, by było c=a—B, 
C=A—b. Wykazać, że jest to równoznaczne z określeniem, podanym 
w tekście.] 


10. Dowieść, że ||a| — |B|| £la+8|<|a|+ [B|. 

(III) Mnożenie. Najłatwiej jest rozpocząć od mnożenia 
liczb dodatnich i zera, przyczym można oprzeć się na pier- 
wotnym określeniu liczby rzeczywistej dodatniej, podanym 
w § 2a. Można mianowicie założyć, że (c)=(ab) oraz (C)=(4B), 
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poczym wypadnie dowieść, że wszystkie liczby wymierne, z wy- 
jątkiem conajwyżej jednej liczby, należą albo do klasy (e) albo 
do klasy (©), W tym celu dowodzimy, że można tak dobrać 
liczby a, b, A, B, że różnica C—e stanie się dowolnie mała; 
wynika to z tożsamości 


C—c=4B—ab=(A —a)B-|-a(B—b). 


Skoro pojęcie mnożenia liczb dodatnich zostało ustalone, 
możemy przejść do mnożenia ujemnych liczb. Umawiamy się 
mianowicie, że jeśli æ, fi oznaczają dwie liczby rzeczywiste do- 
datnie, wówczas 

(—aB=—of, a(-B=—af, (-a(-B=of. 

(IV). Dzielenie. Rozpoczynamy od określenia 1/a czyli 
odwrotności liczby o (z zastrzeżeniem, że 2==0). Poprzestając 
z początku na liczbach dodatnich, określamy 1/a jako przekrój, 
wyznaczony przez niższą klasę (1,4) oraz wyższą klasę (1/a). 
Odwrotność liczby ujemnej —a określamy zapomocą równania 
1/(—a)=—(l'a). Wreszcie iloraz a/$ określamy zapomocą rów- 
nania 

sjg=a.(1/B). 

Po ustaleniu tych określeń mamy możność zastosowania 
do liczb rzeczywistych wszystkich pojęć i metod algiebry ele- 
mentarnej. 

Poprzestajemy na powyższym szkicu teorji działań na 
liczbach rzeczywistych; kto pragnąłby poznać teorję tę bar- 
dziej szczegółowo, musi zajrzeć do specjalnych dzieł, poświę- 
conych arytmetyce teoretycznej. 

Przykłady lile. Dowieść twierdzeń, wyrażonych za pomocą na- 
stępujących wzorów: 

ih AUE c=0. 6, ZA wz=". 3. ax(1/a)=l1 

4. aj=Ba. 5. «(Br)=(aB)x. 6. a(B-r1)=a8 zy. 

1. (a+pyy=ar+br. 8 |egl=l|el.|B|. 

5a. O liczbie y2. Powróćmy na chwilę do tego szcze- 
gólnego rodzaju liczb niewymiernych, który stanowił punkt 
wyjścia naszych rozumowań. Utworzyliśmy wówczas przekrój 
zapomocą nierówności x*<2, «m?>2. Był to przekrój w dzie- 
dzinie liczb wymiernych dodatnich; teraz możemy go zastąpić 
(jak to wyjaśniliśmy w $ 3a) przekrojem w dziedzinie wszyst- 
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kich liczb wymiernych, dodatnich i ujemnych. Określony w ten 
sposób przekrój czyli liczbę oznaczamy symbolem w2. 

Chcąc określić iloczyn v2x v2, musimy wziąć pod uwa- 
gę dwie klasy: (I) klasę (aa'), gdzie a i a są to liczby dodat- 
nie wymierne, których kwadraty są mniejsze od 2; (II) klasę 
(44), gdzie A i A' są to liczby dodatnie wymierne, których 
kwadraty są od 2 większe. Te dwie klasy zawierają wszyst- 
kie liczby dodatnie wymierne z wyjątkiem jednej tylko liczby, 
a mianowicie z wyjątkiem liczby 2. Wobec tego mamy 


(v2 =v2v2=2. 
W podobny sposób otrzymujemy związek 
(=v 2} =(— v 2({— v 3)=v 2v 2=2. 
Tak więc równanie x? =2 posiada dwa pierwiastki V2 i — v 2. 
W taki sam sposób możnaby zbadać równania %’=3, 2*=7.. 
i odpowiadające im liczby niewymierne V8, —v3, VT.. 


6. Pierwiastki kwadratowe. Jeżeli a jest dowolną licz- 
bą wymierną, wówczas obie liczby ya są albo wymierne, 
albo niewymierne, a jak widać z poprzedniego, częściej bywa- 
ją niewymierne. Liczby tego kształtu, o ile są niiewymierne, 
możnaby nazwać czystemi niewymiernościami kwa- 
dratowemi, liczby zaś, które są sumami wymiernych i czy- 
stych niewymiernych, t.j. liczby kształtu a+ vb, można na- 
zwać niewymiernościami kwadratowemi miesza- 
nemi. 

Rozważania gieometryczne $ 2-go dowiodły, właściwie 
mówiąc, tylko istnienia niewymierności kwadratowych (czy- 
stych i mieszanych), jak również takich liczb niewymiernych, 
które dają się przedstawić za pomocą kolejnego wyciągania 
pierwiastków kwadratowych. Takiemi np. są liczby kształtu 


v2--V2--v2-+ VW2-++V3+v2. 

Czytelnik powinien sam przekonać się, że można istotnie 
zbudować odcinek o długości, równej dowolnej liczbie tego 
kształtu. Za pomocą konstrukcji euklidesowych (t. j. posługu- 
jąc się wyłącznie cyrklem i linjałem) można zbudować tylko 
liczby niewymierne powyższego kształtu, na razie jednak nie 
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możemy podać na to dowodu*). Ta osobliwość niewymierno- 
ści kwadratowych czyni je szczególnie interesującemi dla nas. 


Przykłady IV. 1. Podać konstrukcję gieometryczną dla liczb 
V2, MEREWVZEVESE. 


2. Równanie kwadratowe ax?--2bx+c=0 ma dwa pierwiastki rze- 
czywiste, jeżeli bł—ac>0**). Załóżmy, iż a, b, e są liczbami wymierne- 
mi. Możemy w takim razie założyć, że są one liczbami całkowitemi, 
gdyż w przeciwnym razie pomnożylibyśmy równanie przez najmniejszą 
spólną wielokrotność mianowników. 


P 


a Y a 
Rys. 3b. 


Wiadomo, iż pierwiastki tego równania wyrażają się wzorem 


Tbtv — ac, Czytelnik z łatwością zbuduje pierwiastki, jeśli zacznie 


a 
od zbudowania liczby Vbż— ac. O wiele ładniejsza, chociaż nie tak ła- 
twa do znalezienia, jest następująca konstrukcja ***); 

Wykreślmy koło promieniem =1, poprowadźmy średnicę PQ oraz dwie 
styczne w końcach tej średnicy. Odłóżmy PP'=—2a/b i QQ'=—c/2b, uwząlęd- 
niając przy tym znaki. Poprowadźmy prostą P'Q', która przetnie okrąg w M 
i N, oraz proste PM, PN, które przetną prostą QQ' w punktach X i Y. Od- 


cinki QX, QY są pierwiastkami równania z ich właściwemi znakami ****), 


*) Patrz w końcu rozdziału Il, zadanie 41. 

**) Czyli istnieją dwie wartości na a, przy których istotnie 
ax?+2bx--c=0. Jeżeli bł—ac<0, wówczas niema takich wartości na g. 
Czytelnik oczywiście pamięta, że podręczniki algiebry elementarnej po- 
wiadają, iż równanie ma w tym przypadku „dwa pierwiastki urojoneś. 
Co należy przez to rozumieć, wyjaśnimy w rozdziale III. 

Jeżeli b>=gc, równanie posiada tylko jeden pierwiastek. W celu 
jednak zachowania jednostajności w wysłowieniu twierdzeń, powiadamy 
zazwyczaj, iż równanie ma w tym razie „dwa równe pierwiastki". Jest to 
oczywiście tylko pewien umówiony sposób wysławiania się. 

*kx) Tę konstrukcję zapożyczyłem z książki: F. Klein Leçons sur 
certaines questions de Geometrie Élémentaire, trad. J. Griess. Paris 1896. 

*ks*) Rysunek odpowiada przypadkowi, gdy b i c mają ten sam 
znak, a zaś ma znak przeciwny. Czytelnik winien wykonać sam rysunki, 
odpowiadające innej kombinacji znaków. > 
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Czytelnik sam uzasadni powyższą konstrukcję. Inna, jeszcze pro- 
stsza konstrukcja jest następująca: na dowolnej prostej m odkładamy odci- 
nek AB==1, w punkcie B wystawiamy prostopadłą do m ìi na niej odkładamy 
BC=— 2b/a, w punkcie © wystawiamy prostopadłą do BC i na niej odkłada- 
my (w zwrocie zgodnym ze zwrotem BA) odcinek CD=cla. Na AD jako na 
średnicy wykreślamy okrąg, który przecina BC w punktach X, Y. Długości 
odcinków BX, BY są pierwiastkami równania. 


3. Jeżeli ac jest liczbą dodatnią, odcinki PP', QQ’ poprzedniego 
zadania mają zwroty zgodne. Sprawdzić, że gdy b? <ac, wówczas P'Q' nie 
spotyka okręgu; jeżeli zaś b?=ac, wówczas P'Q' jest styczną do koła. 

Sprawdzić również, iż gdy b?*=ac, koło, o którym mowa w drugiej 
konstrukcji poprzedniego zadania, jest styczne do prostej BC. 


4. Dowieść, że Vpq=vp.Vq VW pq=PNQ. 


6a. Kilka twierdzeń o niewymiernościach kwadrato- 
wych. O dwuch czystych niewymiernościach kwadratowych 
powiadamy, że są podobne, jeżeli dają się przedstawić 
w postaci wymiernych wielokrotności tej samej liczby pier- 
wiastkowej; w przeciwnym zaś razie powiadamy, że nie są one 
podobne. Np. mamy 

v8=2y232; vy=jy2, 

wobec czego v8 i v? nazywamy niewymiernościamni podobne- 
mi. Z drugiej strony, jeżeli liczby całkowite M i N nie mają 
spólnych czynników i żadna z nich nie jest kwadratem zupeł- 
nym, wówczas VM i VN są to niewymierności do siebie nie 
podobne. Jakoż przypuśćmy, jeśli to możliwe, że 


a r a 
TE 


p 
vM=o/gs YN=N 


t 4 


gdzie wszystkie litery są symbolami liczb całkowitych. 

W takim razie y.4N musi być liczbą wymierną i, co za 
tym idzie, całkowitą (Przykłady II, 4). Mamy więc MN=P+, 
gdzie P jest liczbą całkowitą. Przypuśćmy, iż a, b, e,... są czyn- 
nikami pierwszemi liczby P, tak iż 

MN=a*b?c*... 


Ale w takim razie JfN musi być podzielne przez a”, za- 
tym albo (1) M jest podzielne przez a?, albo (2) N jest podziel- 
ne przez a, albo wreszcie (3) każda z liczb M, N jest podziel- 
na przez a. To trzecie przypuszczenie musimy odrzucić, gdyż 
M i N nie mają, według założenia, spólnych czynników. To 
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samo rozumowanie zastosować można po kolei do wszystkich 
innych czynników b?, c°.. Widzimy tedy, iż M musi być po- 
dzielne przez niektóre z tych czynników, N zaś przez pozosta- 
łe czynniki, zatym mamy 

HSARA  N==NB:, 
gdzie P,? oznacza iloczyn niektórych czynników z pośród a*, 
b, œ., P? zaś oznacza iloczyn pozostałych czynników. Ponie- 
waż M i N nie mają czynników spólnych, zatym musi być 
A=lL, M=P,, N=PĄ, czyli Mi N są to kwadraty zupełne, 
co jest sprzeczne z naszym założeniem. 

TWIERDZENIE. Jeżeli A, b, C, D są liczbami wymiernemi 

1 Jeżeli 

A+-yB=Cy D, 


wówczas albo (l) A=C i B=D, albo też (Il) bi D są kwadrata- 


| mi liczb wymiernych. 


Istotnie, zarówno B—D jest liczbą wymierną, jak i 
vB=yD=(—A. 


Jeżeli B=D, wówczas mamy odrazu (=4, jeżeli zaś 
B&D, wówczas suma 
R—D 
VETV AE Roy 
jest liczbą wymierną, zatym wymiernemi muszą być obie licz- 
by yvBi yD. 

Wniosek, Jeżeli A+yB=Cę+yD, wówczas A—yB= 
=0— vy D, chyba że yvBi yv D są liczbami wymiernemi. 

Przykłady IVa. 1. Dowieść, iż y2 i y3 nie są niewymiernościa- 
mi podobnemi. 

2. Dowieść, że væ i y(x) są niewymiernościami podobnemi (o ile, 
oczywiście, nie są liczbami wymiernemi). 

3. Jeżeli a, b są liczbami dodatniemi i wymiernemi, wówczas 
Va+ vb może być liczbą wymierną tylko w takim razie, gdy vai vb 
są liczbami wymiernemi. To samo powiedzieć można o liczbie /a— vb. 
chyba że a=b. 

4. Jeżeli VAtyB=yC+HYD, 
wówczas albo (I) A=Ci B=D, albo (I) A=Di B=C, albo wreszcie 
GM VA, VB, VC, vD są wszystkie liczbami wymiernemi lub wszyst- 
kie niewymiernościami podobnemi. 
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[Podnieść obie części równania do kwadratu i zastosować twier- 
dzenie, dowiedzione w tekście]. 

5. Niewymierność kwadratowa nie może być sumą dwuch niepo- 
dobnych do siebie niewymierności kwadratowych. 

6. Ani (a+ vb}, ani (a— yb)? nie mogą być liczbami wymiernemi 
jeżeli vb nie jest liczbą wymierną. 

7, Dowieść, iż jeżeli p i 4 są liczbami wymiernemi i jeżeli =p Vq, 
wówczas x”, gdzie m jest liczbą całkowitą, da się przedstawić w postaci 
P+Qvg, gdzie zarówno P, jak Q są liczbami wymiernemi. Naprzykład 


(prvqgd*=p'rqt2pvq: (ptr va? =p't3pqt(Sp" ta) vV. 
Na podstawie tego twierdzenia dowieść, że każdy wielomian kształtu 


Ax" +a! 


Fe Fäna 


gdzie ao, a, @ -an Są liczbami wymiernemi, daje się przedstawić w po- 
staci P+Q$Qvq. 
1 
8. Przedstawić w takiej samej formie liczbę ——. 
Prv 

i or. ME 
Ptvq =g P-9 

9. Opierając się na przykładach 7-ym i 8-ym, dowieść, że każde 
wyrażenie kształtu G(x)/H(x), w którym G(x) i H(x) są wielomianami 
zmiennej x o spółczynnikach wymiernych, daje się przedstawić w posta- 
ci P+Qvyg, gdzie Pi Q są wymierne. 

10. Jeżeli b nie jest kwadratem zupełny i jeżeli a+ yb jest pier- 
wiastkiem równania algiebraicznego o spółczynnikach wymiernych, wów- 
czas a— vb jest także pierwiastkiem tego samego równania. 

11. Jeżeli p, q oraz p*—q są liczbami dodatniemi, wówczas 


Otrzymujemy 


VPV 
możemy przedstawić w postaci væ+ yy, gdzie 


s= p+ vp*=q) y=}bp- Vp*—q). 


12. Przy jakich warunkach można Vp+vq (gdzie p i q Są licz- 
bami wymiernemi) przedstawić w postaci va+ yy, gdzie x i y są licz- 
bami wymiernemi? 

13. Jeżeli a*—b jest liczbą dodatnią, wówczas warunkiem koniecz- 
nym i dostatecznym, aby 


varybrva—yb 
było liczbą wymierną, jest ten, żeby a?—b oraz (a+ Va?—b) były kwa- 
dratami liczb wymiernych. 
7. Continuum. Zbiór wszystkich liczb rzeczywistych 
(wymiernych i niewymiernych) zowiemy continuum liczbowym 
albo arytmetycznym. 
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Dogodną jest rzeczą przypuścić, że prosta L, o której 
mówiliśmy w § 1, składa się z wszystkich punktów, odpowia- 
dających liczbom continuum arytmetycznego, i nie składa się 
z żadnych innych punktów *). Wobec tego zbiór wszystkich 
punktów prostej L można nazwać continuum linjowym; daje 
ono nam obraz continuum liczbowego. 

W poprzednich dwuch paragrafach badaliśmy nieco szcze- 
gółowiej główne własności pewnych typów liczb rzeczywistych, 
np. liczb wymiernych i niewymierności kwadratowych. Poda- 
my tu jeszcze kilka przykładów liczb rzeczywistych, a to w ce- 
lu okazania, że niewymierności kwadratowe czyste i mieszane 
są drobną tylko cząstką liczb, stanowiących continuum aryt- 
metyczne. 

(1) Weźmy pod uwagę wzór bardziej złożony 

z=VśryDB+VAYyI3S 

Że wzór ten na z posiada wogóle jakiś sens i że istnieje na pro- 
stej taki punkt P, iż A,P=z, o tym można się przekonać w następujący 
sposób. Przedewszystkim, w taki sam sposób jak poprzednio wykazuje- 
my istnienie takiego punktu P,, że jeżeli y=4,P,, wówczas y*=15 Na- 
stępnie możemy już wyznaczyć punkty, odpowiadające liczbom 44/15 
i 4— v15. A teraz weźmy pod uwagę równanie 


z,7=$+ 4/15. 
Prawa część równania nie jest wymierna, ale to samo rozumowa- 
nie, które nas skłoniło do przypuszczenia, iż na prostej istnieje punkt æ, 
dla którego 2*=2, to samo rozumowanie, powiadam, prowadzi do wnios- 
ku, że na prostej istnieje również punkt ż,, dla którego z,” =4+ 15. 
W ten sposób znajdujemy punkt P’, dla którego 


z,”AP'=V4F VIS. 
Analogicznie znajdujemy punkt P”, dla którego 
z A4P'=YV4= V15, 
kładąc zaś A,P=A,P'+4,P", mamy ostatecznie 


A,P=2 =V 4 F VIS +t 15. 


*) Zakładamy taką hipotezę, gdyż (1) wystarcza ona do potrzeb 
gieometrji, (2) daje nam doskonały obraz gieometryczny procesów ana- 
litycznych. Raz jeszcze musimy zaznaczyć, że w książce tej posługuje- 
my się językiem gieometrji li tylko w celu ilustrowania twierdzeń, 
że zatym teorji naszych nie opieramy na rozważaniach gieometrycznych, 
a to zwalnia nas od obowiązku badania podstaw gieometrji. 
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Łatwo sprawdzić, iż w danym razie 

23=3z +8. 

Moglibyśmy udowodnić bezpośrednio istnienie jednej tylko liczby z, 
czyniącej zadość równaniu ż*=33+-8. Z łatwością można przekonać się, 
iż niema dwuch takich liczb. Gdyby bowiem było 2,%=32,+8 oraz 
2, =3z;+8, wówczas odejmując te równości od siebie i dzieląc przez 
2,—2ą, Znaleźlibyśmy, że 2,?”+-224|-247-=3. Jeśli jednak z, i z, mają być 
liczbami dodatniemi, wówczas z,%>8 i z> 8, zatym 2,>2, 25 >2, 
a z? +2y2+-+227>12, co przeczy otrzymanej przez nas równości. Równie 
łatwo przekonać się, iż ani z. ani z, nie mogą być liczbami ujemnemi. 
Przypuśćmy np., iż z, jest liczbą ujemną, równą —%; wówczas s jest do- 
datnie i mamy -*—34+8=0, czyli 3—63=8/5. Stąd wynika, że 3—;*>0, 
czyli „<2. Ale w takim razie musi być 8/5>4 i przez to samo nie mo- 
że równać się liczbie 3—62, która jest mniejsza od 3. 

Tak więc istnieje conajwyżej jedna liczba z, przy której 2*— 3z=8. 
Liczba ta nie może być wymierna. Istotnie, pierwiastek wymierny ta- 
kiego równania musiałby być liczbą całkowitą, a zarazem musiałby być 
dzielnikiem liczby 8 (Przykłady II, 5); otóż łatwo sprawdzić, iż żadna 
z liczb +1, +2, +4, +8 nie jest pierwiastkiem naszego równania. 

Tak więc równanie z*=3z--8 posiada conajwyżej jeden pierwiastek, 
i ten nie może być wymierny. Wszystkie liczby wymierne x możemy 
podzielić na dwie klasy 7, U, zaliczając do pierwszej z nich te, przy któ- 
rych zachodzi nierówność x*<3x+8, do drugiej zaś te, przy których 
«3 >8«-+8. Istotnie, z łatwością można się przekonać, iż jeśli x*>3x-8 
i jeśli y jest jakąkolwiek liczbą większą od x, wówczas y*>3y--8. Jakoż 
przypuśćmy, jeśli to możliwe, iż y*-<3y+-8. W takim razie, odejmując 
od siebie dwie nierówności, mielibyśmy 


yu <3(y— x), czyli y+xcy+a?<3, 


co jest niedorzeczne, gdyż y jest dodatnie, œ zaś jest większe od 2 (po- 
nieważ «a*>8). W taki sam sposób dowiedzie czytelnik, że jeśli x*<3a +8, 
a y<x, wówczas y'< 3y+-8. 

Tak więc podzieliliśmy wszystkie liczby wymierne na dwie klasy 
T, U, zupełnie analogiczne do tych, które rozważaliśmy w $ 5. Mamy te- 
dy przekrój w dziedzinie liczb wymiernych dodatnich czyli mamy liczbę 
rzeczywistą dodatnią z, czyniącą zadość równaniu 2*=32+-8. 

Czytelnik, o ile umie rozwiązywać równania sześcienne zapomocą 
t. zw. wzoru Cardana, może z powyższego równania otrzymać bezpośred- 
nio wzór 

z NE 5+Y4— 4/13. 

(II). Rozumowanie, które stosowaliśny do równania 

u'=3r--8, dałoby się zastosować (lubo nie tak łatwo) do rów- 


nania 
dT = L-- 16 


i doprowadziłoby nas do wniosku, iż istnieje jedna tylko licz- 
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ba, czyniąca zadość temu równaniu. W tym wypadku jednak 
niepodobna otrzymać wzoru na z, złożonego z jakiejś kombi- 
nacji symbolów pierwiastkowania. Jakoż w algiebrze wyższej 
dowodzimy twierdzenia, że pierwiastki równań stopnia wyższe- 
go nad czwarty nie dają się w ogólności wyrazić za pomo- 
cą, kombinacji symbolów pierwiastkowania. 

Tak więc obok liczb niewymiernych, które mogą być wy- 
rażone za pomocą niewymierności kwadratowych lub innych 
jakichś pierwiastków wyższego stopnia, istnieją inne, nie da- 
jące się w ten sposób wyrazić. Tylko w szczególnych preypad- 
kach można wyrazić liczbę niewymierną zapomocą takich symbolów. 

(III). Ale nawet jeżeli do poprzednio rozważanych liczb 
niewymiernych dołączymy te, które są pierwiastkami równań 
stopnia wyższego nad czwarty, nie wyczerpiemy jeszcze róż- 
nych rodzajów liczb niewymiernych, zawartych w continuum. 
Wykreślmy okrąg koła promieniem 4,4,=l. Drogą zupełnie 
naturalną powstaje przypuszczenie, że okręgowi temu można 
przypisać pewną długość, którą można zmierzyć *). Długość 
takiego okręgu oznaczamy, jak wiadomo, literą x. Otóż zosta- 
ło dowiedzione (dowód ten, niestety, jest długi i trudny), że 
liczba r nie może być pierwiastkiem żadnego równania algie- 
braicznego o spółczynnikach całkowitych, tak że nie mogą 
istnieć równania kształtu 


. 
„2. 
us 


n, =n, T=R-+-fh, 


gdzie n jest liczbą całkowitą. W ten sposób określiliśmy licz- 
bę, która nie jest wymierna, ale nie należy również do tych 
typów liczb niewymiernych, które poznaliśmy w poprzednich 
przykładach. A liczba r nie jest wcale jedyną, ani nawet wy- 
jątkową. Rzecz się ma wprost przeciwnie: tylko niektóre szcze- 
gólne rodzaje liczb niewymiernych mogą być pierwiastkami 
równań algiebraicznych, a z pośród nich znów tylko niektóre 
dają się wyrazić zapomocą symbolów pierwiastkowania. 


7a. O zmiennej rzeczywistej ciągłej. Na „liczby rzeczy- 
wiste” możemy zapatrywać się z dwuch punktów widzenia: 
możemy myśleć o nich jako o pewnym zbiorze — mamy 
wówczas do czynienia z continuum arytmetycznym, albo też 


*) Dowód podamy w rozdziale VII. 
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możemy myśleć o nich jako o indywiduach. W tym dru- 
gim przypadku możemy myśleć o nich jako o pewnych licz- 
bach w zupełności oznaczonych (np. o 1,0 },0 7, 
o v2), ale możemy też mieć na myśli dowolną, nieozna- 
czoną liczbę, liczbę x. Na tym ostatnim punkcie widze- 
nia stajemy, gdy stwierdzamy np., że „z jest liczbą”, że „z 
jest miarą pewnej długości”, że „z może być wymierne lub 
niewymierne”. Owo x, które w tych zdaniach figuruje, zowie- 
my zmienną ciągłą rzeczywistą, poszczególne zaś, indywidualne 
liczby nazywamy wartościami zmiennej. 

„Zmienna” może jednak nie być ciągła. Zamiast rozwa- 
żać zbiór wszystkich liczb rzeczywistych, możemy brać pod 
uwagę tylko jakiś częściowy zbiór, zawarty w poprzednim, np. 
zbiór liczb wymiernych albo zbiór liczb całkowitych dodatnich. 
Przypuśćmy, iż rozważamy zbiór liczb całkowitych. W takim 
razie w sądach o dowolnych lub bliżej nieoznaczo- 
nych liczbach całkowitych dodatnich, np. w sądzie „n jest 
albo parzyste, albo nieparzyste”, nazywamy zmienną, miano- 
wicie zmienną dodatnią całkowitą, poszczególne zaś liczby do- 
datnie nazywamy wartościami tej zmiennej. 

W powyższych przykładach t. zw. „obszar zmienności” 
zmiennej x składa się ze wszystkich liczb rzeczywistych, obszar 
zaś zmienności zmiennej n—ze wszystkich liczb dodatnich cał- 
kowitych. Te dwa obszary zmienności są może najważniejsze, 
niemniej jednak w wielu razach musimy brać pod uwagę inne 
obszary. Naprzykład w teorji ułamków dziesiętnych możemy 
oznaczyć przez x dowolną cyfrę jakiegoś ułamka; w takim ra- 
zie x jest zmienną, ale obszar jej zmienności składa się tylko 
z dziesięciu wartości, a mianowicie: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 
Czytelnik powinien poszukać przykładów innych zmiennych 
o różnych obszarach zmienności. Ciekawe przykłady można 
znaleźć w życiu codziennym. Możemy np. myśleć o policjancie 
x, o dorożkarzu x, o gwieździe x w katalegu Herschela, o ro- 
ku z, o x-owym dniu tygodnia itp. 

8. Przekroje w dziedzinie liczb rzeczywistych. Roz- 
ważaliśmy dotąd przekroje w dziedzinie liczb wymiernych, t. j. 
sposoby dzielenia wszystkich liczb wymiernych na dwie klasy 
T i U, posiadające trzy charakterystyczne własności: 
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(l) każda liczba wymierna należy do jednej i tylko do 
jednej z dwuch klas; 

(2) obie klasy istnieją; 

(3) każda liczba klasy T jest mniejsza od każdej liczby 
klasy U. 

Rzecz jasna, że ten sposób postępowania można również 
zastosować do zbioru wszystkich liczb rzeczywistych i, jak zo- 
baczymy w dalszych rozdziałach, ma on wielkie znaczenie 
w analizie *). 

Przypuśćmy, że Pi Q są to dwie wyłączające się nawza- 
jem własności i że każda liczba rzeczywista posiada jedną 
z tych własności. Przypuśćmy dalej, że każda liczba, mająca 
własność P, jest mniejsza od każdej liczby, mającej własność 
Q. Liczby, posiadające własność P, nazwiemy klasą niższą T, 
te zaś, które posiadają własność Q, nazwiemy klasą wyższą U. 

Np. P może oznaczać własność z sy2, (, zaś własność x> y2. Na- 
leży zauważyć, że dwie własności, wystarczające do wyznaczenia prze- 
kroju w dziedzinie liczb wymiernych, mogą nie wystarczać do wyznacze- 
nia przekroju w dziedzinie liczb rzeczywistych. Takiemi np. są własno- 
ści: „æ< y2“, „x> y2“. Istotnie, każda liczba wymierna posiada jedną 
z tych dwu własności, ale nie można powiedzieć tego o liczbach rzeczy- 
wistych, gdyż 4/2 nie posiada żadnej z nich, zatym liczba ta nie zosta- 
ła objęta przez naszą klasyfikację. 

Mogą teraz zachodzić dwa przypadki **): albo w klasie T 
istnieje największa liczba l, albo w klasie U istnieje najmniej- 
sza r. Dwa te przypadki nie mogą zachodzić jednocześnie, 
gdyż liczba 4 (l-r) byłaby większa od wszystkich liczb klasy 
T i mniejsza od wszystkich liczb klasy U, czyli nie należała- 
by do żadnej z tych klas. Z drugiej strony, jeden z tych 
dwu przypadków musi zawsze zachodzić. 

Istotnie, oznaczmy przez T, U, klasy, utworzone ze 
wszystkich liczb wymiernych, należących odpowiednio do kłas 
T, U. Klasy T,, U, wyznaczają przekrój w dziedzinie liczb 
wymiernych, przyczym mogą zachodzić dwa przypadki: 


*) Roztrząsania niniejszego paragrafu są bardzo podobne do tych, 
które przeprowadziliśmy w$ 3. Te powtarzania są jednak konieczne, gdyż 
każdy czytelnik powinien doskonale owładnąć pojęciem przekroju. 

**) Przy przekrojach, o których mówiliśmy w $ 3, możliwe były 
trzy różne przypadki. 
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1) Klasa 7, może zawierać największą liczbę a. W ta- 
kim razie a jest również największą liczbą klasy 7, gdyby bo- 
wiem istniała w klasie T liczba 3 większa od a, wówczas mie- 
dzy o i $ leżałyby jakieś liczby wymierne; te liczby należały- 
by do klasy T' (jako mniejsze od $), a więc i do klasy 7,, co 
przeczy założeniu. 

2) W klasie 7, może nie być największej liczby, a w ta- 
kim razie przekrój w dziedzinie liczb wymiernych, wyznaczo- 
ny przez klasy T,, U., jest liczbą rzeczywistą a. Ta liczba a 
musi należeć albo do 7, albo do U. Jeżeli należy ona do 7, 
łatwo wykazać, jak poprzednio, że jest ona największą liczbą 
tej klasy, jeśli zaś należy do U, to w taki sam sposób można 
dowieść, że jest ona najmniejszą liczbą klasy U. 

Tak więc albo w klasie 7 istnieje największa liczba, al- 
bo w U istnieje najmniejsza, zatym każdy przekrój w dziedzi- 
nie liczb rzeczywistych „odpowiada” jakiejś oznaczonej liczbie 
rzeczywistej. Jest to bardzo ważny wniosek. Istotnie, widzie- 
liśmy, że pojęcie przekroju w dziedzinie liczb wymiernych pro- 
wadzi do nowego, ogólniejszego pojęcia liczby; można było 
oczekiwać, że jeśli wprowadzimy pojęcie przekroju w dziedzi- 
nie liczb rzeczywistych, otrzymamy z kolei liczby ogólniejsze 
od rzeczywistych. Tymczasem okazuje się, że tak nie jest i że 
zbiór wszystkich liczb rzeczywistych czyli continuum arytme- 
tyczne posiada pewnego rodzaju zupełność, której brakowało 
zbiorowi liczb wymiernych. Ten fakt wyrażamy w języku 
technicznym, mówiąc, że continuum jest zamknięte. 

Osiągnięte wyniki możemy ująć w postaci następującego 
twierdzenia: 


TWIERDZENIE DEDEKINDA. Jeżelt wszystkie liczby rzeczywiste 
| podzieliliśmy na dwie klasy T, U w taki sposób, że 

(1) każda liczba należy do jednej z tych dwu klas, 

(2) każda klasa zawiera conajmniej jedną liczbę, 

(8) każda liczba klasy T jest mniejsza od każdej liczby kla- 
sy U, wówczas istnieje jedna liczba a, posiadająca tę własność, że 
wszystkie mniejsze od niej liczby należą do klasy T, wszystkie zaś 
większe od niej—do klasy U. Samą liczbę a możemy dowolnie za- 
liczyć do jednej lub do drugiej klasy. 


W wielu zagadnieniach wypada rozważać przekroje nie w dziedzi- 
nie wszystkich liczb, lecz jedynie w pewnym przedziale (8,7), t.j. 
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wypada rozważać przekroje w dziedzinie takich liczb œ, że Ea Ly. 
Rzecz jasna, że te przekroje posiadają wszystkie trzy powyższe własno- 
ści i dają się zamienić w przekroje, dokonane w dziedzinie wszyst- 
kich liczb, jeżeli do T dołączymy wszystkie liczby mniejsze od 8, do U 
zaś wszystkie liczby większe od y. Rzecz jasna również, że twierdzenie 
Dedekinda pozostaje słusznym, jeżeli zamiast „wszystkie liczby rzeczy- 
wiste* powiemy: „wszystkie liczby rzeczywiste, zawarte w przedziale 
(B. y)“, i że liczba a czyni w tym przypadku zadość nierównościom 
Pza=y. 

8a. O punktach skupienia. Układ, złożony z liczb rze- 
czywistych, określonych w taki lub inny sposób, jak również 
układ odpowiadających im punktów na prostej nazywamy zbio- 
rem albo mnogością liczb (względnie: punktów). Mówimy te- 
dy o mnogości liczb całkowitych dodatnich, o mnogości liczb 
wymiernych, o mnogości liczb rzeczywistych, zawartych w pe- 
wnym przedziale, itp. 

W celu uproszczenia wykładu, użyjmy języka gieometrji. 
Przypuśćmy, że mamy daną na prostej mnogość punktów S. 
Weźmy dowolny punkt ¢ na tej prostej, który może należeć 
lub nie należeć do ©. Możliwe są dwa przypadki: (I) albo 
można znaleźć taką liczbę dodatnią 8, że w przedziale (4—28, 
£--8) nie zawiera się żaden punkt mnogości S z wyjątkiem tyl- 
ko punktu t; (Il) albo też liczby takiej znaleźć nie można. 

Przypuśćmy np., że S jest mnogością wszystkich punktów, odpo- 
wiadających liczbom całkowitym. Jeżeli 4 również odpowiada liczbie 
całkowitej, wówczas wystarczy obrać 8<1, a będziemy mieli przypadek (1). 
Jeżeli ¢ leży dokładnie po środku między dwoma punktami, odpowia- 
dającemi liczbom całkowitym, możemy obrać $<4. Natomiast jeżeli S 
jest mnogością wszystkich punktów wymiernych, wówczas, jakikolwiek 
byłby punkt ©, zawsze zachodzić musi przypadek (Il), gdyż w każdym 
przedziale możemy znaleźć dowolną ilość punktów wymiernych. 

Przypuśćmy, że zachodzi przypadek (Il). W takim razie 
w każdym dowolnie małym przedziale (6—8, £+-0) zawiera się 
conajmniej jeden punkt $,, różny od t i należący do mnogości 
S; ma to miejsce zawsze, niezależńie od tego, czy t należy 
czy nie należy do S. W takim wypadku powiadamy, że £ jest 
punktem skupienia mnogości ©. Łatwo dostrzec, że przedział 
(C—60, (-—8) musi zawierać nie jeden, lecz nieskończenie wiele 
punktów mnogości S. W rzeczy samej, skoro wyznaczyliśmy 
punkt 6,, możemy obrać mniejszy od poprzedniego przedział 


Wykład czystej matem. 2a. 


www.rcin.org.pl 


— 32b — 


(1—0,, (+8,), nie sięgający do punktu 6,; w tym przedziale 
musi istnieć punkt 6,, różny od £ i należący do mnogości S. 
Postępując dalej w ten sposób, możemy wyznaczyć dowolną 
ilość punktów 


> > p 
17 521 Sgen 


które wszystkie leżą w przedziale (t— ô, $+8) i należą do mno- 
gości S. 

Punkt skupienia może należeć do mnogości S$, może jed- 
nak również nie należeć do niej. x 


Przykłady IVb. 1. Jeżeli S składa się z punktów, odpowiadają- 
cych liczbom całkowitym, wówczas S nie posiada punktu skupienia. 


2. Jeżeli § składa się z wszystkich punktów, odpowiadających 
liczbom wymiernym, wówczas każdy punkt mnogości jest punktem sku- 
pienia, a nawei każdy punkt na prostej L jest punktem skupienia. 


3. Jeżeli S składa się z punktów 1, 4, */..., wówezas istnieje je- 
den tylko punkt skupienia, mianowicie punkt zerowy. 


4. Jeżeli $ składa się z wszystkich punktów dodatnich wymier- 
nych, wówczas punktami skupienia są: punkt zerowy i wszystkie punkty 
dodatnie na prostej. 


8b. Twierdzenie Weierstrassa. Ogólna teorja mnogości 
punktowych ma niezmierną doniosłość w różnych zagadnieniach 
matematyki wyższej, nie możemy jednak zajmować się nią te- 
raz. Dowiedziemy jednego tylko twierdzenia tej teorji, które 
z łatwością wysnuć można z twierdzenia Dedekinda, a które 
w dalszym wykładzie będzie nam nieraz potrzebne. 


TWIERDZENIE. Jeżeli mnogość S, złożona z nieskończenie wte- 
lu punktów, zawiera stę cala w przedziale fa, B), wówczas prey- 
najmniej jeden punkt tego przedziału jest punktem skupienia mno- 
gości S. 


Podzielmy wszystkie punkty prostej Z na dwie klasy, 
a to w następujący sposób: punkt P zaliczymy do klasy T, je- 
żeli nieskończenie wiele punktów mnogości § leży wprawo od 
P, w przeciwnym zaś razie zaliczymy ten punkt do klasy wyż- 
szej U. Rzecz jasna, że podział ten czyni zadość warunkom 
(Œ) i (II) twierdzenia Dedekinda, ponieważ zaś a należy do 7, 
a B do U, zatym i warunkowi (IM) uczyniliśmy zadość. 

Istnieje tedy taki punkt £, że przy dowolnie małym 8 
punkt £—0 należy do T, a £—68 należy do U, że zatym prze- 
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dział (¢—ô, ¢-+ô) zawiera nieskończenie wiele punktów mno- 
gości ©. Tak więc t jest punktem skupienia mnogości S. 


Oczywista rzecz, że ¢ może w pewnych szczególnych przypadkach 
zlewać się z a albo z 8; np. jeżeli S składa się z punktów 1, '/, '/,... 
i jeżeli a=0, B=1, wówczas $=a=0. 


ZADANIA DO ROZDZIAŁU I. 


1. Przy jakich warunkach zachodzi równanie ax--by-cz=0, jeżeli 
(1) bierzemy pod uwagę wszelkie możliwe wartości zmiennych a, y, z, je- 
żeli (II) uwzględniamy tylko wartości na z, y, z, czyniące zadość związkowi 
ax +By+yz=0; jeżeli (HI) uwzględniamy tylko te wartości na z, y, z, któ- 
re czynią zadość jednocześnie związkom ax+-By+qrz=0 i Ax+ By+ Cz==0% 

2. Każdą liczbę wymierną dodatnią można przedstawić jednym 
i tylko jednym sposobem pod postacią 

dx dą Ak 
t ih T a E r 


gdzie a, &z, a,..a, Są liczbami całkowitemi, przyczym 


054, 0Zę<2 0Z04<3,..0Ga,<k. 
NNaprzykład 7 — 1280 _71611+8 _ 8 620848 
SAO PAMI PD W-c W WSZW 
3 3 53848 3 3 3 41341 
a m dk cy im mamona wia dja wk za gy OB 
I o a 16m Ji 
3 3 l 1 0 
AEL L N 


A AE A a 
Rzecz jasna, iż k może conajwyżej równać się największemu czyn- 
nikowi pierwszemu mianownika danej liezby]. 


3. Każdą liczbę dodatnią wymierną można przedstawić jednym 
i tylko jednym sposobem w postaci ułamku ciągłego 


Q4+ 1 
+1 
A=: a] 
Gyt «+. E— ; 
dn 


gdzie a,, a;...a, są liczbami całkowitemi dodatniemi, przyczym tylko a, 
może równać się zeru. 

4. Znaleźć pierwiastki wymierne (o ile takowe istnieją) równania 
dy! —62*+ 150 — 10=0. 

[Podstawić 3r=y i zastosować metodę Przykł. II, 7.] 
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5. Punkt © wyznacza na odcinku AB podział złoty (czyli 
AB. AC=BC9); dowieść, iż stosunek AC/AB jest niewymierny. 


6. Niech będzie A liczba niewymierna, a, b, c, d liczby wymierne. 
A+b 
W jakim wypadku gz może być liczbą wymierną? 
cA+d 
7. Kilka elementarnych nierówności. Niech a, az... oznacza- 
ją dowolne liczby dodatnie (lub zero), a p, q.. niech oznaczają liczby 


całkowite dodatnie. Ponieważ a,?—a;? oraz a,*—a,7 są tego samego zna- 
ku, zatym (a,?—a7)(a,3— a°) 20 


czyli a? +? t=>a,7ast+alg . . . . . . . . (1) 


co można również napisać w postaci 


aP tI Hap! (z Dag era w 
-) — 9 my 


Stosując ten wzór kilkakrotnie, otrzymujemy 


rT didida Y dad iiia a cj 3) ay” sj 5 
2 ś WŚ uż r l 2 ŁA 
a w szczególności 
P? 
a,? +a? a, +t 
apaa w) 
2 2 


Jeżeli we wzorze (1) uczynimy p=q=l, albo też we wzorze (4) uczynimy 
p=2, otrzymamy nierówność a? +a: ==2a,a;, wyrażającą znane twierdze- 
nie, że średnia arytmetyczna dwuch liczb dodatnich jest nie mniejsza od 
ich średniej gieometrycznej. 

8. Uogólnienie poprzednich wzorów. Jeżeli napiszemy żn(n— 1) 
nierówności typu (1), utworzonych z liczb a, a,...,a,, i dodamy je, 
otrzymamy 

nża"tozBard ... . . .-. . . (8) 


Darre Va? Lal 
czyli REDZIE? a W „0, eo) 


n n n 


Czytelnik sam z łatwością otrzyma uogólnienie wzoru (3), a w szcze- 
gólności nierówność 


Ea” La 
a » 


n n 


9. Ogólna postać twierdzenia o średniej arytmetycznej i śred- 
niej gieometrycznej. Trochę odmienną od poprzedniej nierówności jest 
ta, która formułuje znany fakt, że średnia arytmetyczna liczb a, Qa, ..., An 
jest nie mniejsza od ich średniej gieometrycznej. Przypuśćmy, że a, i a; 
są odpowiednio największą i najmniejszą z pośród liczb a (jeżeli mamy 
kilka najmniejszych lub największych liczb a, wybieramy którąkolwiek 
z nich); niech G będzie średnią gieometryczną tych dwu liczb. Gdyby 
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było G=0, twierdzenie byłoby oczywiste; możemy tedy założyć G>0. 
Zastąpmy teraz a, i a, przez 
Arg 


a=G, ate. 
G 


Wartość średniej gieometrycznej nie ulegnie zmianie, a ponieważ 


_la,= G) (a. (r) 0, 


a, +2,—a+—Qy Ę 
G 
niewątpliwie więc nie powiększyliśmy średniej arytmetycznej. 

Rzecz jasna, że możemy to postępowanie powtarzać dopóty, dopó- 
ki wszystkich liczb a,, aą,... a, nie zastąpimy przez G; w tym celu co- 
najwyżej n razy wypadnie je powtórzyć. Ostateczna wartość średniej 
arytmetycznej będzie G, zatym pierwotna jej wartość nie mogła być 
mniejsza od G. 

10. Nierówność Schwarza. Przypuśćmy, że mamy dwa dowolne 
zbiory liczb dodatnich lub ujemnych a, dy, ...a, OrAZ bi, bz,.. bn. Łatwo 
sprawdzić nierówność 

(Sarb, =Xa,?Xa,*— E(a,b,— a,b,)*?, 
w której r, s przybierają wartości 1, 2,..n. Wynika stąd, że 
(Ża,b,)? = Lar db, 
Nierówność ta nosi zwykle nazwę nierówności Schwarza. 


11. Jeżeli a, aą,...a, są dodatnie i s„=a, +a, +.. tün, WÓWCZAS 


2 n 
Sn 8n" 


(1 +a, (l +a). (1 +an) = l+ Snt +... Ę—, 


(Mathem. Tripos. 1909). 


12. Jeżeli mamy dwa zbiory liczb dodatnich a,, &z,.. an Oraz 
bi, ba, ...,bn, uporządkowanych według wielkości, wówczas 


(m Paz... Fan)(©, Hbo +.. +ón) S n(ayby Habo +... +H anban) 


13. Jeżeli mamy dwa zbiory liczb a, b, c,..k oraz A, B, C.. K, 
przyczym pierwszy zbiór składa się wyłącznie z liczb dodatnich, wów- 
czas 

aA +bB+..+kK 
a+b+, +k 
zawiera się pomiędzy algiebraicznie największą i najmniejszą z liczb 
A BP K: 

14. Jeżeli Vp, vą Są niewymiernościami do siebie niepodobnemi 
i jeżeli a--bypteyq+dy(pq)=0, gdzie a, b, c, d są liczby wymierne, 
wówczas musi być a=0, b=0, c=0, d=0. 

[Wyrazić vp w postaci M+Nyq, gdzie Mi N są liczbami wymier- 
nemi, i zastosować twierdzenie $ 4-go.] 

15. Wykazać, iż, jeśli ay/2+by/3+cy/5=0, gdzie a, b, e są liczba- 
mi wymiernemi, wówczas musi być a=0, b=0, c=0. 
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16. Jeżeli m, n są liczbami eałkowitemi, A zaś jest dowolną liczbą 
wymierną, wówczas wielomian ZA(y/p)"(Vq)”, czyli suma skończonej 
liczby wyrazów kształtu A(yp)"*(Vq)" da się przedstawić w postaci 


a+byp+ cyq +dy/pq 
gdzie a, b, c, d są liczbami wymiernemi. 


17. Jeżeli a, b, c, d, e, f są liczbami wymiernemi, wówczas 


atbyptrcy 
PPYTYTEME daje się przedstawić w postaci 
d+revp+fvq 


4+ Byp+ Cvt Dypq, 


gdzie 4, B, C, D są liczbami wymiernemi. 
[Oczywista rzecz, iż 


atbyptrevq _ (arbyptewg(drevp-fvq) _ e+êÊvp+rva+?vpy 
dreyp+fVq (d+evp)"—f"q s+ówą 
gdzie a, B.. są to liczby wymierne, łatwe do wyznaczenia. Pozostaje 
pomnożyć licznik i mianownik przez :—tyfp.] 
Np. dowieść, iż 
lI+y2+y3 2 o 4 
18. Jeżeli a, b, x, y są liczbami wymiernemi, przyczym 
(ay —bx)+4a—x)(b—-y)=0, 
wówczas albo (l) s=a, y=b, albo też (JI) 1—ab oraz l—xy są kwadrata- 
mi liczb wymiernych. 
(Mathem. Tripos. 1908), 


[Kładąc a—r=<4, b—y=4, mamy 
aty? +b +(4 —Zab)zn =D. 
Wyznaczając z tego równania stosunek (wymierny) 6/4, widzimy, 
iż zależy on od liczby 
V(C-ab'-ab=2v 1-ab, 
zatym albo 6G=n=0, albo też l—ab musi być kwadratem liczby wy- 
miernej. 
Ale to samo równanie można napisać w postaci 
aż? y%*+(4 — Zry)żny=0, 
skąd wynika odpowiedni wniosek, dotyczący V1— zy. 


19. Jeżeli są wymierne wszystkie wartości « i y, dane przez rów- 
nania 
aa?+-Zhrytby'=1, a'1*+2h'rytb'y*=1 


(gdzie «, b, h, a, b’, h' są liczbami wymiernemi), wówczas 
(k-h)?— (a—a') (b—b') oraz (ab'—a'b)?--4(ah' — a'h) (bh' —b'h) 


muszą być kwadratami liczb wymiernych. 
(Mathkem. Tripos. 1509.) 


www.rcin.org.pl 


20. Wykazać, iż 2 i 3 są funkcjami sześciennemi liczby /2+ 4/3 
o spółczynnikach wymiernych, i że /2— /6+3 jest stosunkiem dwuch 
funkeji linjowych liczby y/2+ 4x3. 
(Mathem. Tripos. 1905). 
21. Wyrażenie 


Vat2mva— m + Va—2m va- m 
równa się 2m, jeżeli 2m? >a >m’, 
albo też równa się 
2ya—m*, 

jeżeli a> 2m*. 

22. Każdy wielomian, utworzony z liczby +/2 i mający spółczyn- 
niki wymierne, daje się wyrazić w postaci 

atb 2 eyt, 

gdzie a, b, c są liczbami wymiernemi. 

Albo ogólniej: każdy wielomian, utworzony z xp i mający spół- 
czynniki wymierne, daje się przedstawić w postaci 


a%, Hart ac? F n="F dm ję 1, 


gdzie c=4/p, liczby zaś a, 0, Q. am- Są wymierne. 
[Każdy taki wielomian można napisać w postaci 
p P 


byt byc > btt.. tbr", 


gdzie bo, b,...b, są liczbami wymiernemi. Jeżeli k<<m—1, zadanie jest 
rozwiązane: przypuśćmy więc, iż k>m—l. i niech x” będzie jakąś potęgą 
x wyższą od potęgi (m—1)-szej. W takim razie r=lm+-s, gdzie A jest 
liczbą całkowitą, a 0=s8m—l, czyli g=ghmts=phgs, Możemy tedy 
usunąć wszystkie potęgi x wyższe od (m—1)-szej.] 

23. Wyrazić (5/2—1)5 w postaci a+b;/2+c64/4, gdzie a, b, c 8a 
liczby wymierne. 

23a. Wyrazić w takiej samej postaci liczbę (S/2—1)/(4/2+1). 

24. Jeżeli arb+/2+c;/4=0, 
gdzie a, b, c są wymierne, wówczas a=b=c—0. 

[Niech będzie y=(/2; wówczas 

-© cy? +-by+a=0, 

mamy tedy ay? + 2cy +2b=0. 

Mnożąc te dwa równania odpowiednio przez a ic i odejmując, 
otrzymujemy 

y=— (a*— 2bc)/(ab — 2c2), 

co jest niedorzecznością, gdyż y nie jest liczbą wymierną. Pozostaje te- 
dy tylko przypuszczenie, iż a? —2bc=0, ab— 2c*=0. 

Mamy więc ab=2c?, a*=4btc*. Jeżeli ab=E0, dzielimy drugie równa- 
nie przez pierwsze i otrzymujemy a*=2b*, co znowu prowadzi do niedo- 
rzeczności, gdyż 4/2 nie może się równać liczbie wymiernej a/b. Musi 
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więc być ab=0, c=0, a po uwzględnieniu pierwotnego równania, mamy 
a=b=c=0. 
Wynika stąd, iż gdy 
a+by/+cy/=drev/2+f]/4. 
wówczas a=d, b=e, c=f. 
Można dowieść twierdzenia ogólniejszego: jeżeli p nie jest m-tą po- 
tęgą liczby wymiernej i jeżeli przy ag, 0... Qm_, WyMiernych, mamy 


ay tra, p ma, pmt -Hama pim, 


wówczas musi być ao=4; ==.. &m-ı=0. Dowód zresztą jest w tym przy- 
padku trudniejszy]. 

25. Jeżeli A+¿\/B=C+%/D, wówczas albo A=0, B=D, albo też 
Bi D są sześcianami liczb wymiernych. 

[Zakładamy A=C+e, podnosimy do sześcianu i stosujemy zada- 
nie 20.] 

26. Jeżeli V/A +H B+y/ C=0, wówczas albo jedna z liczb 4, B, C 
równa się zeru, dwie zaś drugie mają znaki przeciwne i wartości bez- 
względne równe, albo też N/A, VB, 4/C są wymiernemi wielokrotnościa- 
mi tej samej liczby niewymiernej v/X. 

27. Wyznaczyć dwie liczby wymierne a, 8 tak, by 


y 1+5yŻ=a tByŻż. 


28. Jeżeli (a—b*)b>0, wówczas 


3 / f 3 7 
/ 9% a, /a=—b* Ob+ a a=b? 
Veta V a * Vstm V 3% 
jest liczbą wymierną. 
[Liczby, znajdujące się pod znakiem pierwiastka sześciennego, da- 
Jduj 5 
ją się przedstawić w postaci 


fasa [070V 
UV mi 
gdzie a, 8 są liczbami wymiernemi.] 
29. Jeżeli a=4/4, wówczas wielomian utworzony Z a jest pier- 


wiastkiem równania stopnia n o spółczynnikach wymiernych. 
[Wielomian, o którym mowa, a który oznaczymy przez x, ma kształt 


r= ma... rat" T”, 


gdzie 2, , m,,... są liczbami wymiernemi (porów. Zadanie 22). 
Tak samo musi być 


= 
= ma H tHra "Y 


zt 
mhln Mina +... ra". 


www.rcin.org.pl 


— 32i — 


Stąd wynika, iż 
LyżF Latt.. tHL" =i, 
gdzie 


li Mig sio Fy 


ly Mą -- Tą 
= 


ln Min Fn 


a Lı, Ią.. są minorami, odpowiadającemi elementom pierwszej kolumny.] 


30. Zastosować powyższą metodę do przypadku x=p+ /ą. [Otrzy- 
mujemy 
w? —Zpr-+(p*—q)=0.] 


30a. Na mocy poprzedniego zadania dowieść, iż jeżeli p+ Vq=r+ vs, 
wówczas albo p=r, q=s, albo też q, s są kwadratami liczb wymiernych. 
[Łatwo dostrzec, że jeśli p+ vą nie jest liczbą wymierną, musi być 
w —2pr-+(p*—q) = z*—2ra+(r*—8).] 
31. Wykazać, iż y=a+bv/p+e$/p* czyni zadość równaniu 
y'— 3ay? + 3y(a?— bcp)— a? —b*p— e*p? + 3abcp =0. 


32. Liczby algiebraiczne. Widzieliśmy, że niektóre liczby nie- 
wymierne (np. y2) mogą być pierwiastkami równania kształtu 


agz" +a;a""" +... + Gy 0, 


gdzie ag, a,, az... a, Są liczbami całkowitemi. Ten rodzaj liczb niewy- 
miernych nazywamy liczbami algiebraicznemi, wszystkie zaś inne niewy- 
mierne liczby (do których należy np. r) nazywamy przestępnemi. Dowieść, 
że jeśli x jest liczbą algiebraiczną, wówczas algiebraiczne są również 
liczby kæ oraz s™”, gdzie k jest dowolną liczbą wymierną, m zaś i n są 
to liczby całkowite. 


33. Jeżeli x, y są liczbami algiebraicznemi, wówczas algiebraiczne 
są również liczby x+y, c—y, xy oraz z/y. 
[Istotnie, mamy równania 


Gyz" +a,2"7! Fu. Ham FO 
boy” + biy" ta Fbn >0 


gdzie ay, a,.. OTAZ by, by... są liczbami całkowitemi. Kładąc 1 -y=z, mo- 
żemy wyrugować zmienną œ z tych dwuch równań, przez co otrzymamy 


Coz? + c,z77*+-..-+6p=0, 
czyli równanie takiego samego typu, jak poprzednie.) 
34. Jeżeli aow" ae" "' + „+2, =0, 


gdzie w, a,, «a, Są dowolnemi liczbami algiebraicznemi, wówczas x musi 
być liczbą algiebraiczną. 
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[Mamy n+1 równań kształtu 


me ay nt a =0, 
Or r Irr Mar 


(r=0, 1, 2...,n), przyczym wszystkie spółczynniki o,r, ,,,.. Są liczba- 
mi całkowitemi. Pozostaje wyrugować z nich a, m,..a„ przy pomocy 
pierwotnego równania.] 


35. Zastosować ten sposób postępowania do równania 
a —Zcry/2+y/3=0. 
(Odpowiedź: 1*— 167" +38r*—4807+0=0,] 


36. Ułożyć równania o spółczynnikach wymiernych, którym czy- 
niłyby zadość liczby: 


— h V3+y2 TG (BZ 

Vt v35, l+yZ+yB, a weg, V 2+y2+ v2- y2 
vV3=v2 

/2+ 4/2 

w V3+ v2+ % v3- v 2, Y/2+4Y/3, 1-3 2+Y3, Z 


y3 = 
37. Jeżeli r*=r+1, wówczas x**=a,r tb, tenx, gdzie 


Ay; Fantbn, bjj Fantdbu tn, € = bn t tn: 


"tl 
38. Jeżeli xf +gř—2st—x’+x’+1=0 oraz y=a'—ax*+a—1, WÓWCZAS 
y czyni zadość równaniu kwadratowemu o spółczynnikach wymiernych. 
(Mathem. Tripos. 1903). 
[Odpowiedź: y*+y+1=0.] 
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ROZDZIAŁ II. 
O FUNKCJACH ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ. 


9. O pojęciu funkcji. Przypuśćmy, iż x i y są to dwie 
zmienne rzeczywiste ciągłe. Możemy przedstawić je gieome- 
trycznie, odmierzając na prostych Z, M odpowiednie odcinki 
A,P=ax, B,Q=y, poczynając od stałych punktów 4,, Bọ. Przy- 
puśćmy dalej, że położenia punktów P, Q nie są od siebie nie- 


Ao P 


8, y Q 


R Vs, 5. 


zależne, że przeciwnie istnieje między niemi pewien związek. 
Możemy wyobrazić sobie, iż związek ten został wyrażony w po- 
staci jakiegoś wzoru, zawierającego dwie zmienne: z i y. W ta- 
kim razie, o ile znamy P i z, znamy również Q i y. Możemy 
np. przypuścić, iż związek ten dany jest w postaci równania 
y=x, albo y=2x, albo y="/,2, y=a?-+-1 itp. We wszystkich 
tego rodzaju przypadkach wartość zmiennej z wyznacza odpo- 
wiednią wartość zmiennej y. Równie dobrze moglibyśmy za- 
łożyć, że związek pomiędzy z i y dany jest nie w postaci 
wzoru algiebraicznego, lecz za pomocą konstrukcji gieome- 
trycznej, która pozwala na wyznaczenie punktu Q, skoro tyl- 
ko punkt P jest znany. 

Powiadamy w takich wypadkach, iż zmienna y jest funk- 
cją zmiennej x. Pojęcie zależności funkcjonalnej jednej zmien- 
nej od innej jakiejś zmiennej jest może najważniejszym poję- 
ciem w całej matematyce wyższej. W niniejszym rozdziale 
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zilustrujemy pojęcie funkcji mnóstwem przykładów, aby czy- 
telnik mógł przekonać się, czy istotnie dokładnie zrozumiał to 
ważne pojęcie. 

Zanim jednak przejdziemy do zilustrowania pojęcia funk- 
cji, musimy zaznaczyć, iż w powyższych prostych przykładach 
zależności funkcjonalnej można dostrzec trzy cechy, które w ca- 
le nie są cechami charakterystycznemi ogólne- 
go pojęcia funkcji, a mianowicie: 

(1) w powyższych przykładach zmienna y była w zupeł- 
ności wyznaczona dla każdej wartości zmiennej x; 

(2) każdej wartości zmiennej x odpowiadała jedna ż tylko 
jedna wartość na y; 

(3) związek między z a y był wyrażony zapomocą wżoru 
analitycznego. 

Otóż śród najważniejszych funkcji istnieje mnóstwo ta- 
kich, które posiadają wymienione cechy, ale z dalszych przy- 
kładów przekonamy się, iż nie są to cechy istotne funkcji. Na- 
tomiast naprawdę istotnym w pojęciu funkcji jest to, że mię- 
dzy x i y zachodzi pewien związek, na mocy którego przynaj- 
mniej niektórym wartościom na z odpowiadają oznaczone war- 
tości na y. 

Przykłady VII. 1. Niech będzie y—0. jakąkolwiek wartość nadamy 
zmiennej c. Mamy prawo uważać y za funkcję zmiennej a, gdyż jaką- 
kolwiek wartość radamy tej zmiennej, zawsze wartość na y jest nam 
znana (a mianowicie =0). W przykładzie tym na mocy związku funkcyj- 
nego wszystkim wartościom zmiennej æ odpowiada ta sama wartość na y. 
Oczywiście postać rzeczy nie zmieniłaby się, gdyby w tych samych wa- 
runkach y stale równało się 1, albo $, albo 4/2 itp. Tego rodzaju funkcję 
zmiennej x nazywamy stałą. 

2. Niech będzie y?=sx. Jeżeli x jest liczbą dodatnią, wówczas każ- 
dej wartości na 2 odpowiadają dwie wartości na y, mianowicie + vys. de- 
żeli «=0, wówczas y=0. Szczególnej więc wartości x=0 odpowiada tyl- 
ko jedna wartość na y. Jeżeli zaś œ jest liczbą ujemną, wówczas niema 
żadnej wartości na y, któraby czyniła zadość temu równaniu. Innemi sło- 
wy: funkcja y mie jest wcale wyznaczona dla ujemnych wartości zmiennej u. 

Jak widzimy, funkcja ta posiada cechę (3), lecz nie posiada cech 
(1) i (2). 

3. Weźmy pod uwagę oznaczoną objętość gazu przy stałej tempe- 
raturze, zamkniętą w cylindrze z ruchomym tłokiem *). 


*) Ten pouczający przykład zapożyczyłem z książki: H. S. Cars- 
law Introduction to the Calculus. 
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Oznaczmy przez A pole poprzecznego przekroju tłoka, przez W 
ciężar tłoka. Gaz, ściśnięty przez tłok, wywiera na jednostkę pola tło- 
ka ciśnienie pọ, które równoważy jego ciężar W, tak iż mamy 


W= Ap. 


Niech będzie v, objętość gazu w chwili, gdy ten układ jest w rów- 
nowadze. Jeżeli na tłok położymy jakiś dodatkowy ciężar, tłok opuści 
się, objętość (v) gazu zmniejszy się, natomiast ciśnienie (p) gazu na jed- 
nostkę pola tłoka wzrośnie. Prawo doświadczalne Boyłe'a powiada, iż 
iloczyn p przez v jest, mniej więcej, stały. Gdyby to prawo było ścisłe, 
wówczas zależność między ciśnieniem a objętością gazu wyrażałaby się 
wzorem 

JM=Ga 6 6 © 6 6 6 6 6 6-6 o (ALI 
gdzie a jest liczbą, którą doświadczalnie możnaby w przybliżeniu wy- 
znaczyć. 

Prawo Boyle'a jednak daje mniej więcej wierny opis faktów tylko 
wówczas, gdy ciśnienie nie jest wielkie. Przy zmniejszaniu się v nasta- 
je chwila, kiedy wzór (1) daje wartości na p, zupełnie niezgodne z rze- 
czywistością. Wiadomo, że w takich razach o wiele lepsze przybliżenie 
można otrzymać, posługując się t. zw. „prawem van der Waalsa* czyli 
wzorem 


a 


PT Paaa a a Ele (EU) 


gdzie «, Ē, y są to liczby, które doświadczalnie można w przybliżeniu 
wyznaczyć. 

Oczywista rzecz, że powyższe dwa równania, nawet razem wzięte, 
nie dają nam zupełnego obrazu związku pomiędzy p i v. Nie ulega wąt- 
pliwości, iż ten związek jest w rzecywistości o wiele bardziej złożony 
i że, gdy v się zmienia, forma tego związku zmienia się również, prze- 
chodząc od kształtu podobnego do wzoru (1) do kształtu podobnego do 
wzoru (2). 2 punktu widzenia matematycznego mamy zupełne prawo 
wyobrazić sobie idealny stan rzeczy, przy którym istniałaby taka obję- 
tość V, iż dla wszystkich wartości v, mniejszych od V, byłby słuszny 
wzór (2), dla wszystkich zaś wartości v, większych od V, byłby słuszny 
wzór (1) W takim razie moglibyśmy uważać, iż równania (1) i (2) ra- 
zem wzięte wyznaczają p jako pewną funkcję zmiennej v. 

Mamy tu przykład funkcji, która dla jednych wartości zmiennej v jest 
wyznaczona zapomocą jednego wzoru, dla innych zaś wartości v—zapomocą in- 
nego wzoru. 

Funkcja ta posiada cechę (2), gdyż każdej wartości v odpowiada 
jedna tylko wartość p. Natomiast nie posiada ona cechy (l), gdyż funk- 
cja p nie jest wyznaczona dla wartości ujemnych zmiennej v; istotnie, 
ujemna objętość nie ma dla nas sensu i stąd ujemnych wartości na v nie 
bierzemy wcale pod uwagę. 

4. Przypuśćmy, iż z wysokości łgr? kula idealnie sprężysta spada 
(nie wirując) na stałą płaszczyznę poziomą i odbija się od niej. 
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Wiadomo z elementarnej mechaniki, że jeśli k oznacza odległość 
(w czasie t) kuli od położenia początkowego, wówczas 


h=! agt", 


o ile 0=zt=r, 
h="g(2t—t)”, 
o ile rzt=3, 


i wogóle h="/+g(2m" — t)’, 
o ile (2n—1)r £t <(2n+-1)c. 

W przykładzie tym h jest funkcją czasu t, oznaczoną tylko dla 
wartości dodatnich zmiennej t. 

Czytelnik powinien poszukać w zagadnieniach fizycznych innych 
przykładów funkcji. 

5. Przypuśćmy, iż przez y oznaczyliśmy największy czynnik pierw- 
szy liczby ©. Mamy tu przykład funkcji, wyznaczonej tylko dla szczegól- 
nych wartości zmiennej x, mianowicie dla wartości całkowitych. „Naj- 
większy czynnik pierwszy liczby 4, albo y2, albo liczby r“ nie wogóle 
nie znaczy. Tak więc funkcja nasza nie posiada cechy (1); posiada ona 
cechę (2), ale nie posiada cechy (3), gdyż związku między y a « nie 
umiemy wyrazić wzorem analitycznym. 

6. Przez y oznaczmy mianownik liczby «, gdy liczba ta została przed- 
stawiona w postaci ułamka nieskracalnegoo Mamy tu przykład funkcji, wy- 
znaczonej tylko dla wartości wymiernych zmiennej œx. Np. y=7, jeśli 
g=—u/,, ale przy u=y2, y nie jest wcale wyznaczone, gdyż „miano- 
wnik liczby 2% niema żadnego sensu. 

7. Przez y oznaczmy wyrażony w calach wzrost policjanta x w mie- 
ście A, dnia 8 sierpnia 1907 r. o godzinie 5.30 po południu. W tym przy- 
kładzie y jest funkcją zmiennej x, wyznaczoną tylko dla niektórych war- 
tości całkowitych x, mianowicie dla x=1, 2, 3... N, gdzie N oznacza licz- 
bę policjantów w mieście A w takiej a takiej chwili. 

10. Wykreślne przedstawienie funkcji. Gieometrja ana- 
lityczna dwuwymiarowa. Przypuśćmy, iż zmienna y jest funk- 
cją zmiennej x. Wobec istnienia związku funkcjonalnego mię- 
dzy z i y, moglibyśmy, wogóle biorąc, uważać równie dobrze 
x za funkcję zmiennej y, ale na razie będziemy się trzymali 
pierwszego punktu widzenia. Nazwiemy œ zmienną miezależną, 
y zaś zmienną zależną. Jeśli rodzaj zależności funkcjonalnej 
nie jest bliżej określony, wyrażamy tę zależność ogólną formą 
równania 

y=f(x). 

Zamiast symbolu f(x) będziemy nieraz pisali F(x), (£), 
p(x) i t. p. 

W wielu wypadkach można z łatwością zilustrować isto- 
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tę poszczególnych funkcji w następujący sposób: kreślimy dwie 
prostopadłe do siebie proste OX, OY i, obrawszy dowolną jed- 
nostkę miary, odkładamy na tych prostych, poczynając od punk- 
tu O, odcinki, których długości odpowiadają wartościom x i y. 
Oczywista rzecz, iż musimy przy tym uwzgłędniać znaki tych 
liczb, t. j. musimy na prostych OX, OF obrać zwroty dodatnie, 
które zazwyczaj oznaczamy strzałkami (porów. rys. 6). 

Niech będzie a wartość zmiennej z, przy której zmienna 
y posiada jedną tylko, w zupełności wyznaczoną wartość b. 
Odłóżmy odcinki OA=a, OB=b i zbudujmy na nich prostokąt 
OAPB. Wyznaczenie na rysunku punktu P możemy uważać 
za równoznaczne ze wskazaniem, iż wartości z=a odpowiada 
wartość y=b. 


Rys. 6. 


Gdyby wartość w=a odpowiadała kilku naraz wartościom y 
(np. b, b', b"...), wówczas zamiast jednego punktu P mielibyś- 
my kilka punktów P, P’, P".. 

Punkt P nazwiemy punktem (a, b); a i b nazwiemy spół- 
rzędnemi punktu P w odmiesieniu do ost OX, OY, przyczym a 
będziemy nazywali odciętą, b zaś rzędną punktu P. Proste OX, 
OY nazywamy osżami spółrzędnych, a mianowicie OX nazywa 
się osią odciętych albo osią x-ów, OY zaś osią rzędnych albo osią 
y-ów. Punkt O nazywamy początkiem spółrzędnych albo krótko: 
początkiem. 


Przykłady VIII. 1. Niech będzie P punkt (a, b), Q zaś punkt (a, B). 
Wykreślić równoległobok OPRQ i wykazać, że R jest punktem (a-+2, b+-5). 
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è b48 

2. Srodkiem odcinka PQ jest punkt (5. 3e), 
3. Ogólniej rzecz biorąc, punkt, dzielący odcinek PQ w stosunku 
fd Ab 
pia, jest punktem N ST e e, Wzory te dają nam spółrzędne każ- 
dego punktu na odcinku PQ, jeżeli w odpowiedni sposób dobierzemy sto- 
sunek p:h. 

4. Jeżeli w punktach (a, bi), (aa, bz), ... (an, bn) znajdują się cząst- 
ki materjalne o równych masach, wówczas środek masy układu znajdu- 
dy tagte 7 by bı - byt» bn) 


n n / 


je się w punkcie ( 


5. Zmiana osi spółrzędnych. Przez punkt O poprowadźmy pro- 
ste 0X’, OY’, tworzące z osiami OX, OY kąt % (rys. 7). Wykreślmy 
PA' PB' prostopadle do OX’, OY’. Rzecz jasna, iż punkt P jest równie 
dobrze wyznaczony przez O4A', OB', jak i przez 04, OB. Niech będzie 
O0A=x, OB=y, OA'=«x', OB'=y. W takim razie m”, y' są to spółrzędne 
punktu P w odniesieniu do nowych ost OX’, OY”. 


Rys. 7. 


Dowieść, iż c'=xcos*+ysint, y=—asint*+ycos$, i wyrazić x 
i y w zależności od x, y’. 

6. W poprzednim zadaniu początek spółrzędnych pozostawał bez 
zmiany, nowe zaś osie były nachylone do dawnych pod kątem ® Mo- 
glibyśmy jednak wykreślić nowe osie równolegle do dawnych tak, by no- 
wym początkiem spółrzędnych był punkt O'. Przypuśćmy, iż spółrzędne 
punktu O' w odniesieniu do dawnych osi SĄ a, B. Wyrazić «', y' zapomo- 
cą x, y, i odwrotnie, 

7. Obierzmy nowy początek spółrzędnych O' i poprowadźmy no- 
we osie, nachylone do dawnych pod dowolnym kątem. Opierając się na 
przykł 5 i 6-ym, dowieść, iż «',y' można wyrazić w postaci x =ax+-by+-c, 
y =dx+ey+-/, gdzie a, b.. f są liczbami, niezależnemi od z i y. 

11. Równanie linji prostej. Przypuśćmy, że zmienna y 
została określona dla pewnych wartości a zmiennej z i że dla 
każdej takiej wartości a wyznaczyliśmy odpowiadającą jej war- 
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tość b zmiennej y oraz odpowiadający tym liczbom a, b punkt 
P (albo ogólniej: wyznaczyliśmy wartości b, b”, b"... i punk- 
ty P', P", P'*..., odpowiadające wartości a zmiennej x). Zbiór 
wszystkich takich punktów P zowiemy wykresem funkcji y. 
Weźmy najprostszy przykład. Dajmy na to, że y zostało 
określone, jako funkcja zmiennej x, za pomocą równania 


Ga o= w o 6 0 6 a a 0 (U) 
w którym a, b, c są liczbami stałemi. W takim razie y jest 
funkcją zmiennej x, posiadającą cechy (1), (2), (3), wymienio- 
ne w § 9-ym. Z łatwością można wykazać, że wykres tej funk- 
cji jest limją prostą. 

Przypuśćmy najpierw, że a=0. W takim razie y posia- 
da stałą wartość —c/b, zatym wszystkie punkty P, odpowia- 
dające tej funkcji, leżą na prostej, równoległej do osi OX 
i odległej od tej osi o —c/b jednostek. I odwrotnie: dla każde- 
go punktu tej prostej mamy y=—c/b. Widzimy tedy, iż wy- 
kresem tej funkcji jest pewna prosta, równoległa do OX. 

Przypuśćmy dalej, że a nie równa się zeru i że (24, 41) 
oraz (£s, Y) Są dwoma punktami, leżącemi na wykresie naszej 
funkcji. W takim razie musi być 


AX i-by, C=) i an, +byġ-e=0. . . . . . (2) 


Wiemy (Przykł. VIII, 3), że jeśli jakikolwiek punkt P 
leży na prostej, łączącej punkty (æi, y,) i (24, Ya), Wówczas 
spółrzędne punktu P dają się wyrazić w postaci 

„_ ka, RPTa | | AMY +H UY 
7 mka '-" AJ U. 

Jeżeli równania (2) pomnożymy odpowiednio przez à i h, 

i dodamy, sumę zaś podzielimy przez A+-u, otrzymamy 


aż +-bq-+ c=0. 


Równanie to wskazuje, że punkt P leży na wykresie funk- 
cji y, czyli, że wykres zawiera wszystkie punkty prostej, o któ- 
rej mowa. Nie może też wykres zawierać żadnych innych 
punktów. W rzeczy samej, prosta ta nie jest równoległa do 
osi OX (albowiem y nie ma wartości stałej), wskutek czego 
każdej dowolnej wartości zmiennej y odpowiada jeden tyl- 
ko punkt na prostej, łączącej punkty (£i, y,) 1 (£z; Y); gdyby 


Wykład czystej matem. 3. 
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więc wykres naszej funkcji zawierał jakiś punkt (a, y') nie 
leżący na prostej, wówczas z równania ax--by--c=(0 powin- 
nibyśmy otrzymać dwie wartości na z, dając na y wartość y’. 
Otóż wiemy, że tak nie jest, zatym wykres naszej funkcji za- 
wiera wszystkie punkty tej prostej i nie zawiera żadnych 
innych. 

Będziemy się nieraz posługiwali innym sposobem wysło- 
wienia. Jeżeli x i y zmieniają się w ten sposób, że równanie 
(1) pozostaje zawsze słuszne, będziemy mówili, iż miejscem gieo- 
metryycznym punktu (x, y) jest prosta, równanie zaś (1) będziemy 
nazywali równaniem tego miejsca, albo też będziemy mówili, że 
równanie (1) przedstawia owo miejsce gieometryczne. O „miej- 
scu gieometrycznym*, o „równaniu miejsca gieometrycznego* 
możemy mówić we wszystkich tych przypadkach, kiedy wy- 
kres funkcji y jest krzywą, w zwykłym znaczeniu tego wy- 
razu*), i kiedy związek pomiędzy zmiennemi «x i y daje się 
ująć w postaci wzoru analitycznego. 

Poprzednie rozumowanie nie stosuje się do przypadku, 
gdy b=0. Równanie (1) daje wtedy x= —r/a, tak iż odległość 
punktów P od osi OY jest stała, czyli wszystkie punkty P le- 
żą na równoległej do tej osi. W danym przypadku w równa- 
niu niema wcale zmiennej y, nie można jej tedy uważać za 
funkcję zmiennej x. Ale za to mamy prawo uważać z za funk- 
cję zmiennej y, mianowicie za stałą —ca, gdyż jakąkolwiek 
damy wartość na y, zawsze 1=—c/a. 

Równanie axc+-by-+c=0 jest ogólnym równaniem 
pierwszego stopnia, gdyż ac--by--c jest najogólniejszym 
wielomianem, jaki można utworzyć z pierwszych potęg zmien- 
nych x, y. Doszliśmy więc do wniosku, iż ogólne równanu 
stopnia pierwszego przedstawia prostą Równie łatwo można do- 
wieść odwrotnego twierdzenia: równanie prostej jest zawsze rów- 
naniem pierwszego stopnia. Dowód pozostawiamy czytelnikowi. 

Przykłady IX. 1. Prosta ax rby--c--0 tworzy z osią OX kąty 


równe aretg(—ab) i =—arctg(—a'b). gdzie arctg« oznacza najmniej- 
szy kąt, którego styczna równa się x. 


*) Oczywista rzecz, iż pojęcie „krzywej“ zawiera, jako szczegól- 
ny przypadek, pojęcie prostej. W przykładach XVI pozna czytelnik funk- 
cje, których „wykres* nie jest krzywą, w zwykłym znaczeniu tego 
wyrazu. 
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2. Jeżeli punkt P leży na prostej, a x', y’ są określone takiemi 
wzorami, jak w Przykł. VIII. (5). Wówczas mamy równanie 
ixt By' + C0, 
gdzie A acostt-bsint, B=bcostt-asint. 
Nazywamy je równaniem prostej, odniesionej do nowych osi OX’, OY’. 
Jest to związek, zaehodzący między nowemi spółrzędnemi x', y. Pod- 
kreślamy, iż równanie to jest stopnia pierwszego, czego zresztą można 
się było spodziewać, gdyż dowód twierdzenia, iż równanie prostej jest 
stopnia pierwszego, nie był zależny od wyboru osi. 
3. Punkt przecięcia się prostych ax +by+c=0 i a ręby;e--0 ma 
spółrzędne 
be — ch a'c-c'a 
an=a'b' ab'—=ab 
Wyjątek stanowi przypadek, gdy ab'—a'b-=0; proste są wtedy równoległe 
do siebie. 
+. Styczne trygonometryczne kątów, utworzonych przez proste po- 
przedniego zadania, równają się 
„ab'=a'b 
"aa' + bb 


Proste są do siebie prostopadłe, jeżeli aa' +bb'-=0. 
5. Długość prostopadłej, poprowadzonej z punktu ($, 4) do prostej 
ar+by+e=0, równa się 
a$ BY +C - 


% a? iR 


uważamy ją za liczbę dodatnią, jeżeli przy c>0 punkt (£, w) leży z tej 
samej strony prostej, co punkt O, lub jeśli przy c<0 dwa te punkty le- 
żą po różnych stronach prostej W przeciwnym razie długość prosto- 
padłej jest ujemna. 

6. Równanie (ar--by-+e)-rafa'r-rb'y re') =O przedstawia prostą. prze- 
chodzącą przez punkt przecięcia się prostych ar+by+e -0 i a'c+b'y-Hc' 0. 
Wybierając odpowiednio spółczynnik », możemy w ten sposób przedsta- 
wić każdą prostą, przechodzącą przez ten punkt. Zbadać przypadek, gdy 
a b 
a b 

7. Ułożyć równanie prostej, przechodzącej przez punkt przecięcia 
się dwuch danych prostych, i prostopadłej do trzeciej danej prostej. 

8. Równanie koła, mającego środek w punkcie (a, b) i promień 
równy », jest 


(r-a) tiy- b) =r. 


Odwrotnie: każde równanie tego kształtu przedstawia koło. 
9. Najogólniejsze równanie drugiego stopnia, nie zawierające wy- 
razu xy i mające równe spółczynniki przy a? i ył ma kształt 


ala? ry*)+2qgr +2fy+e=0, 
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Dowieść, iż jest to równanie koła, jeżeli f*+g*>ac. Zbadać przypadek, 
gdy frg ac. 

0. Sprawdzić, iż zmiana osi nie powoduje zmiany kształtu ogól- 
nego równania koła (Przykład 9). 

11. Ogólne równanie koła, przechodzącego przez punkt przecięcia 
się dwuch kół 
(osi SOF=F GEAK E E 
jest 


(x—a} +(y-b)?=r+h(r— u) +(y—B)?— p? =0. 

12. Jeżeli A=—1, równanie, o którym mowa w poprzednim zaca- 
niu, jest tylko pierwszego stopnia i przedstawia spólną cięciwę danych 
dwu kół. 

13. Dwa koła 

w*+y' -+2dx+ Żey-Fk*=0, «*+y”-+23ax-|2ey ra? =0 
przecinają się, jeżeli 
! G-G>S ZU, wre =R2U 
oraz +(d-re* — k*)(3%+ e? — 27) > (2d + Żes— k?— «*)?. 

14. Dowieść, że koła poprzedniego przykładu przecinają się rod 

kątem prostym, jeżeli 
då +2e:—k*— 1*=0. 

15. Pole trójkąta, którego wierzchołkami są punkty (æ, 44), (£n yz) 

(£3, ya), równa się 


lz, y, I | 
- r Y 1 | 
| r Ya | 


Uprzeć na tym dowód twierdzenia š I1-go. 

Przykłady X. 1. Punkt porusza się tak, że (1) odległość jegu 
od danej prostej jest stała: (2) odległości jego od dwu danych prostych 
są sobie równe. Dowieść (a) za pomocą rozumowania gieometrycznego, 
(b) za pomocą rozumowania, opartego na $ ll-ym i na Przykł. IX. 5, że 
w obu wypadkach miejsce gieometryczne tego punktu składa się z dwtch 
prostych. 

2. Odległości punktu P od kilku prostych danych równają się 
p, p” p” Punkt P porusza się tak, że 


, 
LA ñ, 


ap'+ bp" +ep 
przyczym a, b, e... są stałe. Dowieść, że miejsce punktu P składa się 
„ kilku prostych. 

3. A, B są stałe punkty, P zaś jest punkt ruchomy, przyczym 
mamy zawsze (I) A.4P*+-y BP*=stałej, albo (II) AP/BP=stałej. Dowieść, 
że w obu wypadkach miejscem punktu P jest okrąg koła. 

4. Odcinek o stałej długości porusza się tak, że końce jego zraj- 
dują się zawsze na osiach OX, OY. Znaleźć równanie miejsca punktu P, 
który dzieli odcinek w stosunku h:,. 
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|Przypuśćmy, że odcinek AB spotyka oś OX w 4,oś OY w B, 
i niech będzie 0OA--a, 0B=b. Spółrzędne punktu P, o którym mowa, są 


s ub . Mamy również a*+b* stałej, powiedzmy=c*. Jeśli więc mamy 
Are A+ 
. ia ub 
UK e * E e 
: r? y? * 
wówczas zz ł z 


Re u +p 

Jeżeli k=p, czyli jeżeli P jest środkiem odcinka AB, wówczas otrzy- 
mane równanie staje się równaniem koła.| 

5. Odeinek o stałej długości porusza się tak, że końce jego opie- 
rają się na okręgu danego koła. Dowieść, że każdy punkt, dzielący ten 
odcinek w stałym stosunku, zakreśla koło spółśrodkowe. 

12. O spółrzędnych biegunowych. Położenie punktu P 
na płaszczyźnie wyznaczaliśmy dotąd zapomocą odcinków 
OM=x, MP=y. Jeżeli oznaczymy odcinek OP przez r, kąt zaś 
<MOP przez % (przyczym kąt % będziemy zawsze mierzyli 
w zwrocie dodatnim i będziemy zawsze zakładali 0<%*<2n), 
wówczas otrzymamy związki następujące: 


r=rcost ; rs y r-+y? 
y=rsinit , cosił:sint$:l=r:y:r. 


Widzimy, że położenie punktu P moglibyśmy równie do- 
brze wyznaczyć, znając wartości r i ką- 
ta %. Nazywać będziemy r, © spółrzęd- 
nemi biegunowemi punktu P. Spółrzęd- 
ną r będziemy zawsze uważali za do- 
datnią. y 

Jeżeli P zakreśla krzywą, wówczas 
zmieniają się r i %, przyczym zachodzi 6 
między niemi pewna zależność, którą 
możemy wyrazić, pisząc r=f/(9) albo 
+=F(r). Takie równania nazwiemy równaniami biegunowemi 
danych miejsc gieometrycznych. Od równania biegunowego 
możemy przejść do równania w zmiennych 2, y i odwrotnie, 
a to za pomocą powyżej otrzymanych wzorów. 

Należy zauważyć, że spółrzędne (z, y) i (r, %) są to tyl- 
ko dwa przykłady „układów spółrzędnych”, które służą do wy- 
znaczania położenia punktu P. Układów takich można przy- 
toczyć dowolną ilość. 


N P 


Rys. 5. 
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Przykłady XI. 1. Równanie biegunowe prostej ma kształt 
rcos(}—a) p, 
gdzie p i « są stałe. 

2. Równanie r-=-2acosi przedstawia kolo, przechodzące przez po- 
czątek spółrzędnych To samo powiedzieć można o równaniach r=2asin+ 
oraz r=kcost -usinit. Znaleźć długość promieni tych kół. 

3. Ogólne równanie koła w spółrzędnych biegunowych ma kształt. 

r*-Fe*— Zre.cos(—u)-=a*, 


gdzie a, c i a są stałe. 


13. Dalsze przykłady funkcji oraz ich wykresów. We 
wszystkich przykładach IX i X mieliśmy do czynienia tylko 
z dwiema bardzo prostemi funkcjami zmiennej z, mianowicie 
z funkcjami y, określonemi za pomocą równań ax+by+c=) 
i (c—a)”-+(y—B?>=r. Tylko w przykładzie X, 4 natrafiliśmy 
na nieco ogólniejszy typ związku funkcjonalnego. Podamy te- 
raz szereg przykładów, z których czytelnik przekona się o ist- 
nieniu nieskończenie wielu różnych typów funkcji. 


A. Wielomiany. Wielomianem, utworzonym ze zmiennej 
x, albo krócej: wielomianem zmiennej x będziemy nazywai 
każdą funkcję, mającą kształt 


A X™-4-a L] H.-H lm ; 
gdzie a, a,...a„ są to stałe. Najprostsze typy wielomianów są 
W=m U=U, yema. 

Wykresy funkcji y=x* bywają dwuch rodzajów, zależnie 
od tego, czy m jest parzyste czy nieparzyste. 

Załóżmy najpierw m=2. Trzy punkty 

(0,0), (l, (=1,1) 
leżą na wykresie. Dowolną liczbę punktów wykresu możemy 
wyznaczyć, dając na x różne wartości. Np. 
wartościom c=, 2, 3, —4, —2, —3 
odpowiadają y=1, 4,0, 4, 4, 9. 

Jeżeli czytelnik zaznaczy na rysunku dostateczną ilość 
takich punktów, będzie mógł przypuszczać, że wykres funkci 
y=x? wygląda, mniej więcej, tak, jak krzywa na rys. 9. Jeśi 
teraz czytelnik poprowadzi przez zaznaczone punkty krzywą 
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i wyliczy nowe wartości zmiennej y, odpowiadające nowym 
wartościom na «x, przekona się, że odpowiednie punkty leżą. 
tak blizko krzywej, jak tylko można było tego oczekiwać, 
uwzględniając nieuniknione błędy rysunku. 


-11) 


(0,0: 


Rys. 4 


Powstaje tu pytanie natury zasadniczej, na które jednak 
nie możemy jeszcze dać dokładnej odpowiedzi. Czytelnik po- 
siada niewątpliwie wyobrażenie krzywej ciągłej, bez przerw 
i skoków, t. j. takiej krzywej, jaką z gruba przedstawia rys. 9. 
Otóż powstaje pytanie, czy wykres funkcji y=x? jest istotnie 
taką krzywą ciągłą? Dowieść, że tak jest, nie możemy przez 
wyznaczanie coraz większej ilości punktów, jakkolwiek im wię- 
cej punktów wykresu wyznaczymy, tym bardziej prawdo- 
podobnym staje się przypuszczenie, że mamy do czynienia 
z krzywą ciągłą. 

Dopiero w rozdziale IV będziemy mogli dać wyczerpują- 
cą odpowiedź na to pytanie. W rozdziale tym zbadamy szcze- 
gółowo intuicyjne pojęcie ciągłości, co da nam możność dowie- 
dzenia, że wszystkie wykresy, jakie dotąd rozpatrywaliśmy lub 
jakie roztrząsać będziemy w niniejszym rozdziale, są krzywe- 
mi ciągłemi. Na razie może czytelnik poprzestać na wykreśla- 
niu krzywych zgodnie z intuicją. 

Z łatwością można się przekonać, że krzywa y=a* w każdym punk- 
cie jest zwrócona swą stroną wypukłą ku osi x-ów. Niech będą Pa, P, 
punkty (ro, xh (xı, 247), W takim razie 
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NP, _m'— 2 


PN  z1—% 


ENP P, 


totr 


Jeżeli P, jest stałym punktem, P, zaś zmiennym (czyli xo jest stałą licz- 
bą, x, zmienną), wówczas tgNP,P, wzrasta wraz ze wzrastaniem «į, czyli 
wzniesienie cięciwy P,P, staje się coraz bardziej strome. 

Ogólny wygląd krzywej y=x* jest podobny do wyglądu 
krzywej y=a?, lecz pierwsza krzywa jest bardziej spłaszczona 
w pobliżu punktu O, natomiast poza punktami A, A', których 
spółrzędne są (1, 1) oraz (—1, 1), staje się bardziej stromą od 
drugiej krzywej (rys. 10). Jeszcze wyraźniej widać to na krzy- 
wej y=2x”, jeżeli liczba parzysta m jest większa od 4. Im 
większa jest liczba m, tym wyraźniej występuje owo spłaszcze- 
nie i strome wznoszenie się krzywej, aż wreszcie krzywa tak 
zbliża się do łamanej A' MNA, że odróżnienie tych dwu linji 
na rysunku staje się niepodobieństwem. 


Rys. 10 Rys, 11. 


Czytelnik powinien zbadać z kolei krzywe y=x" w przy- 
padku, gdy m jest liczbą nieparzystą. Krzywe te zasadni- 
czo różnią się od poprzednich tym, że przy m parzystym ıma- 
my (—2x)"=ux”, zatym odpowiednie krzywe są symetryczne 
względem osi OY, natomiast przy m nieparzystym mamy 
(—21)*=—xz", zatym y jest liczbą ujemną, gdy x jest ujemne. 
Na rys. Il mamy wykresy krzywych y=x, y=% oraz łamaną, 
do której zbliża się kształt krzywej y=x", gdy liczba niepa- 
rzysta m rośnie. 

Teraz już łatwo zorjentować się, w jaki sposób można, 
przynajmniej teoretycznie, zbudować wykres każdego wielo- 
mianu. Przedewszystkim z wykresu funkcji y = x” można 
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odrazu otrzymać wykres funkcji y=C(x”, gdzie C jest stałą; 
wystarczy w tym celu pomnożyć przez © wszystkie rzędne 
pierwszej krzywej. Jeżeli zaś mamy wykresy funkcji f(x) 
i F(x), otrzymujemy wykres funkcji f/(x)--F(x), dodając do sie- 
bie rzędne odpowiednich punktów pierwszych dwuch krzywych. 

Na rys. 12 mamy zbudowany w ten sposób wykres funkcji y=2a*—a*. 


Cienka linja odpowiada funkcji y=2x?, kropkowana funkcji y=—a*. Przy 
wykreślaniu tych funkcji obraliśmy na osi OY skalę cztery razy mniej- 


Rys. 12. 


szą niż na osi x-ów, a to w tym celu, żeby rysunek nie wypadł zbyt du- 
ży. Takie postępowanie bywa nieraz potrzebne: oczywista rzecz, że ska- 
la na jednej osi może być dowolną ilość razy mniejsza od skali, obranej 
na drugiej osi. 

Nad sprawą wykreślania wielomianów nie będziemy się zatrzymy- 
wali, gdyż poznamy później metody, które ogromnie ułatwiają budowa- 
nie takich wykresów. 


Przykłady XII. 1. Wykreślić krzywe y=fTx*, y=lu, y =x". 

[Wykresy winny być sporządzone bardzo starannie, przy odpo- 
wiednio dobranych skalach na osiach, przyczym wszystkie trzy krzywe 
należy wykreślić na jednym rysunku. W ten sposób czytelnik uprzy- 
tomni sobie, z jak wielką prędkością rosną wyższe potęgi zmiennej x, 
gdy zmienna ta rośnie: uprzytomni sobie dalej, że w wielomianach ta- 
kich, jak 

PES se UG 

(lub nawet «**+-30x*+700x*), tylko pierwszy wyraz gra ważną rolę, 
gdy na x dajemy wartości dość duże. Np. już dla r=4, mamy «'*> 1000000, 
gdy tymczasem 30x*< 35000, a 700x*< 180000; jeżeli damy na x wartość 
10, przewaga wyrazu x" wystąpi jeszcze wyraźniej]. 
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2. Porównać względne wielkości liczb q'*, 1000000x", 1000000000000a 
przy wartościach «©==1, 10, 100 i t. d. 

[Radzimy czytelnikowi przerobić kilka takich przykładów, gdyż 
pojęcie względnej prędkości wzrastania różnych funkcji jest bardzo ważnym 
pojęciem, którym w dalszym ciągu często będziemy się posługiwali]. 

3. Wykreślić krzywą y=aa*-2bx+-c. 


ac—b f b}? SA > ; 
(Mamy tu y— -=Q KA T . Jeżeli obierzemy nowe osie, równo- 
a a 
; ; f; ( b  ac—b$Y 
ległe do dawnych i mające początek w punkcie | —--» == —— j, wówczas 
A 4 a 


nowe równanie krzywej będzie miało kształt y'=ax'*. Czytelnik powinien 
przerobić szczegółowo (ilustrujące je odpowiedniemi wykresami) kilka przy- 
kładów liczbowych, w których a, b. c miałyby różne wartości dodatnie 
i ujemne]. 

4. Wykreślić krzywe y=a*—3x+1; y=xr'(r—1); y=a(x—1). 

14. B. Funkcje wymierne. Pod względem prostoty 
i doniosłości drugie miejsce po wielomianach należy się funk- 
cjom wymiernym. Funkcję wymierną można określić jako ilo- 
raz dwuch wielomianów. Jeżeli np. symbole P(z), Q(x) ozna- 
czają dwa wielomiany, wówczas ogólną funkcję wymierną moż- 
na oznaczyć symbolem 
Piz) 

Ql) 

W szczególnym przypadku, gdy Q) równa się jedności 
lub innej jakiejś stałej, czyli gdy nie zawiera zmiennej z, funk- 
cja R(x) staje się wielomianem; tak wiec klasa wielomianów 
zawiera się, jako przypadek szczególny, w klasie funkcji wy- 
miernych. Należy zwrócić baczną uwagę na następujące kwe- 
stje, odnoszące się do określenia funkcji wymiernej: 


Rix) = 


(1) Zakładamy zazwyczaj, że P(x) i Q(x) nie mają spólnego 
czynnika kształtu x-| a lub kształtu z? -|-ax*—'-+|-ba?—!-...- k, że 
wszystkie takie czynniki zostały uprzednio usunięte za pomo- 
cą dzielenia. 

(2) Należy jednak zauważyć, że to usuwanie spólnych czyn- 
ników zmienia, naoyół biorąc, samą funkcję. Weźmy jako przy- 
kład funkcję wymierną z/«. Po skróceniu otrzymujemy l/1=1. 
Ale pierwotnie dana funkcja nie zawsze równała się 1; tak 
było istotnie, ale tylko wówczas, gdy «==0. Przy «=0 pier- 
wotna funkcja miała kształt 0/0, co wogóle nic nie znaczy. 
Tak więc funkcja wymierna x/jx ma wartość 1, gdy r=-0, nie 
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jest zaś wcale określona dla wartości zmiennej niezależnej 
x=0, zatym różni się od „funkcji 1/1”, która ma zawsze 
wartość 1. 


(3) Funkcję 


można przedstawić, według ogólnych reguł algiebraicznych, 
w postaci 
r” (© —2) 


(r— Ele 1) ' 


czyli w typowej postaci funkcji wymiernej. Ale i tu musimy 
zaznaczyć, że przekształcenie nie zawsze jest uprawnione. 
Chcąc wyznaczyć wartość funkcji, odpowiadającą danej warto- 
ści zmiennej niezależnej, powinniśmy wykonać odnoś- 
ne podstawienie w pierwotnej formie funkcji 
W naszym przykładzie pierwotnie dana funkcja jest nieokre- 
ślona przy «=—1,l,0,2; we wszystkich tych przypadkach 
funkcja nie ma żadnego sensu. Natomiast funkcja przekształ- 
cona jest nieokreślona przy r=+l, lecz przy x=0 lub z=2 
ma wartość 0. Widzimy tedy, że dwie te funkcje nie są, ści- 
śle biorąc, równoważne sobie. 

(4) Jak widać z poprzedniego przykładu, funkcja wy- 
mierna może nie być określona dla pewnych wartości zmien- 
nej niezależnej; są to mianowicie te wartości, przy których mia- 
nownik funkcji równa się zeru. Np. funkcja (2*—7)/(x” —32+-2) 
jest nieokreślona przy z=1 lub x=2. 

(5) Mając do czynienia z funkcjami takiemi, jak wymie- 
nione pod (2) i (8), często umawiamy się, że nie będziemy zwra- 
cali uwagi na wyjątkowe wartości zmiennej x, dla których 
uproszczenie kształtu funkcji nie jest uprawnione, i że będzie- 
my je sprowadzali do typowego kształtu funkcji wymiernych. 
Przy takim założeniu zachodzi twierdzenie (którego czytelnik 
dowiedzie sam), że suma, iloczyn i iloraz dwuch funkcji wy- 
miernych jest też funkcją wymierną. Ogólniej można powie- 
dzieć: funkcja wymierna funkcji wymiernej jest sama funkcją wy- 
mierną, tj. jeżeli mamy 2=Py/QWY), gdzie P, Q są wielomia- 
nami, i jeśli wykonamy podstawienie y=P,(2)/Q;(2), otrzyma- 
my równanie kształtu 2= P,(£)/ Q£). 
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(6) W określeniu funkcje wymiernej nie zakładany bynaj- 
mniej, że stałe spółczynniki mają być koniecznie liczbami wy- 
miernemi. Wyraz „wymierny* dotyczy w tym określeniu li tyl- 
ko sposobu, w jaki zmienna z występuje w danej funkcji. Tak 
więc 

z z--y 8 


jest funkcją wymierną. Nazwa „funkcja wymierna” powstała 
stąd, że P(x)/Q(x) możemy utworzyć ze zmiennej z, wykonu- 
jąc na niej skończoną liczbę działań, składających się z mno- 
żenia zmiennej przez nią samą i przez liczby stałe, z dodawa- 
nia otrzymanych w ten sposób wyrazów i z dzielenia dwuch 
wielomianów, utworzonych w powyższy sposób. 

Do typowej formy funkcji wymiernej daje się sprowadzić 
każda funkcja, którą można utworzyć ze zmiennej x zapomocą 
powyższych działań elementarnych, posługując się w każdym 
stadjum tylko funkcjami zmiennej z, utworzonemi za pomocą 
tych samych czterech działań. Ogólny rodzaj funkcji, które 
dają się w ten sposób utworzyć, można zilustrować zapomocą 
przykładu następującego: 

T 22-47 2 
(3 i, liz—=8y 2) : (17 + za) 
T r E PE LI 


Rzecz jasna, że taką funkcję można sprowadzić do kształ- 
tu P(a)/Q(2). 

15. Wykreślanie tunkcji wymiernych jest ogromnie uła- 
twione przez zastosowanie metod, opartych na rachunku róż- 
niczkowym. Wobec tego poprzestaniemy na razie na kilku 
wykresach. 


Przykłady XIIL 1. Zbudować wykresy funkcji y=l/xu, y=1/r?, 
y= xs, ... 

[Na rysunku mamy wykresy pierwszych dwuch funkcji. Zauważmy, 
że wyrażenia 1/0, 1/0%.. są pozbawione wszelkiego sensu, zatym funkcje 
nasze nie są wcale określone dla wartości a=0|. 

2. Wykreślić funkcje y=x+(1/c), a—(1/x), c+-(1/ax*), c—(1/x*), oraz 
funkeję y=ar+(b/r), dając na a i b różne wartości, dodatnie i ujemne. 

3. Wykreślić funkcje 

H1 f/æ+l\ mil l i 


r 
NA. | - +1)3— - 3 
r=1' |r—1/ * »g3—1' (1—1)*' (a ) {x-1} 
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4. Wykreślić funkcje 


l l 


TF" (r-a) (z=b) ' $ (z-a)(z-b)(z—0) 


zakładając, że a<0<b<e. 


Rys. 13. Rys. 14. 


5. Naszkicować ogólny kształt, który przybierają krzywe y=l/am, 
gdy m rośnie nieograniczenie. Rozróżnić przytym dwa przypadki: gdy m 
jest liczbą parzystą i gdy m jest nieparzyste. 

16. C. Funkcje algiebraiczne wyraźne. Następną waż- 
ną klasę stanowią funkcje ałgiebratczne wyraźne, które dają się 
utworzyć ze zmiennej x zapomocą skończonej liczby doda- 
wań, odejmowań, mnożeń, dzieleń, potęgowań i pierwiastko- 
wań. Takiemi są np. funkcje 


V1+x—V1—e 
Vl+x1 -V1+-0 
e? vV 3y*/4 
| D4/2--7% 
jak również funkcja a”, gdzie m, n są to liczby całkowite. 
Funkcje te różnią się zasadniczo od wymiernych, i to pod 
dwoma względami. Przedewszystkim funkcja wymierna jest 
zawsze określona dla wszystkich wartości x, z wyjątkiem skoń- 
czonej liczby wyjątkowych wartości tej zmiennej. Natomiast 
funkcja y z nie jest wcale określona dla nieskończenie wielu war- 
tości x (mianowicie dla wartości ujemnych). Powtóre, każdej 
wartości x, przy której funkcja jest określona, odpowiada za- 
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zwyczaj kilka różnych wartości funkcji. Np. przy z>0, funk- 
cja vz ma zawsze dwie wartości o różnych znakach. 
Przykłady XIV. 1. Funkeja y (t—a) (b— r), gdzie a<b, jest okre- 
ślona tylko dla wartości zmiennej niezależnej, danych przez nierówności 
usa =b. Jeżeli a<x<b, funkcja ma dwie wartości: jeżeli x-a lub x=b. 
ma ona jedną tylko wartość, mianowicie zero. 
2 Zbadać w podobny sposób funkcje 
V(r=a)(r=b) (r=c). jeżeli acb<c 
V(r=a)/'(r=b), jeżeli a<b, 
w zla? —a?). Vatryxt, 
Virr=Vl=r 
V1ltrtVv1=a 
3, Wykreślić funkcje 
1+ yT 
?, r VE Ji a - 
E WO" EA 
4. Wykreślić funkcje 
y \ a r y by æT r? a) 


17. D. Funkcje algiebraiczne uwikłane. Z łatwością 
można sprawdzić, że jeśli 


V1+xz—Vl I 
y= — mpe . 
V14-14V1=zc 
7 1-47_ dz)” 
wówczas ( | 
l—y (1—2) 
jeżeli zaś Y= T+V THVT, 
wówczas y'= rity" +-4y4-1)=0. 


W obu przykładach otrzymanym przez nas równaniom na- 
daliśmy lub mogliśmy nadać kształt 


UPR YE YB ..kig=0 0. . (1; 
gdzie h,, R,.. Rma są wymiernemi funkcjami zmiennej z. Czy- 
telnik może sprawdzić, że każda funkcja, którą badaliśmy 
w przykładach XIV, dają się sprowadzić do tego kształtu. Po- 
wstaje pytanie, czy to samo powiedzieć można o każdej funk- 
cji algiebraicznej wyraźnej? Odpowiedź jest twierdząca; nie- 
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trudno nawet byłoby dowieść tego twierdzenia ogólnie, woli- 
my jednak nie zatrzymywać się nad tym i wskażemy tylko na 
przykładzie ogólne zarysy takiego dowodu. 

Niech będzie dana funkcja 


c+yt-VvVz VT V1+-2 
p 0 mz S 
H—y y ETN T yr=vVvl p 
Możemy napisać układ równań 


CU v w 
y= — — === 
Y z—4—40—W 


u=g, V=r+u, w=- 


Pozostaje tylko wyrugować z tych równań u, v, w, aby 
otrzymać równanie żądanego kształtu. 

To nas prowadzi do następującego określenia: y=f(x) na- 
zwiumy funkcją algiebraiczną zmiennej x, jeżeli jest ona pierwtast- 
kiem równama kształtu (1), czyli pierwiastkiem równania m-tego 
stopnia, którego spólłczynniki są funkcjami wymiernemi zmiennej z. 

Ta klasa funkcji zawiera wszystkie funkcje wyraźne, 
o których była mowa w § lb-ym. Ale prócz tego zawiera ona 
inne funkcje, które nie dają się przedstawić w postaci funkcji 
algiebraicznych wyraźnych. Jakoż wiemy, że gdy m>4, nie- 
podobna w ogólnym przypadku rozwiązać algiebraicznie równa- 
nia kształtu (l); otrzymać takie rozwiązanie możemy tylko 
przy m=l, 2, 3, 4 oraz w niektórych przypadkach przy 
m > 4. 

Czytelnik powinien porównać powyższe określenie funk- 
cji algiebraicznych z określeniem liczb algiebraicznych (str. 25, 
zadanie 30). 

Przykłady XV. 1. Jeżeli m=l, y jest funkcją wymierną. 

2. Jeżeli m =2, równanie ma ksztait y? + Riy+ R.=0, tak iż 

Y=1- REV R;*-4K;; 

Funkcja ta jest określona tylko dla takich wartości x, dla których 
h,?=>4R,. Ma ona dwie wartości, jeżeli Ak,*>4Rh,, i jedną wartość, je- 
żeli R? =4 R. 

O ile m=3 lub +, moglibyśmy rozwiązać równanie, stosując znane 
wzory algiebraiczne. Ten sposób postępowania jest jednak zazwyczaj 
żmudny, wyniki zaś badania otrzymuje się w formie bardzo niewygod- 
nej i mało przejrzystej, tak że o wiele lepiej jest przeprowadzić odpo- 
wiednie badanie bezpośrednio na danym równaniu. 
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3. Zbadać funkcje 
y- 2y—07=0; y—2y+a>=0); y'—2y*--u?=0, 


a mianowicie wyznaczyć y jako funkcję wyraźną zmiennej z i ustalić, 
dla jakich wartości z funkcję y możemy uważać za określoną. 

4. Znaleźć równania, których spółczynniki byłyby funkcjami wy- 
miernemi zmiennej a, i którym czyniłyby zadość funkcje 


vetvy). yery), Yaryll/e), VIrrtVl=2, 


VEFTV, V 1+ Vatyr 

5. Zbadać równanie y=.. 

[Mamy y*=-a. Jeżeli x jest dodatnie, mamy y=+ vx, jeżeli zaś 
x jest ujemne, mamy y=+y—ax. Tak więc funkeja ma dwie wartości 
przy każdej wartości zmiennej x, z wyjątkiem «a=0, kiedy również y-=0]. 

6. Funkcja algiebraiczna funkcji algiebraicznej zmiennej z jest sa- 
ima funkcją algiebraiczną. 

[Mamy 


ym -+ R,(2).y*—! + Ry(z).ym-2+,..+ Rmi =0, 


gdzie ant Slax). z*71 Saa). z0-—2-...+ Sala. 

Rugująe zmienną z, otrzymujemy równanie kształtu 

y”-+ Tila). y. t... t Tp=0O .] 

7. Jako przykład funkcji algiebraieznej, która nie daje się przed- 
stawić w postaci funkcji wyraźnej, można przytoczyć następującą: 

U oyow=U. 

Dowodu jednak na to podać nie możemy, gdyż jest on zbyt długi 
i trudny. 

18. Funkcje przestępne. Wszystkie funkcje zmiennej z, 
które nie są algiebraicznemi, nazywamy przestępnemi. Ta klasa 
funkcji, określona w sposób negatywny, zawiera nieskończoną 
rozmaitość różnych rodzajów funkcji mniej lub więcej złożo- 
nych i mających dla nas mniejsze lub większe znaczenie. Dwa 
rodzaje są dla nas szczególnie ważne, mianowicie: 

F. Funkcje trygonometryczne oraz ich funkcje od- 
wrotne, czyli funkcje kołowe. Są to, oczywiście, te funkcje, 
z któremi ma do czynienia trygonometrja elementarna. Zakła- 
damy, że czytelnik zna ich zasadnicze własności. 


Przykłady XVI. 1. Wykreślić funkcje y=sina, y=cOSzx, 
y acosz+bsin m. 


4 [Ponieważ a cos rb Sin r =P cos (a— m), gdzie ĝ= v a? qb?, a zaś jest 
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a 
V a?+- b?” 
zatym ogólny wygląd wykresów tych trzech funkcji "jest po- 


kątem, którego dostawa i wstawa równają się odpowiednio 


Va? 83" 
dobny]. 

2. Wykreślić funkcje cos?%, sin*x, a cos?x+b sin?x. 

3. Przypuśćmy, że mamy dane wykresy funkcji /(x) oraz F(z). 
Wykres funkcji f(x)cos*%x+- F(ax)sinx ma kształt fali, wahającej się po- 
między krzywemi y=f(x) i y=F(a«). Wykreślić powyższą funkcję, wybie- 
rając dowolnie na f(«), F(x) dwie z pośród następujących funkcji: 


l/æ’, l/am, l, a, a, ac+b, «+(1/x). 
4. W taki sam sposób zbadać wykres funkcji 
y=flx).cos x+ F(z) .Sin g. 


5. Wykreślić funkcje x+sina, «*+sinx, (l/x)+sin v, «.sinx, 
æ’. sin æ, (sin æ)/x. 

6. Wykreślić funkcję y=sin(l/x). 

[Jeżeli y=sin(l/x), wówczas y=0, gdy x=l/mr, gdzie m jest liczbą 
całkowitą. Jeżeli x=l/(2m+-'/ą)n, to y=l, jeżeli zaś x=1/(2m—YV>)m, to 
y=—l1. Krzywa zawiera się całkowicie między dwiema prostemi y=+1, 
waha się ona w górę i w dół, prędkość zaś wahań wzrasta, gdy œ zbliża 
się do zera. Przy x=0 funkcja jest zupełnie nieokreślona. Gdy œ przy- 
biera duże wartości, y jest małą liczbą. Druga połowa krzywej, odpo- 
wiadająca ujemnym wartościom na x, jest odwróceniem pierwszej (Rys. 15).] 


Rys. 15. 


7. Wykreślić funkcję y=a«.sin(1/x). 

[Krzywa zawiera się między prostemi y=+x. (Rys. 16).] 

8. Wykreślić funkcje 2*.sin(l/e), (1/x).sin(l/x), sin?(1/x), 
fa.sin(1/c)|?, a. cos?(1/«)-+b. sin*(1/a), sine-++sin(1l/x), sina. sin(1/e). 

9. Wykreślić funkcje cosa?, sina?, a.cosx*--b.sina*. 

10. Wykreślić funkcje y=are sing, y=arc cose. 

(Jeżeli y=arc cosx, wówczas x=cosy. Możemy tedy wykreślić x 
jako funkcję zmiennej y; krzywa ta da nam zarazem y jako funkcję 
zmiennej x. Rzecz jasna, że y jest określone tylko przy —1lgx Sl i ma 

Wykład czystej matem. 4. 
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nieskończenie wiele wartości, odpowiadających tym wartościom zmien- 
nej x. Czytelnik niewątpliwie pamięta, że gdy —l<a<1, wówczas y po- 
siada jedną wartość, powiedzmy «, zawartą między 0 a r, inne zaś war- 


Rys. 16. 


tości znajdujemy ze wzoru y=2lnr-ta, gdzie n jest dowolną liczbą całko- 
witą dodatnią lub ujemną.] 
11. Wykreślić funkcje 


tgx, ctga, Secz, COSECz, tg, ctg’r, sec*r, COBEG?Z. 
12. Wykreślić funkcje 
aretgx, arcctgr, arecosecCz, arcsecx, 


i podać wzory, za pomocą których, znając jedną wartość takiej funkcji, 
możnaby wyznaczyć wszystkie inne, 

13. Dowieść, że sina i cosx nie mogą być funkcjami wymiernemi 
zmiennej x. 

[Łatwo przekonać się, że żadna funkcja okresowa nie może być wy- 
mierna. Przypuśćmy np., że 


gdzie P i Q są wielomianami, a f(x)=f(x-+-2n), i że oba te równania są 
słuszne przy wszelkich wartościach na x. Niech będzie /(0)=k. W takim 
razie równaniu 

P(x)-kQ(x)=0 


czyni zadość nieskończenie wiele wartości zmiennej v, mianowicie x=0, 
Zm, dn it. d., zatym równanie to jest żożsamością. Wobec tego musi być 
fix)=k, czyli Aæ) jest stałą.] 

14. Dowieść ogólniej, że żadna funkcja okresowa nie może być 
funkcją algiebraiczną zmiennej x. 

[Równanie, określające funkcję algiebraiczną, niech będzie 


PERYA tR . . . . . . . . (1) 
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gdzie R,, R;.. Rm Są funkcjami wymiernemi zmiennej æ. Można to rów- 
nanie napisać w postaci 

Poy” + P,ym—1 +... Pn=0, 
gdzie P,, Pą... Pm sa wielomianami, zawiera ącemi zmienną x. Rozumu- 
jąc tak, jak w poprzednim zadaniu, przekonamy się, że 

Pykm-+- Pik +... + P„„=0 


musi być tożsamością, zatym wartość y=k czyni zadość równaniu (1) 
przy wszelkich wartościach na x, wskutek czego jedna grupa wartości 
naszej funkcji algiebraicznej sprowadza się do stałej. 

Pozostaje teraz podzielić (1) przez y—k i powtórzyć m razy to sa- 
mo rozumowanie. Ostatecznie dochodzimy do wniosku, że przy wszel- 
kich wartościach na x, nasza funkcja algiebraiczna posiada zawsze te 
same m wartości: k, k’, k”.., czyli poprostu składa się z m stałych.] 

16. Funkcje arcsing i arc cosx nie mogą być ani wymiernemi, 
ani algiebraicznemi funkcjami. 

[Wynika to z faktu, że dla wartości —1l =» =1, funkcje te mają 
nieskończenie wiele wartości.] 


19. F. Inne klasy funkcji przestępnych. Obok trygo- 
nometrycznych, najważniejsze są funkcje: wykładnicza i loga- 
rytmiczne, które zbadamy szczegółowo w rozdziałach IX i X. 
Na razie zajmować się niemi nie będziemy. Inne klasy funk- 
cji przestępnych, które dotąd zbadano, jak np. funkcje eliptycz- 
ne, funkcje gama, funkcje Bessela i t. p., przekraczają ramy 
naszej książki. Istnieją jednak pewne bardzo elementarne ty- 
py funkcji, które nie posiadają wprawdzie takiej doniosłości 
teoretycznej, jak funkcje wymierne, algiebraiczne i trygono- 
metryczne, ale są bardzo pouczające, gdyż ilustrują nadzwy- 
czajną rozmaitość związków funkcjonalnych. 


Przykłady XVII. 1. Niech będzie y=[x], gdzie symbol [x] ozna- 
cza największą (algiebraicznie) liczbę całkowitą, zawierającą się w licz- 
bie x. Wykres tej funkcji mamy na rys. 17(a). 
y=x—[ax]. (Rys. 17b.) 
y=N a= [e]. (Rys. 17c.) 
y=le]+ Vr— [e]. (Rys. 17d.) 
y=la—[e]]", [æl]+ fæ- [z]. 

Y=lV2], a] 0 ANZZJĘ T (i=j 

7. Określmy y jako największy czynnik pierwszy liczby x. (Porów. 
Przykł. VII. 6). 

Funkcja y jest, oczywiście, określona tylko dla wartości całkowi- 
tych zmiennej x. 


Ssp py 
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Jeżeli c=+l, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8, 9, 10, 11, 12, 18... 
to J= 1,2 3, 2,5,3,7,23 l G a 


Wykres składa się z odosobnionych punktów. 


Rys. 17a. Rys. 17b. 


Rys. 17c. Rys. 17d. 


8. Określmy y jako mianownik liczby « (porów. Przykł. VII. 7). 
Funkcja y jest określona tylko dla wymiernych wartości zmiennej æ. Mo- 
żemy wyznaczyć dowolną liczbę punktów wykresu, nie otrzymamy jed- 
nak krzywej, w zwykłym znaczeniu tego wyrazu. Nie będziemy też mieli 
punktów, któreby odpowiadały wartościom niewymiernym zmiennej nie- 
zależnej. 

Wykreślmy prostą, łączącą punkt (V—1, N) z punktem (N, N). 
Dowieść, że na prostej leży tyle punktów naszego wykresu, ile jest liczb 
mniejszych od N i pierwszych względem N. 

9. Niech będzie y=0, gdy xœ jest liczbą całkowitą, oraz y=x, gdy 
x nie jest całkowite. Wykres możemy otrzymać z prostej y=x, usuwa- 
jąc z niej w myśli punkty 


cd I Dy (0, 0), (1, 1), (2, 2)... 
a natomiast dołączając do niej punkty 

„(—1, 0), (0,0), (1,0), (2, 0)... 
leżące na osi «a-ów. 
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Czytelnik może nam zarzucić, że funkcja ta jest dziwaczna, sprzecz- 
na ze zdrowym rozsądkiem. Jeżeli y=« przy wszystkich wartościach xœ 
z wyjątkiem całkowitych, to dlaczego nie miałoby ono równać się temuż 
x przy całkowitych wartościach na x? Odpowiedź na to prosta: dlacze- 
go y miałoby zawsze równać się x* Przecież nasza funkcja w zupełno- 
ści odpowiada określeniu funkcji: istnieje związek pomiędzy x i y, na 
mocy którego, znając z, możemy wyznaczyć odpowiednią wartość na y. 
Sam rodzaj związku mamy prawo wybrać zupełnie dowolnie. 

10. Niech będzie 


y=0, gdy «a=—2%, 
gila gdy ca=—1 
y=sinz, gdy —„Za<!h 
y=«, gdy l<a<2, 


z wyjątkiem tylko przypadku, gdy x=1%,; y niech się równa wówczas 
—1. Przy x==3, niech y przybiera wszelkie wartości pomiędzy —1 a+1. 
Wreszcie załóżmy, że y nie jest wcale określone dla innych wartości 
zmiennej z. Wykres tej funkcji mamy na rys. 18. Składa się on z łu- 


Rys. 18. 


ku L, z odcinka P, z odcinków M, N, (z których jednak należy w myśli 
usunąć punkty środkowe i końce, bliżej leżące do osi «x-ów), wreszcie 
z odosobnionych punktów 4, B, ©, D. Podkreślamy, że y ma nieskoń- 
czenie wiele wartości dla =3, po dwie wartości dla «=—l1, dla 
Ii<z<lhidlal'j<a<2, jedną wartość dlaq=—2!,, dla — 1, <q 41/4 
i dla z=l',, wreszcie nie ma żadnej wartości dla innych wartości z. 

Powyższy przykład przytoczyliśmy jedynie w celu zilustrowania 
różnych możliwych funkcji; nie twierdzimy wcale, że taka funkcja mo- 
że mieć praktyczne zastosowanie. Niemniej jednak czytelnik nie po- 
winien sądzić, że tylko to, co jest proste i oczywiste, posiada war- 
tość praktyczną: w Przykł. VII. 4, 5 widzieliśmy funkcje, które na- 
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sunęły się nam przy badaniu zjawisk fizycznych, a które były okre- 
ślone różnemi wzorami dia różnych wartości zmiennej niezależnej. 

11. Niech będzie y=1, gdy x jest wymierne, i y=0, gdy œw jest 
niewymierne. Wykres składa się z punktów, leżących na dwuch pro- 
stych: na y=l i na y=0. Oko nie potrafi odróżnić tego wykresu od 
dwuch wymienionych prostych, w rzeczywistości jednak na każdej z tych 
prostych brak nieskończenie wielu punktów. 


12. Niech będzie y=x, gdy æ jest niewymierne, oraz 
y=V(-rp?)/(l+q), gdy x jest liczbą wymierną p/q. 


Rys. 19. 


Wartościom niewymiernym zmiennej a odpowiada zbiór punktów, 
które nie tworzą żadnej linji ciągłej, których jednak na oko niepodobna 
odróżnić od prostej y=a. 

Weźmy teraz pod uwagę wartości wymierne na v, a mianowicie 
dodatnie. Nie możemy mieć teraz y=x=p/q, chyba tylko wówczas, gdy 
p=q, czyli gdy x=1. Tak więc żaden punkt tej części wykresu nie mo- 
że leżeć na prostej y=x, z wyjątkiem tylko punktu (1, 1). Jeżeli p<q, to 
VQ-Ep?/+q3)>p/q, jeżeli zaś p>q, to V(I+p/l+q)<p/ą. Tak więc 
punkty wykresu leżą nad prostą y=a, 0 ile tylko O<a<l, leżą zaś 
pod tą prostą, o ile x>1. Dla dużych wartości p, q, wartość funkcji 
Vatre) mało się różni od p/ą. Otóż w pobliżu każdej wartości 
na z możemy znaleźć dowolną liezbę ułamków wymiernych o dużych 
licznikach i mianownikach, zatym wykres nasz musi zawierać dowolną 
liczbę punktów, skupionych w pobliżu prostej y=x. Część wykresu, od- 
powiadająca wartościom dodatnim na v, wygląda tak: prosta y = z, 
otoczona rojem odosobnicnych punktów, które się zagęszczają coraz bar- 
dziej, gdy zbliżamy się do tej prostej. 
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Część wykresu, odpowiadająca wartościom ujemnym na w, składa 
się z takiego samego roju punktów odosobnionych, skupionych przy pro- 
stej y=—a, lecz sama ta prosta do wykresu nie należy. 

20. Wykreślne rozwiązywanie równań z jedną niewia- 
domą. Wiele równań można z łatwością przedstawić w po- 
staci 

rIoeCOW. «60. at) 
gdzie f(x) i (w) są to funkcje, których wykresy łatwo dają 
się zbudować. Rzecz jasna, że jeśli krzywe 
y=f(v) oraz y=ę(2) 
przecinają się w punkcie P o odciętej ¢, to c=< jest pierwiast- 
kiem równania (1). 

Przykłady XVIII. 1. Równanie kwadratowe ax*+2bx-+c= 0 

możemy rozwiązać wykreślnie wieloma różnemi sposobami. Możemy np. 


wykreślić funkcje 
y=ax-+-2b, y=—cjz, 
przecięcie się tych wykresów da nam pierwiastki równania, o ile takowe 
istnieją. Moglibyśmy też wziąć dwie inne funkcje 
2bc+c 
a 
Ale najprostszy sposób jest prawdopodobnie następujący: wykreślamy 


koło 
a(x?+y?)+2bx+c=0, 


którego środek leży w punkcie (—b/a, 0), promień zaś równa się X zac, 
Punkty przecięcia się tego koła z osią x-ów dają pierwiastki równania. 

2. Rozwiązać temi trzema sposobami równania 

u” +2r—3=0, x?’—7x+4=0, 3a?+20—2=0. 

3. Równanie x"+ax+b=0 daje się rozwiązać zapomocą krzy- 
wych y=xam, y=—(ax-+-b). 

4 Sprawdzić następującą tabliczkę pierwiastków rzeczywistych 
(o ile takowe istnieją) równania 

cm--aq-+b=0 
fb dodatnie, dwa pierwiastki albo żadnego, 


(1)m parzyste lb ujemne, dwa pierwiastki. 


fa dodatnie, jeden pierwiastek, 


aapa z yste (a ujemne, trzy pierwiastki albo jeden. 


Ułożyć przykłady liczbowe, któreby ilustrowały wszystkie powyż- 
sze przypadki. 
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5. Wykazać, że równanie tgx=ax+b ma zawsze nieskończenie wie- 
le pierwiastków rzeczywistych. 

6. Wyznaczyć liczbę pierwiastków rzeczywistych w równaniach 

sinc=x, sinxz=x/3, sinc=x/8, sincq=x/120. 

7. Dowieść, że jeśli a jest niewielką liczbą (np. a=0'01), wówczas 

rownanie 
c—a=śnsin*a 

ma trzy pierwiastki rzeczywiste. Zbadać przypadek, gdy a jest ujemne 
i blizkie zera. Jak zmienia się liczba pierwiastków wraz ze zmianą 
liczby a? 

21. O funkcjach dwuch zmiennych i o ich wykresach. 
W § 9-ym mówiliśmy o dwuch zmiennych, związanych z sobą 
pewną zależnością. Możemy również badać trzy zmienne 
(£, Y, 2), związane z sobą pewną zależnością, na mocy której 
wartość (lub wartości) zmiennej z możemy uważać za dane, 
skoro tylko znamy wartości zmiennych z i y. W takim razie 
z nazywamy funkcją dwuch zmiennych x, y, zmienne z, ynazy- 
wamy konsekwentnie niezależnemi, z zaś nosi nazwę zmiennej 
zależnej. Możemy tę zależność wyrazić symbolicznie równaniem 


z=f(x, y). 

Uwagi $ 9-go dadzą się, mutatis mutandis, zastosować 
i do tego przypadku. 

Metoda wykreślnego przedstawienia funkcji dwu zmien- 
nych jest w zasadzie taka sama, jak dla funkcji jednej zmien- 
nej. Musimy tylko wziąć trzy prostopadłe do siebie osie 
OX, OY, OZ w przestrzeni trójwymiarowej. Punktem (a, b, c) 
będziemy nazywali punkt, którego odległości od płaszczyzn 
YOZ, ZOX, XOY, mierzone równolegle do osi OX, OY, OZ, 

wnają się odpowiednio a, b, c. Naturalnie, musimy uwzględ- 
nić znaki odcinków, mianowicie długości, mierzone w kierun- 
kach OX, OY, OZ będziemy uważali za dodatnie. Określenia 
spółrzędnych, osi í początku spółrzędnych pozostają bez zmiany. 

Przypuśćmy, że mamy daną funkcję 


z=f(a, y). 


Gdy x i y zmieniają się, punkt (x, y, ż) porusza się 
w przestrzeni. Zbiór wszystkich jego położeń nazywamy miej- 
scem gieometrycznym punktu (z, y, z) albo też wykresem funkcji 
z=fíx, y) Jeżeli zależność pomiędzy zmiennemi z, z, y daje 
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się wyrazić zapomocą analitycznego wzoru, nazywamy ten wzór 
równaniem miejsca gieometrycznego. 


22. O równaniu płaszczyzny. Czytelnik dowiedzie z ła- 
twością, że spółrzędne punktu, dzielącego odcinek PQ w sto- 
sunku „:A, są 


J 3 a 1 + 
a+ psa. Xb--uf KC UT 


Au * hę ' Ap ' 
gdzie a, b, e są spółrzędnemi punktu P, a a, B, y spółrzędnemi 
punktu Q (porów. Przykł. VIII. 3). 

Możemy stąd otrzymać bezpośrednio następujące ważne 
twierdzenie: ogólne równanie pierwszego stopnia z trzema zmien- 
nemi przedstawia płaszczyznę. 

Jakoż niech będzie dane równanie 


ac --by+-c2--d=0 


i niech będą (z,, y,, 2,) oraz (£3, Yz, 2.) dwa punkty P, Q, 
leżące na wykresie funkcji z (albo, innemi słowy, należące do 
miejsca gieometrycznego, przedstawionego przez powyższe rów- 
nanie). W takim razie musi być 


AX, dy, --C2,-4= 0, 
AX, BY+--02, --d=0. 


Mnożąc te dwa równania odpowiednio przez A i p, dodając do 
siebie i dzieląc sumę przez A--p, otrzymujemy 


KL; + Pta WB AY Pusia AZ, -4 Pfa 


b A ti d= 0. 


a z + 
A-- A+- 1. KA. 


Widzimy, że miejsce gieometryczne, o które chodzi, jest tego 
rodzaju, że jeśli P i Q leżą na nim, to leży na nim również 
punkt R, dzielący odcinek PQ w stosunku dowolnym p:A, in- 
nemi słowy: prosta PQ leży na tym miejscu gieometrycznym. 
Ponieważ zaś punkty P, Q (a więc i prostą PQ) obraliśmy do- 
wolnie, zakładając tylko, że należą one do danego miejsca gieo- 
metrycznego, zatym miejsce to czyni zadość określeniu pła- 
szczyzny. 

Odwrotnie: równanie każdej płaszczyzny jest stopnia pierw- 
sżego. Istotnie, niech będą (%,, Wy, £,), (X, Ya; 23), (4; Yz; 25) 
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trzy dowolne punkty płaszczyzny. Możemy dobrać liczby a, b, 
c, d tak, by zachodziły związki 


ax -|-by, +62, -Hd=0, 
a£, }bY, + c2; +4=0, 
ax, tby; 4-2; +d=0. 


Możemy tedy wyznaczyć miejsce gieometryczne, przecho- 
dzące przez trzy nasze punkty i mające równanie 

aa --by+-cz--d=0, 

Ale widzieliśmy, że miejsce o takim równaniu jest pła- 
szczyzną, i rzecz jasna, może to być tylko owa dana nam pła- 
szczyzna. Tak więc równanie płaszczyzny jest równaniem 
pierwszego stopnia. 

Przykłady XIX. 1. Jeżeli mamy dane trzy punkty (a, bi, 6i) 
(a, b2, Ca), (a, b3, cz), wyznaczające płaszczyznę, wówczas na tej pła- 

K + 
szczyźnie leży również punkt o spółrzędnych a it. d. Dobie- 
Aruby 
rając w odpowiedzi sposób stosunki A:u:v, możemy osiągnąć to, że po- 
wyższy punkt zleje się z jakimkolwiek zgóry danym punktem tej pła- 
szczyzny. 

2. Za pomocą takiego rozumowania, jak zastosowane w § ll-ym, 
dowieść, że ogólne równanie pierwszego stopnia przedstawia płaszczyznę. 

3. Równanie kuli, mającej Środek w punkcie (a, b, c) i promień 
równy r, jest 

(c—a)?+(y—b)*+(2—c)?==r*. 
Odwrotnie: równanie powyższego kształtu zawsze przedstawia kulę. 

4. Otrzymać dla płaszczyzny i kuli twierdzenia, analogiczne do 
podanych w Przykład. IX. 3—9, 11—14. 

23. O krzywych płaskich. Chcąc zaznaczyć, że między 
zmiennemi x i y istnieje zależność funkcjonalna, posługiwaliś- 
my się dotąd symbolem 

y=f(x) = E olo a (1) 

Rzecz jasna, że symbol ten jest szczególnie dogodny 
w przypadku, gdy y daje się wyrazić w postaci jakiegoś wzo- 
ru, zawierającego tylko zmienną v, np. gdy mamy 


y=a, y=acos*x--bsin?z it. p. 


Nieraz jednak miewamy do czynienia z funkcjami, które 
albo nie dają się wcale w ten sposób wyrazić, albo też pro- 
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wadzą do wzorów w praktyce nieużytecznych. Jeśli np. ma- 
my y—y—x=]l albo 2*+y5—ay=0, wówczas, jak wiadomo, 
niepodobna rozwiązać takiego równania względem zmiennej y, 
czyli niepodobna wyrazić y zapomocą wzoru, zawierającego 
tylko zmienną z. Jeżeli mamy równanie 
any? -—-2ga0-2fy--0=0, 

możemy wprawdzie otrzymać wzór 

ya pey ne, 
ale o wiele łatwiej można zbadać ten związek funkcyjny, po- 
sługując się pierwotnym równaniem. 

Zauważmy, że w powyższych przypadkach możnaby wy- 
razić istnienie związku funkcjonalnego przez przyrównanie do 
zera symbolu funkcji dwuch zmiennych, czyli przez równanie po- 
staci 

KGRODZÓO e s b e Bom 6 4 (2 

Bardzo często będziemy się posługiwali tym równaniem 
jako sposobem wyrażania związku funkcjonalnego. Zawiera 
ono równanie (1) jako przypadek szczególny, gdyż y— f(x) jest 
tylko szczególną formą symbolu f(x, y) Możemy tedy mówić 
o miejscu gieometrycznym punktu (x, y), odpowiadającym rów- 
naniu f(x, y)=0, o wykresie funkcji y, określonej przez wzór 
f(x,y)=0, o krzywej f(x, y)=0 i o równaniu tej krzywej. 

Istnieje inny jeszcze sposób przedstawiania krzywych, 
w wielu razach bardzo dogodny. Przypuśćmy, że zmienne viy 
są obie funkcjami pewnej zmiennej t, którą uważamy za po- 
mocniczą i której nie nadajemy żadnego znaczenia gieometrycz- 
nego. Możemy wówczas napisać 

Bzjdo W=M(U) o o o c 6 a » (8) 

Jeżeli na £ damy jakąkolwiek wartość, wyznaczymy od- 
powiednie wartości na z i y. Każda para takich warto- 
ści wyznacza punkt (x, y) Badając wszystkie punkty, odpo- 
wiadające różnym wartościom zmiennej pomocniczej t, otrzy- 
mamy wykres krzywej, określonej przez równania (3). Przypuść- 
my np., że mamy równania 

c=acost , y=asint 


i że £ zmienia się od 0 do 2r. Łatwo przekonać się, że punkt 
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(x, y) zakreśla okrąg koła, którego środek leży w początku 
spółrzędnych, promień zaś równa się a. Jeżeli t przekracza 
wartość 2m, punkt (x, y) zakreśla znów ten sam okrąg. W da- 
nym wypadku możemy z łatwością otrzymać wzór, dający bez- 
pośrednio związek między z i y. Jakoż wystarczy wyrugować 
zmienną £ przez podniesienie do kwadratu obu równań i doda- 
nie ich do siebie; otrzymujemy równanie z*+y”=a*. 
Przykłady XX. l. Punkty przecięcia się krzywych /(«, y)=0 
i ẹ(x, y)=0 wyznaczamy, rozwiązując ten układ dwuch równań. 
2. Wykreślić krzywe (u+y)?=l, cy=l, x*—y'=1. 
3. Równanie f(x, y)+hy(x, y)=0 przedstawia krzywą, przechodzą- 
cą przez wszystkie punkty przecięcia się krzywych /(x,y)=0 i ę( z )=0 
4. Jakie miejsca gieometryczne dane są przez równania 
(I) w=at+b, y=cttd; 
(M zx/a=2t/(1+t), yla=(1—t2)/(1+t*) , 


jeżeli zmienna pomocnicza t przybiera wszelkie wartości rzeczywiste? 


24. O miejscach gieometrycznych w przestrzeni. Miej- 
sca gieometryczne w przestrzeni bywają dwuch różnych rodza- 
jów, których najprostszemi przykładami są: płaszczyzna i prosta. 

Punkt poruszający się po prostej posiada jeden sto- 
pień swobody. Kierunek jego ruchu jest ustalony; jeżeli 
znamy jego prędkość (którą możemy uważać za liczbę względ- 
ną), wówczas ruch możemy uważać za wyznaczony w zupełno- 
ści. Innemi słowy: położenie dowolnego punktu A na ozna- 
czonej prostej daje się ustalić za pomocą jednego pomiaru, 
mianowicie wystarczy w tym celu zmierzyć odległość punktu 
A od jakiegoś stałego punktu na tej prostej. Jeśli tę prostą 
utożsamimy z prostą Z w rozdziale J, wówczas położenie do- 
wolnego jej punktu będzie wyznaczone przez jedną spół- 
rzędną z. Przeciwnie, punkt poruszający się po płaszczyźnie 
ma dwa stopnie swobody. Chcąc ustalić rodzaj jego ru- 
chu, musimy znać jego prędkości składowe w dwuch róż- 
nych kierunkach. Innemi słowy: aby wyznaczyć położenie punk- 
tu na płaszczyźnie, musimy znać dwie jego spółrzędne. 

A teraz przyjrzyjmy się równaniom tych dwu miejsc gieo- 
metrycznych. Płaszczyzna dana jest przez równanie kształtu 
ax--By--q2--0=0. Z pośród tych trzech spółrzędnych możemy 
dwie np. y, z wybrać dowolnie; trzecia jest wówczas wyzna- 
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czona. Prosta jest przecięciem się dwuch płaszczyzn, które 
niech będą dane przez równania 

ax--by--cz--d=0, ac-+py-+-qr2-0=0 . . . (1) 
Jeżeli jedną z trzech spółrzędnych obierzemy dowolnie, dwie 
inne będą przez to samo wyznaczone, i tak samo położenie 
punktu na prostej będzie wyznaczone. 

Przez daną prostą możemy, oczywiście, poprowadzić dowolnie 
wiele płaszczyzn. Mogłoby się wobec tego wydawać, że między spół- 
rzędnemi punktu na prostej może zachodzić więcej niż dwa związ- 
ki. Tak jest istotnie, ale te związki nie są od siebie niezależne. Rów- 
nanie każdej płaszczyzny, przechodzącej przez prostą przecięcia się pła- 
szczyzn (1), ma kształt 

ax +by+cz+d-+kA(au-rBy-+qyz+8)--0, 
jest więc prostym wynikiem dwu równań (1). 


Miejsce gieometryczne punktów, dane przez równanie 


z=f(z, y), 

nazwiemy powierzchnią. Może ono odpowiadać albo nie odpo- 
wiadać zwykłemu pojęciu powierzchni. 

Rozważania § 2l-go możemy, oczywiście, uogólnić tak, 
by otrzymać określenie funkcji trzech zmiennych f(x, y, 2) 
albo nawet funkcji dowolnej liczby zmiennych. I, jak w $ 28-im 
umówiliśmy się, że symbol f(x, y)=0 będziemy uważali za ogól- 
ne równanie krzywej płaskiej, tak samo teraz umówimy się, że 

fa, Y, 2)=0 

będziemy uważali za ogólne równanie powierzchni. 

Konsekwentnie krzywą przestrzenną nazwiemy miejsce 
gieometryczne, dane przez układ dwuch równań bądź to typu 
z=f(x, y), bądź typu f(x, y, 2)=0. Tak np. prosta może być 
dana przez układ dwuch równań kształtu axc--By--qj2--8=0. 
Koło możemy otrzymać, przecinając kulę płaszczyzną, zatym 
koło może być dane w przestrzeni przez układ dwuch nastę- 
pujących równań: 

(6—a)2-—(y —B*--(2—0)7=r*, ac-+-py-q2-|-8=0. 

Przykłady XXI. 1. Co przedstawia układ trzech równań 

kształtu f(x, y, z)=0? 


[Dwa którekolwiek równania wyznaczają krzywą, która przecina 
powierzchnię, wyznaczoną przez trzecie równanie, w pewnej liczbie punk- 
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tów. Tak więc układ nasz wyznacza wogóle pewną liczbę odosobnionych 
punktów]. 

2. Trzy równania linjowe przedstawiają punkt. 

3. Równania krzywej tym się różnią od równania powierzchni, że 
nie zmieniając osi, możemy równaniem krzywej nadawać rozmaite kształ- 
ty, mianowicie którekolwiek z dwuch równań, wyrażających krzywą, mo- 
żemy przekształcić zapomocą drugiego z nich. Np. dwa równania y=l, 
«?ry?-+2?=2, wyznaczające pewne koło, możemy zastąpić układem y=l, 
0-z%=1, 

4. Na płaszczyźnie XOY mamy daną krzywą f(x, y)=0; jakie są 
równania tej krzywej, jeśli rozważamy ją w przestrzeni? |/(a,y)—0, z=0.] 

5. Walce. Jakie miejsce gieometryczne w przestrzeni (jaka po- 
wierzchnia) odpowiada równaniu f(z,y)=0% 

[Wszystkie punkty powierzchni ezynią zadość równaniu /(a,y)=0. 
bez względu na to, jaką mają trzecią spółrzędną z. Krzywa 
f(x, y)=0, ż=0 wyznaczona jest jako przekrój powierzchni płaszczyzną 


Rys. 20. 


XOY. Wykreślmy płaszczyznę ż=a, przecinającą płaszczyzny ZOX, 
ZOY według prostych O'X’, O'Y’; te dwie proste wraz z prostą O'Z 
obierzmy jako nowe osie spółrzędnych (rys. 20). Rzecz jasna, że mamy 
x=g', y=y, zatym f(x’, y')=0. Tak więc krzywe, według których dwie 
równoległe płaszczyzny z=0 i z=a przecinają powierzchnię, różnią się 
od siebie tylko położeniem w przestrzeni: gdybyśmy pierwszą z nich 
przesunęli równolegle do osi z-ów o odcinek a, pokryłaby się ona z dru- 
gą. Wobec tego możemy utworzyć tę powierzchnię, prowadząc ze wszyst- 
kich punktów krzywej f(x,y)=0, z=0 proste, równoległe do osi OZ. Ta- 
ką powierzchnię nazywamy walcową.] 

6. Znaleźć interpretację gieometryczną dla równań: (1) y=ma-+-c, 
(II) y=mx+c, z=a, (IM) x*+y=1, (IV) a?Fy?=1, z=a, jeżeli mają to 
być równania miejsc gieometrycznych w przestrzeni trójwymiarowej. 

7, Wykreślne przedstawienie powierzchni na płaszczyźnie. 
Mapy topograficzne, Na pierwszy rzut oka mogłoby się wydawać rze- 
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czą niemożliwą dokładne przedstawienie powierzchni za pomocą rysunku 
płaskiego; tak jest istotnie, ale pewne pojęcie o powierzchni taki rysu- 
nek dać może. 

Przypuśćmy np. że mamy daną powierzchnię z=f(a, y). Dając na 
z wartość a, otrzymujemy równanie pewnej krzywej, którą możemy wy- 
rysować, opatrując ją znaczkiem, albo cechą (a). Ta krzywa (a), zwana 
warstwicą, nie jest niczym innym, jak rzutem na płaszczyznę XOY prze- 
kroju powierzchni 3=/(ux, y) przez płaszczyznę z=a. (Rys. 20). Powtarza- 
jąc tę czynność przy różnych wartościach na a, otrzymujemy figurę 
w rodzaju tej, którą mamy na rys. 21. Widok tej figury przypomina nam 
mapy sztabowe, jakoż mapy te są na tej zasadzie rysowane. Na rys. 21 
warstwica 1000 jest rzutem na płaszczyznę poziomu morza przekroju po- 


Że Gł 4 


1000 : 


Rys. 21. 


wierzchni ziemi przez płaszezyznę, równoległą do płaszczyzny poziomu 
morza ileżącą na wysokości 1000 metrów nad tym poziomem *). 

8. Wykreślić warstwice, któreby zilustrowały kształt powierzchni 
22 3y: 

9. Stożki proste kołowe. Obierzmy początek spółrzędnych 
w wierzchołku stożka i skierujmy oś z-ów wdłuż osi stożka (rys. 22 i 23). 
Niech będzie P dowolny punkt na powierzchni stożka, © i P’ rzuty jego 
na oś OZ i na płaszczyznę XOY, wreszcie a niech będzie kąt POZ. Je- 
żeli z, y, z są spółrzędnemi punktu P, wówczas 

TY = OBSECP=GIC" EEE 

Tak więc równanie stożka ma kształt a*+y”—z?tg?a=0, przyczym stożek 
należy wyobrażać sobie jako rozciągający się nieograniczenie w górę 
i w dół od płaszczyzny XOY na naszym rysunku. 


10. Powierzchnie obrotowe w ogólności. Stożek, o którym 
mowa w poprzednim zadaniu, przecina płaszczyznę ZOX według dwu 
prostych z= +ztga, tak iż x?=2°tg’a możemy uważać za łączne równanie 


*) Oczywiście, nie uwzględniamy w tym rozumowaniu krzywizny 
ziemi. 
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tych prostych. Porównywując to równanie z równaniem stożka, widzi- 

my, że drugie otrzymać można z pierwszego, zastępując æ? przez 2*--y?. 
Dowieść ogólnie, że równanie powierzchni, utworzonej przez obrót 

dokoła osi z krzywej y-0, «=f(2), ma kształt Va*+y?=/(z), czyli 


z?’ ry =f), 
Sprawdzić to (I) na prostej y=0, {x=1; (II) na kole y=0, x*+ =L. 


Rys. 22. Rys. 23. 


11. O stożkach w ogólności. Powierzchnię, utworzoną przez 
proste, przechodzące przez stały punkt, nazywamy stożkiem, stały punkt 
nazywa się wierzchołkiem stożka. Stożek kołowy jest, oczywiście, tylko 
szczególnym przypadkiem ogólnego pojęcia stożka. ł 

Dowieść, że równanie stożka, mającego wierzchołek w początku 
spółrzędnych, jest kształtu 


(>. 0, 
4a 


wz jm 


1 że odwrotnie: każde równanie tego kształtu przedstawia stożek. 

[Jeżeli punkt (x, y, z) leży na stożku, to musi na nim leżeć rów- 
nież punkt (Xe, ky, he), bez względu na wartość spółczynnika A]. 

12. Powierzchnie prostolinjiowe. Walce i stożki są tylko szcze- 
gólnym przypadkiem powierzchni, utworzonych przez proste, czyli powierzch- 
mi prostolinjowych. 

Układ dwuch równań 

c=azżz tb) 

CE WETWIPGMEJ > s (66 
przedstawia prostą. Przypuśćmy, że spółczynniki a, b, c, d nie są licz- 
bami stałemi, lecz przeciwnie są funkcjami pewnej zmiennej 
pomocniczej t. Dla każdej poszczególnej wartości t, układ (1) daje 
oznaczoną prostą. Gdy t zmienia się, prosta porusza się i zakreśla po- 
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wierzchnię, której równanie można znaleźć, rugując zmienną t z rów- 
nań (1). 

Np. na rys. 23 niech proste OL, OZ tworzą kąt «a; odcinek PP' 
niech będzie prostopadły do płaszczyzny XOY, a kąt XOP’ niech się 
równa t. Równania prostej OL są 


x=ztga. cost | 
y=ztgasint f 


Rugując t, otrzymujemy równanie stożka a? ry? =z* tga. 

Inny prosty przykład powierzchni prostolinjowej jest następujący: 
przetnijmy walec kołowy prosty dwiema płaszczyznami prostopadłemi do 
osi i odległemi od siebie o Z (Rys. 24a). Wyobraźmy sobie, że powierzch- 
nia walea jest utworzona przez cienkie równoległe pręciki prostolinjowe 
(takie, jak PQ) o długości I, pręciki te są przytwierdzone z obu końców 
do dwuch okręgów o promieniu a. 


Rys. 24a. Rys. 24b. 


Przypuśćmy dalej, że w odległości h od płaszczyzny jednego z okrę- 
gów przecięliśmy walec nową płaszczyzną, równoległą do obu poprzed- 
nich przekrojów; otrzymaliśmy trzeci okrąg (rys. 24a, okrąg przez punk- 
ty q Q). Wyobraźmy sobie teraz, że pręcik PQ odwiązaliśmy z jedne- 
go końca, obróciliśmy dokoła P tak, by koniec Q znalazł się na tym 
trzecim okręgu, powiedzmy w punkcie Q’, i tam go przytwierdziliśmy. 
Jeżeli powtórzymy to ze wszystkiemi pręcikami, leżącemi na walcu, po- 
wstanie nowa powierzchnia, której kształt ogólny mamy na rys. 24%. 
Rzecz jasna, że kąt 40Q7'=a dany jest przez równanie 
42 


) 


P-RR=qQ"= ( 2a sin 


e x 


ZADANIA DO ROZDZIAŁU II. 


1. Jeżeli y-:f(x)=(ax«--b)/(cx—a), wówczas c=f(y). 
2. Jeżeli przy wszelkich wartościach zmiennej œ mamy f(x)=/(— r), 
Wykład czystej matem. 5. 
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nazywamy f(x) funkcją parzystą, jeżeli zaś mamy /f(x)=—f(—=), nazy- 
wamy f(x) funkcją nieparzystą. Dowieść, że każdą funkcję, określoną dla 
wszelkich wartości zmiennej x, możemy uważać za sumę funkcji parzy- 
stej i funkcji nieparzystej. 
[Wyjść z tożsamości f(2)=31/(2)+f(-a3+H/(2)-F(- x) 
TENZ 


3. Wyznaczyć wszystkie wartości x, przy których = 
V 


jest 
= 
liczbą wymierną. 
4. Wykreślić funkcje 
3sinx+4c0sx, sinj- M sina) ; 
ys j 
5. Wykreślić funkcje 


sin» sin ry? 
sin r(a cose +b sin*r), IM © (a costr+b sin*r), amay . 


a 
6. Wykreślić funkcje 


(l) arccos(2r*— |) — Zarc cos r, 


ate 
(11) are tg : 


are tga~aretgr , 


jeżeli symbole arc cosg, aretga oznaczają najmniejszy dodatni (lub ze- 
rowy) kąt, którego dostawa lub styczna równają się a. 

7. Mając dane wykresy funkcji f(x) i ę(x) oraz prostą y-x można 
w następujący sposób zbudować wykres funkcji /lę(x)i: na osi OX od- 
kładamy O0A-x, wykreślamy AB równolegle do QOY aż do spotkania 
w punkcie R z krzywą y=4(zx), następnie prowadzimy BC równolegle do 
OX aż do spotkania w punkcie C z prostą y=x, dalej kreślimy CD rów- 
nolegle do OY aż do spotkania w D z krzywą y=f(x), wreszcie kreśli- 
my DP równolegle do OX aż do spotkania w P z prostą AB; punkt P 
łeży na żądanym wykresie. 

8. Dowieść, że odcięte punktów przecięcia się paraboli y=x? Z ko- 
łem a»? ry? +(p—l)y+qx--0, różnych od początku spółrzędnych, są pier- 
wiastkami równania 

ad- prta 0. 


9. Pierwiastki równania z'+-na*+-pax*+|-qa +r=0 są odciętemi punk- 
tów, w których parabola x*=y—żnx przecina koło 


f(n pm m | 6 n”) 
ESY St pa EA 
z try+t(g 2 + 7 l 1ja + |p l r jyt 0. 


10. Zbadać rozwiązanie wykreślne równania 
auar EDT OSG 


za pomocą krzywych y=x”*, y=—ax?—bx—ec. Ułożyć tabliczkę, wskazu- 
jącą liczbę możliwych pierwiastków. 
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11. Wykazać, że równanie 
2r=(2n + 1)r(1—cosz), 


w którym n jest liczbą całkowitą dodatnią, ma dokładnie 2n--3 pier- 
wiastki rzeczywiste. Wskazać, gdzie, mniej więcej, leżą te pierwiastki. 
(Mathem. Trip. 1896). 
12. Zbadać liczbę i wartość pierwiastków następujących równań: 
(1) ctgr+r+ir=0, (2) x*+sin*x=l, (3) tga=2e/(1+a*), 
(4) sinr—x+;2x*=0, (5) (1—cos x)tg a—x+sin x=0. 

13. Wyznaczyć wielomian 5-go stopnia, który przy a =—1, —4, 0, 
4, 1 przybierałby odpowiednio wartości 3, 7, 2, 0, 4. 

14. Dowieść, że wielomian drugiego stopnia, który przy x=a, b, c 


ma odpowiednio wartości «, 8, y, posiada kształt 


„(e byfr=e) , „(r=cdlfr-=a) „„s=a)(r—b) 


(a-b)(a=c) "(h=c)lb=a) (cza) (cb) 


Znaleźć analogiczny wzór dla wielomianu stopnia (»—1)-ego, który przy 
L=, dą, -.. an Ma Odpowiednio wartości a,, ©, ... An. 

15. Jeżeli x jest funkcją wymierną zmiennej y, a y funkcją wy- 
mierną zmiennej x, wówczas musi być Axy-+ Bx+ Cy+ D-0. 

16. Jeżeli y jest funkcją wymierna zmiennej x o spółczynnikach 
wymiernych, wówczas każdej wymiernej wartości na x odpowiada wy- 
mierna wartość na y. 

17. Jeżeli y jest funkcją algiebraiczną zmiennej x, wówczas, od- 
wrotnie, x jest funkcją algiebraiczną zmiennej y. 

18. Sprawdzić, że gdy O<x<1, wówczas 


daje przybliżoną wartość funkcji cos. Przy jakich wartościach na v 


wartości dwu tych funkcji są sobie równe? 
19. Równanie 


n(n=1) 


aor" -nayc" ty + Why e Fay 50 


przedstawia n prostych, przechodzących przez poezątek spółrzędnych. 


20. Dowieść, że prosta Ax- By+ C-=0 tworzy trójkąt równoboczny 
z dwiema prostemi 


(Ar + Byf (Ay - Br)*=0. 
( Mathem, Trip. 1906). 
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21. Jeżeli na odcinku, łączącym punkt (x,y) z punktem (x, y'), 
wykreślimy jako na średnicy koło, to równanie koła będzie 
(x—x')(z—«')+(y>y yy ')=0. 


22. Ogólne równanie koła, przechodzącego przez punkty (c, y^) 
i(«”,y'), można napisać w dwuch postaciach następujących: 


M (z-zx'fy>y')-(a-x"fy>y)=(lr-zfa—2x")+(yv0ly>vy')ltga, 


+. NZ A 


(M (x-2 xr" + rlysyNy-y 


=0 
" r 


r tj ' 
m'—u u'—y' 


gdzie a jest kątem, wpisanym w jeden z odcinków koła. Wyrazić A za- 
pomocą a. 

23. Ogólne równanie koła, przecinającego pod kątem prostym ko- 
ło 1?-ky?+2kc-rc=0, jest «a? ry? +2py—c=0. Dając różne wartości na A, 
wykreślić układ takich kół prostokątnych do siebie. 

24. Ogólne równanie koła, przecinającego pod kątem prostym dwa 
dane koła 

«e?--y?—2a,x—2b,y+c,=0, aty? —2aga — bzy + C2=0, 


można napisać w postaci 


ary z y | tà ry 4 | 0 
C; a, b | a b, I | 
Cs M b | a h 1 | 
( Mathem. Trip. 1906). 
25. Dowieść, że walce a? +y=l i u*+z*=l przecinają się według 
dwuch krzywych płaskich. Naszkicować walce oraz krzywe ich prze- 


cięcia. 

26. Przecięcia stożka kołowego prostego przez płaszczyzny. 
Dowieść, że stożek x*ry?=z'tg?a i płaszczyzna z=xtg*+-c przecinają się 
według krzywej, której rzutem na płaszczyznę XOY jest krzywa 

a ry (rtg +e tga. 


Jeżeli dokonamy zmiany osi, a mianowicie za nowy początek przyj- 
miemy punkt O”, w którym oś OZ przecina płaszczyznę przekroju, nową 
oś O'n poprowadzimy w płaszczyźnie przekroju równolegle do OY, oś 
zaś O'$ w tej samej płaszczyźnie prostopadle do O'n, wówczas równanie 
krzywej przecięcia będzie 


$łcoR*R-+1q*=($sin*+c)'tgła . . . ... . (D 


Dowieść, że krzywa ta składa się albo z jednej zamkniętej gałęzi, 
albo z jednej nieskończonej, albo wreszcie z dwuch nieskończonych ga- 


łęzi, zależnie od tego, czy Zu, a w każdym z tych przypadków 


jest symetryczna względem O'4. 
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27. Dowieść, że równanie (1) poprzedniego zadania daje się wyra- 
zić w postaci 


(5-1) Fry =e(5—x)*, 
7 j c.sina. sint 
dzie e=smlnt.a8G6%, y= eM 
1 r 

sinat eost 

c.sina |1<sina. cost 

y.=— h TĘ a 

sint sinarcost 


z wyjątkiem tylko przypadku, gdy += a, gdyż w tym przypadku 


mamy 
e=l, q=—łc.c0sa, «=—że. seca(1+-sin?a). 


28. Dowieść, że krzywa, o której mowa w poprzednich dwu zada- 
niach, ma następującą własność: odległość każdego punktu krzywej od 
stałego punktu (y, 0) jest e razy większa, niż odległość tego punktu krzy- 
wej od stałej prostej G—x=0, czyli że krzywa jest stożkową, zgodnie 
z określeniem, znanym z kursu gieometrji elementarnej. Ta stożkowa 


jest elipsą, parabolą lub hiperbolą zależnie od tego, czy s i ma dwa 


ogniska oraz dwie kierownice, z wyjątkiem tylko przypadku, gdy e=l 
lub e=0. 
29. Niech będą 4, A' wierzchołki stożkowej, czyli punkty, w któ- 


rych stożkowa przecina oś symetrji O'$; niech będą S, S' ogniska, wresz- 
cie K, K' niech będą punkty, w których kierownice przecinają oś O'ć. 
Dowieść, że A i A' dane są przez równanie ;=Te. sina/cos(aF%), że A 
leży między S i K, punkt zaś A' pomiędzy S’ i K'i że długość osi 
wielkiej AA’ równa się 2c.sina. cosa. cos?%/(cos?+— sin?a). 

80. Jeżeli środek Č osi AA’ obierzemy jako początek spółrzęd- 
nych, nowe zaś osie poprowadzimy równolegle do O0'6, O'4, wówczas za- 
leżnie od tego, czy e<l, czy też e>l, równanie krzywej przybierze 
kształt 


gdzie a=jAA', b=avl=e'. 
albo też kształt 
wg 


ga =l, 


gdzie a=444', b=aVe?—1. Naszkicować kształt obu tych krzywych. 
31. Jeżeli e=1, wówczas oś O'$ przecina krzywą w jednym tylko 
punkcie 4, którego odcięta ,=— śe : seca. Jeżeli przeniesiemy osie równo- 
legle do tego punktu, równanie krzywej przybierze kształt y?=4ax, gdzie 
a-=4c. sina. tga. 
[Pragnących poznać dokładniej własności stożkowych, odsyłamy 
do podręczników gieometrji analitycznej, |] 
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32. Dowieść, że najogólniejsze równanie kwadratowe z dwiema 

niewiadomemi 
aa? + 2hacy by? + 2gx +2fy + c=0 
przedstawia stożkową. 

33. Dowieść, że powyższe równanie przedstawia elipsę, parabolę 
lub hiperbolę, zależnie od tego, czy h* Z ab. 

34. Równanie j 

aa? + Zhay +by* +2(ge -+ fy)(lc-+my) + c(lc-+ my)? =0 
jest równaniem dwuch prostych, łączących początek spółrzędnych z punk- 
tami, w których prosta łx+my=l przecina stożkową 
ax?’ + Zhacy +by?+ 29a + 2fy--c==0. 

35. Jeżeli stożek a*+y?=1 przetniemy dowolną płaszczyzną, byle 
nie równoległą ani też prostopadłą do osi stożka, wówczas przekrój jest. 
krzywą, posiadającą własności ogniskowe stożkowej. 

36. Krzywa 

(e, yele. y) ruF(a, y) P(x, y)=0 
przechodzi przez wszystkie punkty przecięcia się następujących krzywych: 
f(e,y)=0 z F(a,y)=0 f(a,y)=0 z P(x, y)=0; p(x, y)=0 z Flay)=0. 
wreszcie o(x, y)=0 z Ọ(x, y)=0. 

36. Jeżeli mamy Ah, =a,a«-b,y +e, , Wówczas równanie AL, Li +eL;L,=0 
jest ogólnym równaniem stożkowej, opisanej na czworoboku, utworzonym 
przez cztery proste: Ł,=0, L,=0, Zą:=0, £L,=0, wzięte we wskazanym 
porządku. 

38. Znależć równanie powierzchni, utworzonej przez obrót koła 


y=0, (1—a)?+-z*=1 
dokoła osi z-ów. Naszkicować kształt tej powierzchni. 
39. Jaki kształt mają wykresy funkcji 


(U) z=le]-ly|, (U) z=zty-|x|-lyl* 
40. Jaki kształt mają wykresy funkcji 
z=sing+4 siny, ż=sinx.siny, z=sinxy, z=sin(a*+y")? 


41. Wykreślanie liczb niewymiernych. W rozdziale I wskaza- 
liśmy dwa proste sposoby zbudowania odcinka o długości równej v2, 
wychodząc z danej jednostki długości. Wskazaliśmy również, w jaki spo- 
sób zbudować możemy pierwiastki równania ax*--bx |-c=0, jeżeli umiemy 
zbudować odcinki, których długości równają się dowolnie danym stosun- 
kom liczb a, b, c. Wszystkie takie konstrukcje można byłoby nazwać 
euklidesowemi, gdyż posługiwaliśmy się przy nich tylko cyrklem i li- 
njałem. i 

Rzecz jasna, że można zastosować te metody do zbudowania do- 
wolnej liczby niewymiernej, o ile tylko ta liczba składa się z niewymier- 
ności kwadratowych. Do takich należy np. liczba 
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3 I7+3y11 I1-3V11 

vy 173411 V i 3Y1T' 
gdyż pierwiastek stopnia czwartego możemy uważać za pierwiastek kwa- 
dratowy z pierwiastka kwadratowego. W danym razie zbudowalibyśmy 
najpierw odcinek o długości /11, jako średnią gieometryczną odcinków 
l i 11; następnie zbudowalibyśmy odcinki 17+3%11 it. d. Albo też mo- 
glibyśmy odrazu zbudować te dwie niewymierności kwadratowe mieszane 
jako pierwiastki równania q*—34a-- 1900. 

I odwrotnie: metodami euklidesowemi dają się zbudować tylko nie- 
wymierności kwadratowe. Obrawszy dowolną jednostkę długości, możemy 
zbudować każdą długość wymierną, zatym możemy zbudować prostą 
ax +by+c=0 oraz koło (x—x)*+-(y—8)—r*=0, byle tylko w tych równaniach 
stałe były liczbami wymiernemi. 

Otóż w konstrukcjach euklidesowych wyznaczamy każdy punkt ja- 
ko punkt przecięcia się dwuch prostych lub dwuch kół, lub wreszcie 
prostej i koła. Jeżeli spółczynniki powyższych równań koła i prostej są 
wymierne, spólne pierwiastki tych równań mają kształt m+nyp, gdzie 
m, n, p są liczbami wymiernemi, gdyż rugując z tych równań jedną 
zmienną, np. x, otrzymamy na y równanie kwadratowe ze spółczynnika- 
mi wymiernemi. Tak więc spółrzędne wszystkich punktów, wyznaczo- 
nych jako przecięcia się naszych prostych i kół wyrażają się liczbami 
wymiernemi albo też niewymiernościami kwadratowemi. To samo, oczy- 
wiście, powiedzieć można o liczbie v (2, —«2)?-+(y, —y2)? , która daje odle- 
głość dwuch punktów («,, y,) i (%», Ye). 

Po zbudowaniu takich niewymierności kwadratowych możemy bu- 
dować proste i koła, których równania zawierają, jako spółczynniki, nie- 
wymierności kwadratowe. Rzecz jasna, że zapomocą tych nowych kół 
i prostych możemy budować dalej niewymierności bardziej skompliko- 
wane, ale w każdym razie tylko takie, które same składają się wyłącznie 
z liczb wymiernych i z niewymierności kwadratowych. ] t. d. Zatym 
metody konstrukcyjne Euklidesa dają nam możność zbudowania każdej niewy- 
mierności kwadratowej, i tylko takiej. W szczególności nie możemy zbudo- 
wać tą drogą liczby 4/2, czyli nie możemy rozwiązać słynnego zagad- 
nienia o podwojeniu sześcianu. 


42. Przybliżone wyprostowanie okręgu. Niech O będzie środ- 
kiem koła o promieniu R. Przez punkt A na okręgu prowadzimy stycz- 
ną, na niej odkładamy w jednym zwrocie AP=w R oraz AQ=""*hk. Na 
A Oodkładamy AN=OP i wykreślamy NM równolegle do 04. Niech prosta 
NM przecina AP w punkcie M. 

Dowieść, że 

AM=;szy 146. R 


i że, przyjmując AM za długość okręgu, otrzymamy wartość na x z do- 
kładnością do 000001. 

Jeżeli R jest promieniem kuli ziemskiej, wówczas AM różni się od 
długości koła wielkiego na ziemi mniej, niż o 10 metrów. 


www.rcin.org.pl 


43. Dowieść, że mając daną dowolną jednostkę długości, można 
zapomocą samego tylko linjału zbudować wszystkie liczby wymierne, i nie 
można zbudować żadnych innych. 

44. Przybliżona konstrukcja odcinka o długości ;/2. Niech O 
będzie wierzchołkiem, S zaś ogniskiem paraboli y*=4a, i niech P będzie 
jednym z punktów, w których ta parabola przecina parabolę x*=2y. Do- 
wieść, że OP przecina bok prosty pierwszej paraboli w takim punkcie Q, 
że SQ=Y/2. 

45, Zakreślmy koło promieniem równym 1, poprowadźmy średnicę 
OA i styczną do koła w punkcie A. Wykreślmy dalej cięciwę OBC, 
przecinającą okrąg w B, styczną zaś w C. Nacięciwie odłóżmy OM=BC. 
Jeżeli O jest początkiem spółrzędnych, a średnica OA jest osią «-ów, 
wówczas miejscem gieometrycznym punktu M jest krzywa 

(x”-Fy?) r—y=0. 
Jest to cysoida Dioklesa. Wykreślić tę krzywą. 

Jeżeli na osi y-ów odłożymy 0D=2, i jeżeli AD przecina cysoidę 
w punkcie P, prosta zaś OP przecina w punkcie Ų styczną, poprowadzo- 
ną przez punkt A, wówczas mamy 4(7=$/2. 
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ROZDZIAŁ III. 
O LICZBACH ZESPOLONYCH. 


25. O przesunięciach wzdłuż prostej i na płaszczyźnie. 
Liczbę „rzeczywistą” z, o której mówiliśmy w dwuch poprzed- 
nich rozdziałach, można traktować z różnych punktów widze- 
nia. Można ją uważać za czystą liezbę, pozbawioną wszelkiego 
znaczenia gieometrycznego, ale można też przypisywać jej pew- 
ne znaczenie gieometryczne, a nawet conajmniej trzy różne 
znaczenia gieometryczne. Można uważać ją za miarę długości, 
np. za miarę długości odcinka A,P na prostej L, jak to czyni- 
liśmy w rozdziale I-ym. Można ją uważać za znak przywiąza- 
ny do punktu P, którego odległość od A, równa się x. Można 
wreszcie uważać ją za miarę przesunięcia wzdłuż prostej L. 
W niniejszym rozdziale staniemy na tym trzecim stano- 
wisku. 

Przypuśćmy, że punkt ruchomy został przesunięty po pro- 
stej L z P do Q; przesuniecie to będziemy nazywali przesunie- 
ciem PQ. Do wyznaczenia przesunięcia potrzeba trzech rze- 
czy: trzeba mianowicie znać jego wielkość, zwrot i punkt począt- 
kowy, t. j. pierwotne położenie ruchomego punktu na prostej L. 
W pewnych wypadkach możemy nie dbać o to, jaki był ten 
punkt początkowy, i uważać za równoważne każde dwa prze- 
sunięcia, mające ten sam zwrot i równe wielkości. W takim 
razie długość odcinka PQ=x wyznacza przesunięcie, gdyż 
zwrot jest wyznaczony przez znak dodatni lub ujemny liczby 
©, która jest miarą długości odcinka. Możemy tedy mówić 
o przesunięciu [x] i pisać 


Zamknęliśmy x w nawiasie, aby odróżnić przesunięcie [a] 


www.rcin.org.pl 


2 o 


od długości lub liczby x*). Jeżeli a jest spółrzędną punktu P, 
wówczas a--x jest spółrzędną punktu Q, zatym przesunięcie 
[x] przenosi ruchomy punkt z punktu a do punktu a+-z. 

A teraz zastanówmy się nad przesunięciem na płaszczyźnie. 
Aby wyznaczyć przesunięcie PQ) na płaszczyźnie, musimy mieć 
więcej danych. A mianowicie, musimy znać: (I) wielkość jego, 
czyli długość odcinka PQ; (II) kierunek jego, czyli kąt między 
prostą PQ a pewną stałą prostą na płaszczyźnie; (III) zwrot 
przesunięcia; (IV) punkt początkowy. Z tych czterech warun- 
ków, wyznaczających przesunięcie, możemy odrzucić czwarty, 
jeżeli umówimy się, że będziemy uważali za równoważne każ- 
de dwa przesunięcia, mające ten sam kierunek, ten sam zwrot 


Q S 


Rys. 25. 


i równe wielkości. Innemi słowy: jeżeli odcinki PQ i RS równają 
się sobie i są do siebie równoległe, jeżeli nadto zwrot od P do 
Q jest ten sam, co zwrot od R do ©, wówczas przesunięcia PQ 
i RS uważamy, na mocy naszej umowy, za równoważne i pi- 
szemy 


PQ=RS. 


Obierzmy dowolnie osie spółrzędnych na płaszczyźnie 
(np. OX, OY na rys. 25). Wykreślmy odcinek OA równy PQ 
i równoległy do niego. Zwrot od O do A jest ten sam, co 


*) Właściwie należałoby w jakiś sposób odróżniać długość a od 
liczby x, będącej miarą tej długości. Czytelnik może uważać takie roz- 
różnianie pojęć za zbyteczną subtelność i pedantyzm, ale im głębiej po- 
znawać będzie matematykę, tym jaśniejszą stawać się będzie dla niego 
prawda, że dokładne rozróżnianie rzeczy pokrewnych, lecz nie tożsamych 
jest bezwzględnie konieczne. 
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zwrot od P do Q, zatym przesunięcia PQ i OA uważamy za 
równoważne. Niech będą x, y spółrzędne punktu A. Rzecz 
jasna, że OA jest w zupełności wyznaczone przez spółrzędne 
«y. Nazywamy QA przesunięciem [x, y] i piszemy 


04=PQ=RS=[z, y]. 


26. Równoważność przesunięć. Mnożenie przesunięć 
przez liczby. Jeżeli č, 4 są spółrzędnemi punktu P, at, y 
spółrzędnemi punktu Q, mamy 

c='—Ę, y= i. 
Wobec tego przesunięcie od (5, q) do (©, n) jest 
(0—0, an]. 

Oczywista rzecz, że dwa przesunięcia [x, y], [«, y] są 
sobie równoważne wówczas i tylko wówczas, gdy c=x, y=vy. 

Tak więc 

r, y]=[e, y], 
jeżeli mamy jednocześnie > 
Tap Sn a o 0 A_B40M0 

Przesunięcie przeciwne poprzedniemu, czyli przesunię- 
cie QP oznaczymy konsekwentnie przez [(4—6, q—q] i umó- 
wimy się, że 


RC, r>r]=R—t, qq]; 
albo inaczej QP PQ. 
Te dwie ostatnie równości są określeniami symbolów 
— [E k, nn] i —PQ. Ponieważ umowę naszą możnaby 
jeszcze wyrazić symbolem 
—|x, y|=[=2z, —y], 


przeto postąpimy konsekwentnie, jeżeli umówimy się ogól- 
niej, że 

A E yJ=l[at, ag] . . . . . . « (8) 
gdzie a jest dowolną liczbą rzeczywistą, dodatnią lub ujemną. 
Np. (rys. 25) jeżeli OB=—104A, mamy 


0B=—40A=—4[a, y]=[—42, —ły]- 
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Równania (1) i (2) są to określenia dwuch ważnych 
pojęć: równoważności przesunięć i mnożenia przesunięć przez licz- 
by rzeczywiste. 

27. Dodawanie przesunięć. Nie podaliśmy dotąd żadne- 
go określenia, któreby nadawało jakieś znaczenie symbolom 


PQ-+-P'Q, albo [z, y)-[x, y']. 

Zdrowy rozsądek nakazywałby określić sumę dwuch prze- 
sunięć jako wynik kolejnego dokonania tych dwu przesunięć. 
Innemi słowy, jeżeli wykreślimy odcinek QQ, równy i równo- 
legły do P'Q', tak iż skutkiem dwuch kolejno wykonanych 
przesunięć PQ, P'Q' jest przesunięcie punktu ruchomego z P 
do Q, a następnie z Q do QQ,, wówczas określimy sumę prze- 


TA 


AN. 


| 
| 


Rys. 26. 


sunięć PQ i P'Q' jako przesunięcie PQ. Albo, co na jedno 
wychodzi, jeżeli wykreślimy przez punkt O prostą równoległą 
do P'Q', na niej odłożymy odcinek 0OB=P'(Q, przytym tak, 
żeby zwroty od O do B i od P' do Q' były zgodne z sobą. 
wreszcie zbudujemy równoległobok OACB, wówczas 


PQ+PQ=044+0b=0O0C=PQ,. 


Zbadajmy, jakie konsekwencje wynikają z przyjęcia ta- 
kiej definicji dodawania. Jeżeli x',y' są spółrzędnemi punktu 
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B, wówczas spółrzędne środka odcinka AB są ż(«-1ux'), (y+), 
spółrzędne zaś punktu ( są za, y--y. 
Mamy tedy 
(e, yie, y]=leta, yty]: : « (8) 
co możemy uważać jako określenie dodawania przesunięć, wyra- 
żone zapomocą symbolów. 
Zauważmy, że 


[cy], y]l=le-"«, y-y]=(e+a, y +y] ley] Hey, 
zatym dodawanie przesunięć podlega prawu przemienności, które 
wyrażamy w arytmetyce symbolem a-|-b=b—a. 

Wyrażamy w ten sposób fakt gieometryczny, że gdybyś- 
my najpierw wykonali przesunięcie punktu P o odcinek 
PQ,, równy i równoległy do P'Q', przytym mający ten sam 
zwrot co P'Q/, następnie zaś wykonali przesunięcie o odcinek, 
równy i równoległy do PQ i mający ten sam zwrot, co PQ, 
doszlibyśmy do tego samego punktu Q,, co i poprzednio. 

Ponieważ, dalej, mamy 


(©, yj+-[a, y]=[2z, 2y]=Żlx, y], 
zatym nasze określenie dodawania jest w zgodzie z poprzed- 
nio przyjętym określeniem mnożenia przesunięć przez liczby 
rzeczywiste. 
W szczególności mamy 
E JĘBG OEBgł 5 20.0. (4) 
Symbol (x, 0] oznacza tu przesunięcie o odcinek x wdłuż 
prostej, równoległej do osi OX. To samo przesunięcie ozna- 
czaliśmy poprzednio symbolem [x], gdy mowa była tylko o prze- 
sunięciach wzdłuż oznaczonej prostej. Przesunięcia [z, 0], 
[0, y] nazwiemy składowemi, przesunięcie zaś [x, y] nazwiemy 
wypadkowym tych dwu przesunięć składowych. 
Skoro określiliśmy sumę dwu przesunięć, łatwo otrzymać 
możemy określenie sumy dowolnej liczby przesunięć. Mamy np. 


(e, yte, ylle, y']=lle, yH, y DHe, y']= 
=[2+€, ypy]+la", y']=lee+ux", yty +y]. 
Odejmowanie przesunięć określamy symbolicznie w nastę- 
pujący sposób: 
[%, y|-[©, v]=[z, yjr(Zle,yb. -. . . (5) 
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co nie różni się w gruncie rzeczy od sumy [z, y|--[—x, —y'] 
lub od przesunięcia [x—x, yy]. 
W szczególności mamy 


(z, y)—[z, y]= [0,0]. 


Przesunięcie [0,0] pozostawia punkt ruchomy na miejscu. Nazwie- 
my je przesunięciem zerowym i umówimy się, że będziemy pi- 
sali [0,0]=0. 


Przykłady XXII 1. Dowieść, że dodawanie przesunięć oraz mno- 
żenie przesunięć przez liczby podlegają wszystkim zwykłym prawom 
arytmetycznym, wyrażonym przez następujące równania: 


(I) alfa, gyl=Plax, ay|=|a$r, aży], 


" 


UD (ia, yj+l(e, yD+le", y'l=la. ylti, ylle, yl), 


, 


(D [m yl+le'. yl=le, yl+lr, yl, 


(IV) (24 Ble, yl =ajt, y] t Ble, yl, 
(V) ale, yl+le’, yN=ale, yrale, y'l. 


[Dowiedliśmy już prawa (III). Czytelnik powinien nietylko dowieść 
pozostałych praw, leez zbadać znaczenie gieometryczne każdego z nich]. 


2. Jeżeli M jest środkiem odcinka PQ), wówczas O0M=;(0P+- 0Q). 
Albo ogólniej: jeżeli punkt M dzieli odcinek PQ) w stosunku „:ł, mamy 
p 
To 04 


i 
OM =; „O ry 


3. Jeżeli G jest środkiem masy równych cząstek, leżących w punk- 
tach P, Pp. Pa, wówczas 


OP, + 0P;+..+ OP, 
" z 


UG 


4. Jeżeli P, Q, R są trzema punktami spółlinjowemi (t. j. leżące- 
mi na jednej prostej), możemy zawsze znaleźć trzy liczby a, f, y, które 
nie są wszystkie trzy równe zeru, i które sprawdzają równość 


a.OP + 8.0Q9 + r.0R=0. 


I odwrotnie: o ile równość taka zachodzi, punkty P, Q, R są spółlinjowe. 
[Wykazać, że jest to inny sposób wysłowienia Przykładu 2.) 


5. Jeżeli AB, AD są dwoma przesunięciami na dwuch różnych 
prostych i jeżeli 


o 


«.AB+B.AD=q.AB+4.AD, 


p 


wówczas u=q i g==Ż. 
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[Wykreślamy AB,=a.AB, AD,=B.AD i budujemy równoległobok 
AB,P,D,. Mamy AP,=a.4B+BAD. Rzecz jasna, że AP, da się tak wy- 
razić tylko jednym sposobem]. 

6. ABCD jest równoległobokiem. Przez punkt wewnętrzny Q pro- 
wadzimy proste RQSi TQU, równoległe do boków równoległoboku. Do- 
wieść, że RU i TS przecinają się w punkcie, leżącym na przekątnej AC. 


c 


Rys. 27. 


[(Oznaczmy przez a, £ stosunki AT:ABi AR: AD. Mamy 
AT=a.AB, AR=$.AD, AU=a.AB+AD, AS=AB+R.AD. 


Przypuśćmy, że RU przecina przekątną AC w punkcie P. W takim ra- 
zie, wobec tego że R, U, P są spółlinjowe, mamy 


À H > 
AP=: AR+AU , 


Atp +p 
gdzie „:A jest stosunkiem, w którym P dzieli odcinek RU. Innemi słowy: 
CT BA+ pa 


AP AB+ AD. 


Ponieważ jednak punkt P leży na AC, zatym AP musi być wielokrotno- 
ścią AC, np. musi być 


AP=k,.AC=k. AB+k.AD. 
Na mocy poprzedniego przykładu, mamy 
as =Bhtu=(hi)k, 
skąd keap/(a+5—1). 


Z symetrji wzoru tego widać odrazu, że zupełnie analogiczne ro- 
zumowanie doprowadziłoby nas do wniosku, że 


gdzie P' jest punktem przecięcia się TS z przekątną AC. Tak więc P 
i P' są tym samym punktem.| 
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7. ABCD jest równoległobokiem, M jest środkiem AB. Dowieść, 
że DM dzieli AC w stosunku 1:2 i że AC dzieli DM w tym samym sto- 
sunku. 


28. Mnożenie przesunięć. Mówiliśmy tylko o mnożeniu 
przesunięć przez liczby, natomiast wyrażenie 
(e, y] x [x y] 
nie ma dotąd dla nas żadnego sensu, możemy mu tedy nadać 
dowolne znaczenie za pomocą określenia. Rzecz jednak jasna, 
że jeśli określenie takiego iloczynu ma być użyteczne, musi 
ono być tak zbudowane, by iloczyn dwuch przesunięć był zawsze 


przesunięciem. 
Moglibyśmy np. określić iloczyn przesunięć jako równy 
(e--«, y-ry']» 

t. j moglibyśmy uważać go za równy sumie tych samych dwu 
przesunięć. Ale przeciw takiemu określeniu można podnieść 
dwa zarzuty. Przedewszystkim byłoby ono zbyteczne, gdyż na 
mocy tego określenia wprowadzilibyśmy do teorji coś, co już 
do niej należy i co daje się doskonale wyrazić w inny, znany 
nam sposób. Powtóre określenie nasze byłoby niewygodne 
i dawałoby powód do gmatwaniny pojęć, a to z następujących 
względów. Jeżeli a jest liczbą rzeczywistą, wówczas, na mo- 
cy znanego nam już określenia, mamy a[z, y|=|[ax, ay|. Otóż 
widzieliśmy w $ 25-ym, że liczbę rzeczywistą «a możemy uwa- 
żać za przesunięcie [x] wzdłuż osi OX, czyli, według znako- 
wania wprowadzonego w § 27-ym, za przesunięcie [a, 0]. Wo- 
bec tego nie jest wprawdzie rzeczą konieczną, ale w każdym 
razie jest bardzo pożądane, żeby z definicji, którą mamy wpro- 
wadzić, wypływało, iż 


[a, 0].[«, y]=[az, zy]. 


Na pierwszy rzut oka możnaby za odpowiednie określe- 
nie mnożenia uważać wzór 


[e, y). [x y]=lex, yy], 
ale w takim razie mielibyśmy 
E O ko d= eea O 


i drugi zarzut pozostałby słuszny. 
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Widzimy, że znalezienie odpowiedniego określenia nie 
jest rzeczą łatwą. Na razie jest jasne, 

(l) że jeżeli określenie to ma być użyteczne, wówczas 
iloczyn dwuch przesunięć musi być przesunięciem, którego 
spółrzędne byłyby funkcjami spółrzędnych z i y, w i y', czyli 
że powinniśmy mieć 

lx, y]. r, y]=[X, FY]; 
dI) że z określenia naszego powinien wypływać wzór 
[e, 0].[e, y]=[exe, zy]; 

(III) że określony przez nas iloczyn dwuch przesunięć po- 
winien podlegać prawom przemienności, łączności i rozdzielno- 
ści, czyli że powinno być 


(e, y]-[2, w]=le, y]. [e y], 
tle, yl. e yh o n, y']=be yl. ile, y] ie, y ho 
tæ, ylti, yh le", y'= le, yl. e, y IH, y]. [e y], 
(e, y]. tw, yte, yli =le, y]. [e y]-la, y). e, y']. 


29. Następujące rozważania mogą nasunąć pomysł wła- 
ściwej definicji. Wiemy, że jeśli trójkąty OAB, OCD są do 
siebie podobne, przyczym xA=<0, xB=&D, wówczas mamy 


OB_ OD 
ów OG” 
czyli OB. OC=0A.0D 


Spróbujmy określić mnożenie i dzielenie przesunięć zgod- 
nie z temi dwiema równościami. 
Niech będzie 


OB=[x, y) Ó(=fe vi, OD=[X, F], 


wreszcie A niech będzie punktem (1, 0), czyli niech będzie prze- 
sunięcie OA=[1, 0]. 
Przy tych: założeniach mamy 


0A.OD=[1,0].[X, Y]=[X, Y], 
czyli ka ARE a EPS rI 
Tak więc iloczyn OB. OC określimy jako przesunięcie 


Wykład czystej matem. 6. 
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OD, przyczym punkt D otrzymujemy, budując na OC trójkąt, 
podobny do trójkąta OAB. Zauważmy jednak, że na OC można 
zbudować dwa takie trójkąty, mianowicie OCD i OCD; chcąc 


D 


Rys. 28. 


więc usunąć z naszego określenia wszelką dwuznaczność, mu- 
simy raz na zawsze umówić się, że obierać będziemy ten trój- 
kąt, w którym kąt COD jest równy kątowi AOB nietylko co 
do wielkości, ale również ca do zwrotu. O dwuch takich trój- 
kątach powiemy, że są do siebie podobne w tym samym zwrocie. 

Jeżeli spółrzędne biegunowe punktów B, © oznaczymy od- 
powiednio przez (p, %) i przez (5, 4), tak iż 


©=pcosV, y=psin È, £'=3 C08 9, y =oSiny, 


wówczas spółrzędne biegunowe punktu 7) muszą być, oczywi- 
ście, (pa, ®--4). Wobec tego mamy 


X=qpscos(Y |-g)=re —yy', 
V=psin(8--g)=cy ya, 
i żądana defimicja mnożema przybiera kształt 
[x, y].[v, y]=feer=vy, zy yć) . . . (6). 
Zauważmy, 


(1) że gdy y=0, mamy X=ar, JI=axy' tak, jak tego 
chcieliśmy; 
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(2) że prawa część równania (6) nie ulegnie zmianie, je- 
śli przestawimy litery z, x oraz y,y, czyli że mamy 


[x, y] . (x, GAZE. y'] . [e y] ; 
(3) że mamy 
ie, yes r e o e AEE ZI 
=[c+x)x'-vtvy, GcHzdy +y+y)e"] 


N A Pot PAZ) ' sj 


= [ga —yy”, xy" yx Hierz —y'y", T'Y Fyz 
=[e, y). e", y lre, y1. e, y] 


Czytelnik przekona się sam zapomocą analogicznych ra- 
chunków, że określenie czyni zadość wszystkim innym warun- 
kom, wymienionym w § 28 (ID). 

Opierając się na gieometrycznym określeniu mnożenia przesunięć, 
dowieść można, że podlega ono prawu przemienności. Iloczyn OB. OC 
jest przesunięciem OD (rys. 28), przyczym trójkąty COD, AOB są do 
siebie podobne. Chcąc zbudować iloczyn OC.OB, musielibyśmy zbudo- 
wać na OB trójkąt BOD,, podobny do trójkąta AQC; pozostaje dowieść, 
że punkty Di D, zlewają się z sobą, czyli że trójkąty BOD, AOC są do 
siebie podobne. Dowód pozostawiamy czytelnikowi. Radzimy również 
czytelnikowi, aby dowiódł na drodze gieometrycznej, że iloczyn przesu- 
nięć podlega prawu rozdzielności. 

30. Liczby zespolone. Przesunięciu [x] na osi OX od- 
powiada punkt (x) i liczba rzeczywista x; tak samo przesunie- 
ciu [z, y] na płaszczyźnie odpowiada punkt (x, y) i para liczb 
rzeczywistych «©, y. 

Oznaczmy tę parę symbolem 

z--yt. 

Racja, dla której wybraliśmy taki symbol, stanie się póź- 
niej zrozumiałą. Na razie będziemy uważali x--yi po prostu 
za inny sposób oznaczania przesunięcia [x, y]. Nazwijmy z-|yż 
liczbą zespoloną. 

Przedewszystkim określmy równość, dodawanie 
imnożenie liczb zespolonych. Każdej liczbie zespolonej 
odpowiada przesunięcie. Dwie liczby zespolone będziemy uwa- 
żali za równe, jeśli odpowiadające im przesunięcia są sobie 
równoważne. Sumę i iloczyn liczb zespolonych określimy ja- 
ko liczby zespolone, odpowiadające sumie i iloczynowi odpo- 
wiednich przesunięć. Mamy tedy 
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xz=kyt=c"kyt jezeli x= ZO... . (1) 
a+ yd Ha +y =ar) yy - . . (2) 
(c-pyDc +y) = (xr —yy' y) æy yx)... (3) 


W szczególności, gdy a jest liczbą rzeczywistą, mamy 
a(x- yi) =ax-ayi. 

Liczbę zespoloną kształtu xa--0ż możemy uważać za rów- 

noznaczną z liczbą rzeczywistą x, tak iż 
SEROŁZCE 
w szczególności 0--0:=0. 

Potęgi o wykładniku całkowitym i wielomiany, utworzo- 
ne z liczb zespolonych, określamy tak, jak się to czyni w al- 
giebrze liczb rzeczywistych. Np. z wzoru (3), kładąc c=u, 
y=y, otrzymujemy 

(cyt? = (aH yle Hy =r y ayi. 

Czytelnik sam sprawdzi z łatwością, że dodawanie i mno- 
żenie liczb zespolonych podlega prawom przemienności, łącz- 
ności, rozdzielności, czyli że mamy 

(+y +(x -yt)=(x y iHa yi), 
(c+yd+(G--YDI+GE y D= yit (X Hy Da y D, 
@Hyd.(L -Hy i= (x Hyi aH y) 

Hyi Hy DHE Hy D =E --yi)a -Hy HEH) -Hy À, 
Ke e aN ry NE E EY E y i), 
(Hy L Hy DAL HY D =E HYL Hy laL Hyi). 

Dowody tych twierdzeń są zupełnie analogiczne do do- 
wodów odpowiednich twierdzeń o przesunięciach. 

Odejmowanie i dzielenie określimy zupełnie tak, jak dla 
liczb rzeczywistych. Powiemy więc, albo że 

(c+yt) —(1 +y D= (ay | la y'i =(20+y)+(—c vy) 
=(2—«') (yy), 
albo też, że różnica (x-|yi)—(x'-|-yż) jest to taka liczba ze- 
spolona t+w, że 
c +yn+-CG--q)=zHyt. 
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Łatwo sprawdzić, że przy obu określeniach otrzymujemy 
identyczne wyniki. 
Ioraz (z+yt)/(« y'i) określamy jako liczbę zespoloną 
tni taką, iż 
(© ry iE ni = (CY). 


Z tego określenia wynika, że 
ty HiH Di =r yt. 
czyli sær ty h Ystytyt oa . . . (4. 
Rozwiązując te równania względem £ i 4, otrzymujemy 
„ za yy yc ya 
EEE , æ” dy” > 
Rzecz jasna, że £ i q nie dają się wyznaczyć, jeżeli licz- 
by «, y' są obie jednocześnie zerami. Tak więc odejmowanie 
daje się zawsze wykonać, dzielenie zaś—zawsze, z wyjątkiem 


przypadku, gdy dzielnik jest zerem. 


Przykłady. (1). Z gieometrycznego punktu widzenia, podzielić prze- 
sunięcie OB przez OC znaezy tyleż, co znaleźć taki punkt D, by trójką- 
ty COB, AOD były do siebie podobne, to zaś jest zawsze możliwe (i da- 


B 


n 


/ 
forti 


= 
o A 


Rys. 29. 
je się wykonać tylko jednym sposobem), jeżeli tylko C iO są różnemi 
punktami, czyli gdy CO-F0. 
2. Liczby x+yi, s—yi nazywamy sprężonemi. Sprawdzić, że 
(x+yis— yi) =r +y, 
tak iż iloczyn dwu liczb sprzężonych zespolonych jest liczbą rzeczywista. 
Sprawdzić również, że 


x+yi ax ryy +iiwy-ry) 


r ry rlęy? 
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31. Do najważniejszych własności liczb rzeczywistych 
należy ta, że Uoczyn dwuch liczb równa się zeru tylko wówczas, 
gdy jeden z czynników jest zerem. Łatwo dowieść, że tę samą 
własność posiadają liczby zespolone. W tym celu w równa- 
niu (4) poprzedniego paragrafu kładziemy z=0, y=0, zatym 
many 

at—yn=0, zq-ryt=0, 
skąd wynika, że albo £=0, q=0, czyli że 
C =0, 
albo też, że x'=0, y'=0, czyli x +y'i=0. Tak więc jeśli x=- yi 
jest zerem, wówczas musi być zerem albo «'--y', albo też 
G-H'qt. 

32. O równaniu :?=—1. Umówiliśmy się poprzednio, 
że zamiast æ-}0: będziemy pisali poprostu x. Tak samo za- 
miast 0--yi możnaby pisać poprostu yt. Liczbę zespoloną 0-4-1 
czyli lż będziemy oznaczałi krótszym symbolem +. Liczba ta 
odpowiada przesunięciu jednostkowemu wzdłuż osi OY. Wobec 
tych umów, mamy 


B= ii= (0 +12X0+-15) =(0.0— 1.1)+ (0.1-1.0) = — 1. 


W taki sam sposób czytelnik dowiedzie, że (—1)*=—l. 
Tak więc liczby zespolone + i czynią zadość równaniu x? = — 1. 

Teraz czytelnik powinien sprawdzić, że cetery działamia 
na liczbach zespolonych wykonywamy w taki sam sposób, jak na 
liczbach rzeczywistych, traktując symbol i jako liczbę i zastępując 
iloczyn 1l=1? przez —1. 

33. Interpretacja gieometryczna mnożenia przez í. Po- 
nieważ 

(x + yii=— y+ ri, 


zatym jeżeli x +yż odpowiada przesunięciu OP i jeśli wykre- 
ślimy odcinek 0Q0=OP, przyczym kąt POQ będzie kątem pro- 
stym dodatnim, wówczas przesunięciu OQ odpowiadać musi 
liczba —y+ xi, czyli liczba (c+ytyt. Innemi słowami: mnożenie 
liczby zespolonej przez i jest równoznaczne z obrotem odpowiedniego 
przesunięcia o kąt prosty. 

Moglibyśmy postąpić odwrotnie i powiedzieć: jeżeli z jest 
długością pewnego odcinka na osi OX, a zt długością równe- 
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go mu odcinka na osi OF, możemy uważać ż za symbol jakie- 
goś działania równoznacznego z obrotem odcinka z o kąt pro- 
sty dokoła punktu 0. Wobec tego rzeczą naturalną będzie 
uważać, że z”=mii oznacza wynik dokonanego dwa razy na 
odcinku x obrotu o kąt prosty. Po takich dwuch obrotach od- 
cinek ten musi znaleźć się znów na osi OX w położeniu, sy- 
metrycznym z pierwotnym względem osi OY, wobec czego 
konsekwentnie musimy założyć «xt= —x. Oznaczając przez t 
odcinek 1z (czyli odcinek jednostkowy, leżący na osi OY), ma- 
my z powyższego równania t*= —], a stąd łatwo otrzymać re- 
gułę mnożenia liczb zespolonych. 


34. O równaniach 2x*+1=0, aax*+2bxu+c=0. Niema 
liczby rzeczywistej, któraby sprawdzała równanie 2*+1=0; 
fakt ten wyrażamy słowami: równanie a?+1=0 nie ma pier- 
wtiastków rzeczywistych. Widzieliśmy jednak przed chwilą, że 
dwie liczby zespolone -Hż czynią zadość temu równaniu. Wo- 
bec tego powiadamy, że równanie to posiada dwa pierwiastki 
zespolone +i. Ponieważ 4 czyni zadość równaniu x%= —l, mo- 
żemy symbol ż zastąpić symbolem Y —1. 

Liczby zespolone nazywają niekiedy urojonemi dla odróż- 
nienia od liczb rzeczywistych. Jest to termin bardzo niefortun- 
ny, musimy się jednak z nim pogodzić, gdyż zyskał on prawo 
obywatelstwa. W każdym razie podkreślamy, że t. zw. „liczba 
urojona” nie jest w rzeczywistości ani „urojona”, ani nawet 
nie jest „liczbą”. Liczby „rzeczywiste” możnaby nazwać „zwy- 
kłemi” albo „pospolitemi” liczbami arytmetycznemi. Natomiast 
„liczba zespolona”, albo „urojona” nie jest wcale liczbą, lecz 
parą liczb (x, y) które dla pewnych celów łączymy w jeden 
symbol x+yt. Taka para liczb jest równie „rzeczywista”, jak 
liczba */,, jak papier, na którym tę książkę wydrukowano, jak 
układ słoneczny. 

W rzeczywistości symbol 

1=0 + li 
oznacza poprostu parę liczb (0, 1) i daje się przedstawić gieo- 
metrycznie jako punkt albo też jako przesunięcie [0, 1]. Mó- 
wiąc: „ć jest pierwiastkiem równania 1*+1=0”, chcemy przez 
to powiedzieć tylko tyle: określiliśmy taki sposób kombinowa- 
nia par liczb (lub, jeśli kto woli, przesunięć), nazwany przez 


www.rcin.org.pl 


s 


nas „mnożeniem ”, że jeśli skombinujemy, według tego określe- 
nia, parę (0, 1) z nią samą, otrzymamy parę (—1, 0). 
Weźmy teraz pod uwagę ogólniejsze równanie 


az? + Żbc +c=0, 


w którym a, b, c są liczbami rzeczywistemi. 
Jeżeli b> ac, mamy dwa pierwiastki rzeczywiste 


b+ Y bac 


a 


Jeżeli b? <ac, równanie nie ma żadnych pierwiastków rze- 
czywistych. Napiszmy to równanie w postaci 


(c + (bjaj]? =—(ac—b?)ja?.. 
Równaniu temu uczynimy zadość, zakładając, że æ+ (bja) 


+i y ac—b* 
a 


równa się liczbie zespolonej -. Fakt ten wyrażamy 


słowami: równanie ma dwa pierwiastki zespolone 


—b +i Vac—b* 
ad =" a 
Jeżeli prócz tego umówimy się, że gdy bł=ac, czyli gdy 
l 
równaniu czyni zadość jedna tylbo liczba =; będziemy mó- 


wili: równanie ma dwa pierwiastki równe sobie, wówczas możemy 
wypowiedzieć ogólne twierdzenie: 

równanie kwadratowe o spółczynnikach rzeczywistych ma za- 
wsze dwa pierwiastki, które są albo różne t rzeczywiste, albo różne 
t zespolone, albo równe i rzeczywiste. 

Powstać może pytanie, czy równanie kwadratowe nie mo- 
że mieć więcej niż dwa pierwiastki, jeśli uwzględnimy pier- 
wiastki zespolone. Łatwo przekonać się, że to jest niemożli- 
we; wystarczy w tym celu zastosować do równania kwadrato- 
wego to samo rozumowanie, za pomocą którego dowodzi się 
w algiebrze, że równanie n-ego stopnia nie może mieć więcej 
niż n pierwiastków rzeczywistych. Niech będzie z=x+yt 
i niech fiz) oznacza dowolny wielomian, utworzony ze zmien- 
nej 2, czyli wielomian 


Ay" + a; 2"! +... + dy; 
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gdzie spółczynniki q,, a,...a, są dowolnemi liczbami rzeczy- 
wistemi lub zespolonemi. 

Dowodzimy po kolei trzech twierdzeń: 

(1) reszta od podzielenia fiz) przez z—a (gdzie a jest do- 
wolną liczbą rzeczywistą lub zespoloną) równa się f(a); 

(2) jeżeli a jest pierwiastkiem równania f(2)=0, wówczas 
wielomian f(z) jest podzielny przez z—a; 

(3) jeżeli f(z) jest wielomianem x-tego stopnia i jeżeli 
równanie f(2)=0 ma n pierwiastków a,, a, ... a,, wówczas 
zachodzi tożsamość 


f(2) = d(z—a,)(2—a5) ... (Z— an), 


w której A jest stałą (rzeczywistą lub zespoloną), a mianowi- 
cie jest to spółczynnik wyrazu z” w wielomianie /(2). 

Z ostatniego twierdzenia wynika odrazu, że f(ż) nie mo- 
że mieć więcej niż n pierwiastków. 

Przekonamy się później, że takie twierdzenie istotnie za- 
chodzi, mianowicie że każde równanie n-tego stopnia 
ma dokładnie n pierwiastków. Naprawdę trudnym do do- 
wiedzenia jest tylko podstawowe twierdzenie: każde równanie ma 
conajmniej jeden pierwiastek. Na razie nie możemy zająć się 
dowodem tego twierdzenia, ale zwrócimy już teraz uwagę na 
pewne ciekawe wnioski, wypływające z niego. W teorji liczb 
wychodzimy z pojęcia liczby całkowitej dodatniej i z pojęć do- 
dawania, mnożenia, odejmowania i dzielenia tych liczb. Prze- 
konywamy się, że dwa ostatnie . działania nie zawsze są Wy- 
konalne, dopóki nie wprowadzimy nowych rodzajów liczb. Wy- 
rażeniu 3—7 możemy nadać sens, jeżeli wprowadzimy liczby 
ujemne, wyrażeniu 5/, nadajemy sens, wprowadzając liczby utam- 
kowe. Jeżeli do działań arytmetycznych dołączymy wyciąga- 
nie pierwiastków i rozwiązywanie równań, okaże się, że nie- 
które działania, np. wyciąganie pierwiastka kwadratowego 
z liczby, która nie jest kwadratem zupełnym, nie dadzą się 
wykonać, o ile nie rozszerzymy naszego pojęcia liczby i nie 
wprowadzimy liczb niewymiernych. 

Inne działania, np. wyciąganie pierwiastka kwadratowe- 
go z—|, nie są możliwe, dopóki nie posuniemy się o krok da- 
lej i nie wprowadzimy liczb zespolonych. Stąd mogłoby się ła- 
two zrodzić przypuszczenie, że przy rozwiązywaniu równań 
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wyższych stopni możemy natrafić na takie, które nie dadzą się 
rozwiązać nawet zapomocą liczb zespolonych, tak iż wypadnie 
stwarzać coraz to nowe liczby. Otóż tak nie jest: do rozwiąza- 
nia każdego równania algiebraicznego wystarczą liczby zespo- 
lone. Z drugiej strony, każde działanie algiebraiczne, wyko- 
nane na liczbach zespolonych, daje znów tylko liczby zespolo- 
ne. Mówiąc językiem technicznym, „liczby zespolone stanowią 
zamknięte pole ze względu na działania algiebraiczne”. 

Zanim przejdziemy do innych spraw, musimy zaznaczyć, 
że wszystkie twierdzenia algiebry elementarnej, które zostały 
dowiedzione dla liczb rzeczywistych za pomocą dodawania 
i mnożenia, pozostają słuszne dla liczb zespolonych, gdyż prawa 
tych działań są jednakowe dla obu rodzajów liczb. 

Tak np., jeżeli «, 8 są pierwiastkami równania 


ax’ 2b0--c=0, 


2b C 
wówczas u-|-=——, aj=—; 
a a 


jeżeli a, f, y są pierwiastkami równania 


ax*--3bx? +|-3cx +d=0, 
wówczas 
f 3b 36 d 
dm CIE" E NE ATE 
zupełnie niezależnie od tego, czy a, b..., a, 8... są liczbami rze- 
czywistemi czy zespolonemi, 


35. Djagram Arganda. Niech będzie / punkt (2, y) na 
rys. 30 i niech będą r, % jego spółrzędne biegunowe, tak iż 
z=rcost, y=rsind, r= Vary, cosv:snv:l=r:y:r. 
Oznaczmy liczbę zespoloną x+y: przez z i nazwijmy ją 
zmienną zespoloną; P nazwijmy punktem z, lub punktem, odpo- 
wiadającym zmiennej ż; zmienną ż nazwijmy argumentem punk- 
tu P. Nazwijmy dalej x częścią rzeczywistą zmiennej, y częścią 
urojoną; wreszcie r nazwijmy modułem, a % amplttudą zmiennej 
z. Symbolicznie możemy pisać: 


z=Wz) , y Ulz), 


r=|z PE e l F 
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Należy zauważyć, że r jest zawsze dodatnie, z wyjątkiem 
tylko przypadku, gdy ż=0: wówczas r=0. 

Jeżeli y=0, będziemy mówili, że z jest rzeczywiste; jeżeli 
x=0, powiemy, że z jest czysto urojone. Dwie liczby x-+yż, 
c—ył, różniące się tylko znakami części urojonych, nazwiemy 
sprzężonem. Zarówno suma dwuch liczb sprzężonych (=22), 
jak ich iloczyn (=a?”+y?) są rzeczywiste; moduły (Ya? -+ y?) 
dwuch takich liczb są sobie równe, iloczyn zaś modułów rów- 
ua się kwadratowi modułu którejkolwiek z nich. Pierwiastki 


Y 


OR 
a 
x 


Rys. 30. 


równania kwadratowego, o ile nie są rzeczywiste, są zawsze 
liczbami zespolonemi sprzężonenmi. 

Zauważmy następnie, że © czyli amz jest wielowartoś- 
ciową funkcją zmiennej 2; każdej wartości z odpowiada nie- 
skończenie wiele wartości %, różniących się od siebie o wielo- 
krotności liczby 2m. Każda z tych wartości wskazuje, o jaki 
kąt należy obrócić odcinek OX, by doprowadzić go do przysta- 
nia z OP. Jedną z tych wartości, mianowicie zawartą między 
—n a +m, nazwiemy główną wartością amplitudy. Dwuznacz- 
ność może powstać tylko wówczas, gdy tą główną wartością 
Jest z, gdyż mamy wtedy drugą wartość główną —z (lub od- 
wrotnie), W tym szczególnym przypadku wypadłoby wprowa- 
dzić dodatkową umowę, którą z tych dwu wartości mamy uwa- 
żać za główną. W dalszym ciągu, mówiąc o amplitudzie zmien- 
nej z, będziemy mieli na myśli wartość główną tej amplitudy. 

Badanie liczb zespolonych z punktu widzenia gieome- 
trycznego rozpoczęli w końcu XVIII i na początku XIX w. 
Wessel, Gauss i Argand. Figura 30 nosi zwykle nazwę djagra- 
mu Arganda. 
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36. Twierdzenie De Moivre'a. Z określenia dodawania 
i mnożenia wynikają bezpośrednio następujące wnioski: 

(1) część rzeczywista (względnie: urojona) sumy dwu liczb 
zespolonych jest sumą ich części rzeczywistych (względnie: 
urojonych); 

(2) moduł iloczynu dwuch liczb zespolonych jest iloczy- 
nem ich modułów; 

(3) jedna z pośród wartości amplitudy iloczynu dwu liczb 
zespolonych jest sumą amplitud czynników. 

Nie wolno twierdzić, że wartość główna amplitudy am(zz') jest 
sumą głównych wartości amplitud am(z) i am(z'). Jeżeli np. z=z'=— 1 +4, 
wówczas wartości główne obu amplitud am(z) i am(z') równają się *%,r. 


ns 
Ale zz'= —2i, główna więc wartość amplitudy am(zz') jest — 9, nie zaś 
A r 


I 


lam. 
Dwa ostatnie twierdzenia dają się wyrazić wzorem 
ricos è+ isin %) x picos + £ sin $) = rp|cos(ił + G) + 2 SIN(Ń +), 
który łatwo sprawdzić. Ogólniej mamy 
7,(c0s è, +7 sin %,) x r,(cos tł, + 7 sin È) x... x r (cos È, + ź sin ),) 
= Tyt + T]COS(Wy + 9, +... + 3) + 2 sin( + 8 +... + B„)i. 
Ze względów praktycznych ciekawy jest przypadek szcze- 


gólny, gdy 
j,="l5S > El, = l, 0ĄEy =. 50, =0L 


n n 


Mamy wtedy wzór 
(cos ił + 2 sin È)” =cos nt + 4 sin nt. 


gdzie n jest liczbą dodatnią całkowitą. Wzór ten znany jest 
pod nazwą twierdzenia De Motvre'a *. 
Jeżeli 
4 =v(e0s ił +2 sin %), 


wówczas 1/2 = (cos ~i sin V)/r. 


*) W pewnych wypadkach może być dogodnym prostsze znako- 
wanie, wprowadzone przez prof. Harknessa i Morley'a, mianowicie Cis*% 
zamiast eos%*+4sin*. Przy tym znakowaniu twierdzenie De Moivre'a 
wyrazilibyśmy wzorem (Cis*%)*=Cisn*. [Niektórzy matematycy polscy 
posługują się symbolem ry=r(cos%+żsn*%) przy tym znakowaniu wzór 
De Moivre'a wyraża się równaniem symbolicznym (1,)*=1,4. 


Przyp. tłum.| 
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Innemi słowy: moduł odwrotności zmiennej z równa się 
odwrotności modułu, amplituda zaś odwrotności równa się am- 
plitudzie zmiennej z ze znakiem przeciwnym. Wobec tego 
z (2) i (3) wynika: 

(4) moduł ilorazu dwu liczb zespolonych jest ilorazem ich 
modułów; 

(5) jedna z pośród wartości amplitud ilorazu dwu liczb 
zespolonych jest różnicą amplitud tych liczb. 

Mamy również 

(cos % +4 sin 97 = (cos + —4 sin È)” = (cos(—*) + 4 sin(—*%)|" 
=co0s(—nV) +2 sin(—nV), 


skąd wnosimy, że twierdzenie De Mowre'a jest słuszne dla wszel- 


P S 
PA 
p” 
Rys. 31. 


kich wykladników całkowitych, dodatnich lub ujemnych. W dal- 
szym ciągu poznamy wiele ciekawych zastosowań tego twier- 
dzenia ($$ 38 i nast.). 

Do twierdzeń (1)—(5) możemy jeszcze dodać następujące: 

(6) moduł sumy dowolnej ilości liczb zespolonych nie jest 
większy od sumy ich modułów. 

Niech będą OP, OP', OP"... przesunięcia, odpowiadające 
danym liczbom zespolonym. Wykreślmy odcinek PQ równy 
i równoległy do OP', następnie QR równy i równoległy do 
OP” it.d. Dojdziemy w ten sposób do punktu U takiego, iż 


ÓU=0P+0P'+0P" +... 
Długość odcinka OU jest modułem sumy danych liczb 
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zespolonych, suma zaś ich modułów jest to długość linji ła- 
manej OPQR..U, skąd odrazu wynika prawdziwość naszego 
twierdzenia (porów. też Przykłady XXHI, 1). 


37. Podamy tu jeszcze kiłka twierdzeń o funkcjach wy- 
miernych zmiennej zespolonej. Funkcje wymierną zmiennej z 
określamy w zwykły sposób, jako iloraz dwuch wielomianów, 
utworzonych ze zmiennej z. 


TWIERDZENIE l. Jeżeli R(æ+yi) jest funkcją wymierną 
zmiennej xyi, możemy ją przedstawić w postaci X + Yi, gdzie 
X, Y są funkcjami wymiernemi zmiennych rzeczywistych a, y 
o spółczynnikach rzeczywistych. 

Przedewszystkim każdy wielomian P(x-+yt) daje się, na 
mocy określeń dodawania i mnożenia, przestawić w postaci 
A+ Bi, gdzie A i B są to wielomiany o spółczynnikach rze- 
czywistych, utworzone ze zmiennych z, y. Tak samo wielo- 
mian ęQ(x+ yi) daje się napisać w postaci C+ Di. Mamy więc 


P(z + yt) A+ Bi 


R(x + mar m = 
(c + 1/1) Qty CH ln 


(A+ BCD) AC+BD BC—AD 


(CHDi(CZD) C+D t 034 DE" 

TWIERDZENIE 2. Jeżeli R(c+yt)=X+ Yi, gdzie R oznacza 
funkcję wymierną o spółczynnikach rzeczywistych, wówczas 

R(x—qyt) = X— Yi. 

Przedewszystkim twierdzenie łatwo sprawdzić dla (z + yù”, 
rozwijając tę potęgę. Stąd, na mocy praw dodawania, wyni- 
ka, że twierdzenie jest słuszne dla każdego wielomianu o spół- 
czynnikach rzeczywistych. Tak więc, posługując się temi sa- 
memi symbolami, co w twierdzeniu poprzednim, mamy 


1-8 AC+BD BC—AD. 


r. 


(æ — yi) =- Egat Baen od eo 
R(a yt) C_D Cp Cii p 

Rzecz jasna, że dla funkcji dowolnej liczby zmiennych 
zespolonych mamy wzory zupełnie analogiczne do wzorów 
twierdzenia 1 i 2. 


TWIERDZENIE 3. Jeżeli równanie o spótezynnikach rzeczy- 
wistych 
a,2" + a,2*-! +... +0, =0 
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posiada pierwiastki zespolone, wówczas można je uporządkować w pa- 
ry sprzężone. 

Jakoż z twierdzenia 2-go wynika, że jeśli x +yt jest pier- 
wiastkiem naszego równania, wówczas x—ył jest również pier- 
wiastkiem tego samego równania. Jako przypadek szczególny, 
mamy znaną własność równania kwadratowego: równanie kwa- 
dratowe o spółezynnikach rzeczywistych ma albo rzeczywiste 
pierwiastki, albo zespolone sprzężone. 

Warto zanotować analogję między tym twierdzeniem, 
a wnioskiem, do którego doszliśmy w Przykł. IV. 10, a który 
możnaby tak wysłowić: w równaniu o spółczynnikach wymier- 
nych pierwiastki niewymierne występują zawsze w postaci par sprzę- 
żonych *). 


Przykłady XXIII. i. Dowieść twierdzenia 6 w $ 36-ym, opierając 
się bezpośrednio na określeniu i nie odwołując się do rozważań gieo- 
metrycznych. 

[Dowieść, że |zęz'| Z|z|+iz',, znaczy dowieść, że 

(ary tla ty? V-H) Vay) 
Potym już łatwo uogólnić twierdzenie.] 
2. Równość 
iz|+|z' |+...=|z+z' +..] 
może mieć miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie liczby z, z”... ma- 
ją tę samą amplitudę. Dowieść tego twierdzenia zarówno gieometrycz- 
nie, jak analitycznie. 

3. Moduł sumy dowolnej ilości liczb zespolonych jest nie mniej- 
szy od sumy ich części rzeczywistych (lub urojonych). 

4. Jeżeli zarówno suma jak iloczyn dwuch liczb są rzeczywiste, 
wówczas dwie te liczby są albo rzeczywiste, albo zespolone sprzężone. 

5. jeżeli arby2+(cHdy2)i=A+ B/2+(C+ DY2hi, 


i jeżeli a, b, c, d, A, B, C, D są to liczby rzeczywiste wymierne, wówczas 
musi być 


a=4, b=B, c=(, d=D. 
6. Następujące liczby wyrazić w postaci A+- Bi. gdzie Ai B są licz- 
bami rzeczywistemi: 
(1+i). (1-1), (3—2)/(2+3i1), (Hpi 14) , 
f1+ 3) [i-i f/i- JY [Atiy Aai 


a=; UFi/' My NERA \i— pi ) WEYE 


Symbole »., p} oznaczają tu dowolne liczby rzeczywiste. 


*) Liczby a+ yb, a— vb nazywają też niekiedy sprzężonemi. 
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7. Następujące funkcje zmiennej z=-x-+yż wyrazić w postaci X+ Yi. 
gdzie X, Y są funkcjami rzeczywistemi zmiennych æ, y: 
27, 2%, z”, lz, zr(12), (l+z)/(1—z2), (a-FBz)/(q +32). 
Symbole a, $, y, Ż oznaczają tu dowolne liczby rzeczywiste. 
8. W dwuch poprzednich przykładach znależć moduły poszczegól- 
nych liczb i funkcji. 
9. Prosta, łącząca punkty z—a, z=b, jest prostopadła do prostej, 
łączącej punkty z=c, z=d, jeżeli 
g (a—b s 
amplituda F z4)"tz ' 
czyli jeżeli (a—6)/(c—d) jest liczbą czysto urojoną. Jaki jest warunek 
równoległości tych dwu prostych? 
10. Trzy wierzchołki trójkąta leżą w punktach z=a, z=, z=4, 
gdzie a, 8, y są liczbami zespolonemi. Dowieść następujących własności: 
(l) środek ciężkości trójkąta leży w punkcie z=s(u--57); 
(II) środek koła opisanego leży w punkcie  ż—u =|z—f|=|z—7|; 
(IH) trzy wysokości przecinają się w punkcie 


R E — 
170, a= Éj 
[Niech będą A, B, © wierzchołki trójkąta, P zaś niech będzie do- 
wolny punkt z; prosta AP jest prostopadła do BC (przykł. 6), jeżeli 
{z—a)(B—y) jest czysto urojoną liczbą, czyli jeżeli 
k(z—a). Ri=q)+ Iza). I(5—3)—0. 


Temu równaniu, jak również dwom analogicznym, otrzymanym 
przez kołowe przestawienie symbołów a, fi, y, ô, czynią zadość te same 
wartości zmiennej z, co wynika z faktu, że suma lewych części tych 
trzech równań równa się tożsamościowo zeru. Dowodzi to, że trzecie 
równanie jest prostym wnioskiem z dwuch poprzednich.| 


(IV) Wewnątrz trójkąta istnieje taki punkt P, że 
<CBP-=<ACP="<BAP>o, 
iże ctgw=cig l rctę Brctęc. 
[Z równań *) 
w=% CBP=am(z-5Ę)-am(y 6), 


ctgiamiz= 6) = Riz- BI lz—Ê} itd., 


mamy 
ctg w| I(z—6). R(y—5)— Riz—8). I-E) 


R(z—8). R(1—8)+1(2—8)-10(71—8). . . . . . (1) 


*) Zakładamy, że gdy obchodzimy kontur trójkąta: w zwrocie ABC, 
punkty wewnętrzne trójkąta pozostają ze strony lewej. 
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Równanie (1) i dwa inne, które otrzymujemy z niego przez kołowe 
przestawienie symbolów a, B, y, wystarczają do wyznaczenia ctgw oraz 
części rzeczywistej i urojonej zmiennej z. Dodając te trzy równania do 
siebie, rugujemy z i otrzymujemy wzór 

ctg wżj I(B). B(r)— B(B). TQ) =S1R(B) . Riy —8)+ I(B). (7-8) . ©), 
w którym znak sumowania rozciąga się na trzy wyrazy, utworzone przez 
kołowe przestawienie symbolów a, £, y- 

Otóż ctg A=ctglam(7—«j-am(f— ah 


_ R(y—a). R(E—a)r1(1—2). I($—2) 
~ Iy-e). K(g—2)— R(q—a). I(5=a) | 


łatwo zaś przekonać się, że mianownik tego ułamka równa się spółczyn- 
nikowi przy etgw w równaniu (2), wziętemu ze znakiem przeciwnym. 
Stąd wynika, że ctgw=ctg 4+ctg B+ctg C] 

11. Dwa trójkąty o wierzchołkach a, b, c oraz x, y, z są podobne, 
jeżeli 


[Musimy mieć AB/AC=XY'XZ czyli (b—a)/(c-a)=(y— z)/(z—x). | 

12. Na mocy poprzedniego zadania dowieść, że jeśli punkty a, y, z 
leżą na jednej prostej, możemy znaleźć trzy liczby rzeczywiste a, B, y ta- 
kie, że będzie a+$+y=0 i ar+By+qrz=0, i odwrotnie. (Porówn. Przykł. 
XXII. 4). 

13. Ogólne równanie pierwszego stopnia ze spółczynnikami 
zespolonemi. Równanie az+b=0 posiada jedno tylko rozwiązanie 
z=— (b/a), jeżeli a=E0. Kładąc 


G=a+ia, b=p+ig, z=r+tiy 


i przyrównywując do siebie wyrazy rzeczywiste i urojone, otrzymujemy 
dwa równania stopnia pierwszego, z których wyznaczamy liczby rzeczy- 
wiste x, y. Równanie dane ma pierwiastek rzeczywisty, jeżeli y=0, czyli 
jeżeli jednocześnie mamy «x+6=0 i a'r+8'=0, co jest możliwe tylko 
wówczas, gdy a$'— u'3=0. 

14. Ogólne równanie kwadratowe ze spółczynnikami zespo- 
lonemi ma kształt 

(a--iA)2?-2(b-Fi B)z+-(c-HiC )—0. 


Jeżeli a i A nie są jednocześnie równe zeru, możemy podzielić 
równanie przez a+ż4, czyli za zasadniczy kształt równania możemy 
uważać 


BiofbiKBET(cH4C000....0,.. 0 


Kładąc w tym równaniu z=x+ży i przyrównywując do siebie wyrazy 
rzeczywiste i urojone, otrzymujemy układ dwu równań 
Wykład czystej matem. 7 
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a —y'-+-24bxr— By)+e=0, Zry+2(by+ Br)+ C=0. 
Kładąc dalej 

c+b=<, ytB=rn, b— B?—e=h, 2bB— C=k, 

otrzymujemy przekształcone równania 
P-n, 2y=%, 
skąd 
ge- n= VAR), St VAVE == V hV) h - 

Znaki musimy tak obrać, by Gy miało ten sam znak, co k; jeżeli np. k 
jest dodatnie, muszą być 6 i 4 jednego znaku. 

Warunek równości pierwiastków. Pierwiastki mogą być równe tylko 
pod warunkiem, że h=0 i k=0, czyli że c=b*— B?, C=2bB. Te dwa wa- 
runki są równoważne jednemu warunkowi: c--iC=(b+-1B)?, który wyraża, 
oczywiście, fakt, że lewa część równania (1) jest kwadratem zupełnym. 

Warunek rzeczywistości pierwiastków. Jeżeli a*+-2(b+iB)x-+-(c+-iC )=0 
i jeżeli z ma być liczbą rzeczywistą, wówczas musi być jednocześnie 


aę+dbwrc=0, ZBarC=0, 


skąd otrzymujemy żądany warunek w postaci 
C*—4B044cB7”=0. 


Warunek, aby pierwiastek był czysto urojony, jest, jak łatwo przeko- 
nać się, następujący 
03*-—4b30—4b*c=0. 


Warunek, aby pierwiastki były zespolone sprzężone. Ponieważ zarów- 
no suma jak iloczyn pierwiastków muszą być w takim razie rzeczywiste, 
zatym musi być B=0, C=0. Tak więc równanie (1) ma pierwiastki ze- 
spolone sprzężone tylko wówczas, gdy spółczynniki jego są rzeczywiste. 
Ale zauważmy, że w takim razie mamy przy b**= c pierwiastki rzeczy- 
wiste; aby więc pierwiastki były zespolone sprzężone, muszą być speł- 
nione jednocześnie trzy warunki: B=0, C=0, b <c. 

15. Równanie sześcienne. Niech będzie dane równanie sze- 
ścienne 

2* +3 Hz G=0. 


gdzie Hi G są liczbami zespolonemi. Niech będzie H=h-iu, G=p+is. 
Przypuśćmy, że równanie ma: 

(1) Jeden pierwiastek rzeczywisty. Jeżeli p==0, wówczas pierwiastek 
rzeczywisty równa się —c/3n, a zarazem mamy s? + 274us—27u%p = O. 
Z drugiej strony, jeżeli p=0, wówczas musi być również s-=-0 i spółczyn- 
niki są wszystkie rzeczywiste. W tym przypadku równanie może mieć 
trzy pierwiastki rzeczywiste. 

(II) Jeden pierwiastek czysto urojony. Jeżeli w0, pierwiastek ten 
równa się i(p/3u), i mamy p*—27u6—27u3=0. Jeżeli u=0, to p—-0, pier- 
wiastek zaś ży jest dany przez równanie y*—3h4y—s=0, mające spółezyn- 
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niki rzeczywiste. W tym przypadku dane równanie może mieć trzy pier- 
wiastki czysto urojone. 

(M) Dwa pierwiastki zespolone sprzężone. Niech x+iy będą temi 
pierwiastkami. Ponieważ suma trzech pierwiastków jest zerem, zatym 
trzeci pierwiastek równa się — 2x. Ze związków między spółczynnikami 
i pierwiastkami równania wnosimy, że 


y — 3x’ =3H, Zel? +y’) =G, 


czyli że zarówno G jak FH są rzeczywiste. 

We wszystkich trzech przypadkach możemy albo znależć jeden 
pierwiastek (zatym obniżyć stopień równania zapomocą dzielenia), albo 
też możemy rozwiązanie sprowadzić do rozwiązania równania sześcien- 
nego o spółczynnikach rzeczywistych. 

16. Równanie x*+a,r” -+azx-+az=0, w którym a,=4,+id,' it. d. 
niech ma dwa pierwiastki zespolone sprzężone. Dowieść, że jeśli 4'/=-0, 
wówczas trzeci pierwiastek równania równa się —4,'a;'A;', pomiędzy zaś 
spółczynnikami 4,, A, A, ... zachodzą dwie podobne tożsamości. Zba- 
dać przypadek, gdy Az =0. 

17. Dowieść, że jeśli równanie ż* + 3Hz + G =0 ma dwa urojone 
pierwiastki, wówczas równanie 


8a +- 6a II — G=0 


ma jeden pierwiastek rzeczywisty, który jest częścią rzeczywistą a pier- 
wiastków pierwszego równania. Dowieść również, że a i G mają ten sam 
znak. 

18. Równanie dowolnego stopnia ze spółczynnikami zespolonemi 
nie ma naogół ani pierwiastków rzeczywistych, ani zespolonych sprzę- 
żonych. Hu warunkom muszą czynić zadość spółczynniki, żeby równa- 
nie miało: (a) jeden pierwiastek rzeczywisty, (b) jedną parę pierwiast- 
ków zespolonych sprzężonych? 

19. Koła spółosiowe. Na rys. 32 niech będą a, b, z argumenta- 
mi punktów 4, B, P. W takim razie 
zb 


=a 


am =<<APB, 
przyczym bierzemy główną wartość amplitudy, kąt zaś APB uważamy 
za dodatni i mniejszy od r. Jeżeli dwa koła, zaznaczone na rysunku, 
są sobie równe i jeżeli z, z, 2, są argumentami punktów P’, Pi, PS 
a XAPB=ł*, wówczas 

z hħ FA b zy = þh 


am —=n=ób, am z=—b, an——=—nt$. 
z=a z,—a z, —a 
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gdzie * jest stałe, jest łukiem APB. Pisząc nr—%, — ò, —x+t, zamiast 
ð, otrzymujemy trzy inne łuki. 

Uważając * za parametr, zmieniający się od —x do +7, otrzyma- 
my układ równań, odpowiadających ukła- 
dowi kół, które można wykreślić przez punkty 
A, > 

Należy jednak zaznaczyć, że na każ- 
dym kole trzeba odróżniać dwa łuki, odpo- 
wiadające dwom różnym wartościom para- 
metru È. 


20. Niech będzie dane równanie 


|(z—b)/(z—a)| =^. . . . (D, 


gdzie h jest stałą. 
Na przedłużeniu BA obierzmy punkt 
K tak, by X KPA = % KBP. Trójkąty 
KPA, KBP są podobne i mamy 
AD- P KA 
DP AA KA~ 
skąd KA/K B=}, czyli K jest stałym punk- 
tem dla wszysikich położeń punktu P, czy- 
Rys. 32. niących zadość równaniu (1). Mamy rów- 
7 nież KP*=KA. KB=stałej; tak więc miej- 
scem gieometrycznym punktu P jest okrąg, mający środek w K. Przy zmien- 
nych wartościach na k, równanie (1) przedstawia układ kół. 

Każde koło tego układu przecina pod kątem prostym każde koło 
układu, rozważanego w poprzednim zadaniu. Istotnie, z równania 
KP?=KA.KB widać, że KP jest styczną do koła APB. 

Układ kół takich, jak w przykł. 19, nazywamy układem kół spółosio- 
wych o dwuch punktach spólnych. taki zaś układ, jak w niniejszym zada- 
niu, nazywa się układem kół spółosiowych o dwuch punktach qranicznych. 
Jeżeli » jest bardzo małą liczbą, koło jest małe i zawiera punkt B; jeżeli 
„ jest bardzo dużą liczbą, koło jest bardzo małe i zawiera punkt A. Z te- 
go właśnie powodu nazwano nasz układ układem o punktach granicz- 
nych. 

21. Przekształcenie dwulinjowe. Weźmy pod uwagę równanie 


g=JŻee0 oe S © Aa © ZNANCZIOBA 


w którym z=xtiy, Z=X-+iY. Możemy sobie wyobrazić, że te dwie 
zmienne zespoione zostały zobrazowane na dwu różnych płaszczyznach 
xoy, XOY. Każdej wartości z odpowiada jedna wartość Z, i odwrotnie. 
Jeżeli a=a--i$g, wówezas 


1 


ZD 1 YZ ME 


i punktowi (x, y) odpowiada punkt (X, Y). Jeżeli punkt (x, y) zakreśla 
w swej płaszczyźnie dowolną krzywą, wówczas pnnkt (X, Y) zakreśla 
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w swojej płaszczyźnie odpowiednią krzywą. Tak więc każdej figurze 
jednej płaszczyzny odpowiada oznaczona figura drugiej płaszczyzny. 
Przejście z figury w płaszczyźnie xoy do odpowiadającej jej figury 
w płaszczyźnie XOY, dokonane zapomocą takiego związku między zi Z, 
jak związek (1), nazywa się przekształceniem. W naszym przykładzie ła- 
two jest znaleźć związek między figurami. Figura (X, Y) jest pod wzglę- 
dem wielkości, kształtu i zwrotu taka sama, jak figura (a, y), lecz jest 
przesunięta w lewo o a i w dół o B. Takie przekształcenie zowiemy 
przesunięciem. 
Weźmy teraz pod uwagę równanie 


PLO © 6 v 06 6 60 6/6 N; 


w którym p jest liczbą rzeczywistą. Mamy «a=pX,y=pY. Obie figury 
są podobne i podobnie położone względem początków spółrzędnych, ale 
skala figury (X, Y) jest (1/p) razy większa od skali figury (x, y). Takie 
przekształcenie nazwiemy powiększeniem. 

Weźmy wreszcie równanie 


z=(cosọ+ising)Z . ns 6 6 6 o 0 C) 

Rzecz jasna, że | z|=| Z|, amz=amZ+9 i że dwie te figury różnią się 

tylko tym, że figura (X, Y) jest figurą (x, y), obróconą dokoła początku 
spółrzędnych o kąt w zwrocie ujemnym. Takie przekształcenie na- 


zwiemy obrotem. 
Ogólne przekształcenie linjowe 


SZOŻÓ 2 o 6 ho o 6 6 6 m 6 c (EU 


jest kombinacją tych trzech przekształceń (1), (2) i (8). Istotnie, jeżeli 
|a|=p i ama=p, możemy równanie (£) zastąpić przez trzy równania 


z=z'+b, z'=pZ', Z'=(cosv+-tsin 9)Z. 


Tak więc ogólne przekształcenie limjowe jest równoważne kombinacji 
trzech przekształceń: przesunięcia, powiększenia i obrotu. 


Zbadajmy z kolei przekształcenie 
BZU owo 6 o 6 g 6 6 6 a o ik 


Jeżeli |Z|=R i amZ=, wówczas |z =1/R i amz=—9. Chcąc więc 
przejść od figury (x,y) do figury (X, Y), musimy pierwszą przekształcić 
inwersyjnie względem początku o (potęga inwersji =1), następnie zaś 
przekształcić otrzymaną figurę symetrycznie względem osi ox. Otrzyma- 
my tą drogą w płaszczyżnie (x,y) figurę przekształconą, niczym nie róż- 
niącą się od figury (X, Y). 

Wreszcie zbadajmy przekształcenie 


E=(GZ-EDWCZEŁO) o 0 0 0 o 0 6 e 0 (A) 


Jest ono równoważne kombinacji trzech przekształceń 
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z- LIFE FEE. | tę ga - , Z'=cZ+d, 
c © Z 
czyli pewnej kombinacji trzech znanych nam przekształceń. 
Przekształcenie 
aZ+b 
cZ+d 


nazwiemy ogólnym przekształceniem dwulinjowym. Rozwiązując to ostatnie 
równanie względem Z, otrzymujemy 


r 


dz—b 
cza 

Jest to najogólniejszy typ przekształcenia jednojednoznacznego, 
przy którym każdej wartości z odpowiada jedna i tylko jedna wartość Z, 
i odwrotnie. 

22. Ogólne przekształcenie dwulinjowe przekształca koło na koło. Do- 
wieść tego można w rozmaity sposób. Można założyć tę własność in- 
wersji, jako znaną z gieometrji elementarnej; można wyjść z równania 


|. (aria)(XriY)+(R+ig) 
"TY Fi) (XTIYJ+GFX) ' 

założyć, że «x, y czynią zadość równaniu koła, wyrazić z i y w zależno- 
ści od X, Y i zapomocą prostego rachunku algiebraicznego znależć zwią- 
zek między X i Y. Można wreszcie oprzeć się na wynikach, otrzyma- 
nych w Przykł. 19 i 20. To jest najprostszy i najlepszy sposób. Jeżeli 
np. koło, odpowiadające zmiennym (a, y), jest 


=h 


wówezas przez podstawienie mamy 


ZŻ=z' : 
« i A, 
Z-ę 
b=sd b=pd . a— ge 
gdzie g'z -, PZ— mą nd a e 
a ze a= pe a zc 


23. Zhadać przekształcenia z=1/Z, z=(1+2)(1—Z) i narysować 
krzywe, które w płaszczyźnie (X, Y) odpowiadają (1) kołom ze środkiem 
w początku spółrzędnych, (2?) prostym, przechodzącym przez początek 
spółrzędnych w płaszczyźnie (æ, y). 

24, Żeby kołu a?+y?=1 odpowiadała w płaszczyźnie (X, Y) pro- 
sta, na mocy przekształcenia 


trzeba i wystarcza, żeby było lal = lel. 
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25. Stosunek anharmoniczny albo stosunek podwójnego podzia- 
łu (2, 22; zs, 2,) określamy jako 
(zı — £4)(24— 24) 
(2 — ż4) (2 — 23) j 
Jeżeli cztery punkty z,, Z2, 23, z4 leżą na prostej, określenie to nie 
różni się od określenia, znanego nam z gieometrji elementarnej. Przesta- 
wiając wskaźniki przy z, możemy utworzyć 24 stosunki anharmoniczne, 
a mianowicie sześć grup, zawierających po cztery równe stosunki. Je- 
żeli jeden stosunek jest A, wówczas mamy sześć różnych stosunków: 
4,1% 1%, 1I/(1=X, 1— (1), NA—1). Cztery punkty nazywamy karmo- 
nicznie sprzężonemi, jeżeli jeden z tych sześciu stosunków równa się —1. 
W tym wypadku stosunki te równają się —1, —1, 4, 4, 2, 2. 
Jeżeli jeden stosunek anharmoniczny jest rzeczywisty, wszystkie są rze- 
czywiste i cztery punkty leżą na okręgu koła. 
W tym wypadku 


an 0 (albo też =%7), 
(2, —z,)(z4— z) 
tak iż 
z,—Zy Ząę—Ż4 
am oraz am 
ami a~ 


albo równają się sobie, albo różnią się o z. (Porówn. Przykł. 19). 


Jeżeli (ży, 22; z3, 24)=—1, mamy dwa równania 
z,—£3 żą4— ży 2, —2y |24—Z3 
am "R + am | = 
£,-% Zą—Zy z,=24 t- 


Rys. 33. 


przedzielone przez punkty 4;, A. Mamy też 4,4;/4,4,--4z4;/4z.l,. 
Niech będzie O środek cięciwy A44. Równanie 
-aa 


(z, — z,)(z; — ży) 
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możemy napisać w postaci 
(2; +22) (23421) >2(212, +2324) 
lub, co na jedno wychodzi, w postaci 
{zı —$ (z3 +24) f22— 3(25+24)) =13(2:—24)]”. 


To równanie jest równoznaczne z 0A. 04; = 04A; = 04, Zatym 
0A, i OA, tworzą równe kąty z 4;4,, a prócz tego 04, .04;,=04;*= 04A,*. 
Zauważmy, że związek między parami A, A» Oraz As, A, jest syme- 
tryczny. Jeśli więc O’ jest środkiem cięciwy Ad, wówczas O'd; i O'A, 
muszą tworzyć równe kąty Z 4,4, i powinniśmy mieć 


OA TO LEŚ ASON 


26. Jeżeli punkty 4,, 4, dane są przez równanie ażz*+2bz+-c=0, 
punkty zaś 4;, A4 przez równanie a'z*+-2b'z-+-c =0, jeżeli, dalej, O jest 
środkiem odcinka A4; i jeżeli ac +a'c—2bb'=0, wówczas OA, i OA, two- 
rzą równe kąty z 434, i zachodzi związek 04,.04;=04;*=04,. 

(Maihem. Tripos, 1901.) 


27. Warunek konieczny i dostateczny, aby cztery punkty le- 
żały na jednym okręgu, polega na tym, by ich stosunki anharmonicz- 
ne były rzeczywiste. W innej formie można ten warunek wyrazić tak: 
musi być rzeczą możliwą znalezienie takich liezb rzeczywistych a, f, 7. 
by było 

|| l 1 =). 


Zili t it Zat Z tE 


Żeby dowieść tego, zauważmy, iż przekształcenie Z=1/(2—2,) jest 
równoważne inwersji względem punktu z, wraz z symetrją wzglę- 
dem pewnej osi. (Przykł. 21). Jeżeli zı, z,, z3 leżą na okręgu, przechodzą- 
cym przez biegun inwersji z,, wówczas punkty Z,=1(2,—24), Z+— 1/(2—24). 
ZŻ;=1/(2;—ż,) leżą na jednej prostej, Możemy tedy (Przykł. 12) znaleźć 
liczby rzeczywiste a', B', y' takie, by było a'+8'+y'=0 oraz a'/(2,—2,) + 
+B'/(23—2,) +y'/(23—24)=0, dowieść zaś łatwo, że to jest równoznaczne 
z przytoczonym powyżej warunkiem. 

28. Dowieść następującego twierdzenia, analogicznego do twier- 
dzenia De Moivre'a: jeżeli 41, 92, ... jest ciągiem kątów dodatnich ostrych 
i jeżeli 

UB Pn1 =(£ 9 mECC 5, 1860 Y „LZ 7; , 
w takim razie 
tg Fajn =B P mECC Pu FBAC E miBYn 


BOC P mpn FSEC Fm3EC Pn IE PmiB Pn 


oraz tE Pmt ECC Pm=(Ig p rSEC5,)””. 


[Zastosować indukcję matematyczną]. 
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29. Przekształcenie żz=Z”*. W tym wypadku r=R”, kąty zaś è 
i mO różnią się o wielokrotność 2r. Jeżeli Z zakreśla okrąg dokoła po- 
czątku spółrzędnych, z zakreśla m razy okrąg dokoła początku. 

Cała płaszczyzna (x, y) odpowiada któremukolwiek z pośród m rów- 


nych wycinków w płaszczyźnie (X, Y), mających kąt =g— . Każdemu 
m 


punktowi płaszczyzny (x,y) odpowiada m punktów płaszczyzny (X, Y). 

30. Funkcje zespolone zmiennej rzeczywistej. Jeżeli /(t), ę(t) 
są dwiema funkcjami rzeczywistemi zmiennej rzeczywistej t, określone- 
mi dla pewnego obszaru zmienności argumentu ft, wówczas funkcję 


+= 949... „adi 


nazywamy funkcją zespoloną zmiennej rzeczywistej t. Możemy ją przed- 
stawić graficznie zapomocą krzywej 


x=/(t). y=ę(t). 
Jeżeli z jest funkcją całkowitą albo funkcją wymierną zmiennej t 
ze spółczynnikami zespolonemi, możemy z przedstawić w postaci (1) 
i w ten sposób wyznaczyć krzywą, określoną przez tę funkcję. 


(I) Niech będzie z=a-+(b—a)t, 
gdzie a, b są liczbami zespolonemi. Jeżeli a=a-a'i, b=8+8'i, mamy 

c=a+(f-ajt, y=a+( at. 

Krzywa jest w danym razie prostą, łączącą punkty z=a i z=b, 
Odcinek, zawarty między temi punktami, odpowiada obszarowi zmienno- 
ści £ od O do 1. Jakim wartościom t odpowiadają przedłużenia tego od- 
cinka? 
dp: le it 
(I1) Jeżeli z=c+p - 

|= it 
krzywa jest kołem o promieniu p i środku c. Gdy t przebiega wszelkie 
wartości rzeczywiste, z zakreśla okrąg koła raz jeden. 
a1 bt 


(III) Wogóle równanie z 
c= dt 


przedstawia koło. Można dowieść tego, obliczając „r, y i rugując, ale 
prościej jest oprzeć się na Przykł. 22. Niech będzie ż=(a-+bZ)/(c+dZ) 
oraz Z=ł Gdy t zmienia się, Z wykreśla prostą, mianowicie oś X-ów, 
zatym z kreśli okrąg koła. 

(IV) Równanie z=a*2bt+ct* 


przedstawia wogóle parabolę, w szczególnym zaś przypadku, gdy b/c jest 
liczbą rzeczywistą, przedstawia prostą. 

a+2bt+ et? 

a+25ttqt"" 

gdzie a, 5, y są liczbami rzeczywistemi, przedstawia stożkową. 


(V) Równanie 
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|Wyrugować ł z równań 

©=(4+2Bt+- Ct?) (a+2Bt-ryt?), z=(A'+2B't+ C')/(a-+2Bt+ yt?) 
gdzie a=A-FiA', b=B+iB', e=0+i0'] 

38. Wzory na sinnt i cosn%. Twierdzenie De Moivre'a 


daje nam możność wyrażenia sinn i cosnd, gdzie n jest licz- 
bą całkowitą dodatnią, zapomocą sin% i cos$%. Istotnie, z wzoru 


cosnV + 2 sin ńił = (cos Ẹ + 4 sin 8)*, 


w którym n oznacza dowolną liczbę całkowitą dodatnią, otrzy- 
mujemy 
cos nił = R (cos ił + 2 sin %)”] 


= (008 rt1-(. te? ++(,tg'9—...] - 


sin n? = I [(cos è + isin %)*] 


= (cos È)” (l s Jtg »—(; tg ł zj A 


gdzie symbol (5) oznacza ilość kombinacji z m rożnych ele- 
mentów po », czyli spółczynnik 
n(n=1)(n=2)...[n= r+ D 
1.2.3...7 
w rozwinięciu potęgi dwumianu. 
Mamy tedy 


108 nił 

a : | |)? +(e- sady A BAŚŃ; 
sin në n n 
looa Sj" - (i)! -=(3)2+ a A 


gdzie przez ł oznaczyliśmy funkcję tg ð. 
Dzieląc te dwa wzory przez siebie, otrzymujemy 


sa a a Eaa A : 
tgnè=į( )! (3) + ujil ha te - - 2 D 
Z wzorów (1) i (2) można otrzymać dalsze wzory, wyra- 
żające 
sin nił 


cos nọ : 
' sin 
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jedynie za pomocą cos. Jakoż 
cos” tg" = sin”? cost- = cosa- A1 — cos’). 
Podstawiając do wzoru (1) i mnożąc przez cos*®, otrzymujemy 
cos NÈ = a,cos"ił + a_a COSTE + ..., 


gdzie a, da„_2,... są stałe, ostatni zaś wyraz jest albo stały 
albo też jest wielokrotnością cos%, zależnie od tego, czy m 
jest parzyste czy nieparzyste. 

W taki sam sposób z (2) mamy 


sin ni 
a - sh =bu— cos” "19 + byg CORBIE +... 
sın 4 
Bezpośrednie wyznaczenie tych spółczynników w sposób 
ogólny przy zastosowaniu wyłącznie metod elementarnych, jest 
nieco kłopotliwe. Wzory ostateczne są 
n(n=3) 27 
I (2c0s È) — 


n > 
2cos nił = (Żcos È)" — 1! (2 cos ił )*"*4 


„MUn=r—l) ....(3—2r + 1) 
r! 


„+(=1) (2c089)"7%+ .. . . (4), 


sin n? n—2 (n—3)(n—4) 
1 


sint (2c08$)7'— (2 cos Ò)" + 2! (2cosiły* 5—,.. 


n—r— 1)... (n—2r) 


RIE (2cos%)"-"=1+ .... (5). 


r! 
Wzory te łatwo sprawdzić zapomocą indukcji. Istotnie, 
mamy 
sin ił 


2cos(n + 1)ih=cos H2cos nit) — (1 —cos*”ił) —, z 
sın tł 


sin (n+ 1)% sin na 
EFEN = C08 U > + cos nt; 


sin + sin i 


pozostaje sprawdzić wzory (4) i (5) dla n=1, 2,3 i dowieść, że 
jeżeli są słuszne dla n=k, to muszą być słuszne dla n=k+1. 
Dowód pozostawiamy czytelnikowi. 


39. Równanie trzecie możemy przez skrócenie pisać 
w postaci tęndt=/(t). Możemy je uważać za równanie n-tego 
stopnia względem t, mające pierwiastek t=tgY. 

Tak samo równanie 
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2 l„(s LO z 

tg n(34 = |=ro 

ma pierwiastek t=tg|%+(kr/n)|, gdzie k jest dowolną liczbą 
całkowitą. Ponieważ jednak 


tgn? + kz) =tgnt, 


przeto oba poprzednie równania są właściwie tym samym rów- 
naniem. Tak więc tgj%+(kr/n)| jest pierwiastkiem równania 
(3) dla wszelkich wartości całkowitych k. 

Wyrażenie to przybierać może n i tylko n różnych war- 
tości: 


tg ił, tg (3 + = tg (ə i Ra tg fə t SL > 
Są to więc pierwiastki równania (3). Stąd wnosimy, że 
każda funkcja symetryczna tych liczb da się wyrazić zapomo- 
cą spółczynników równania (38), czyli zapomocą tg nę. Oczy- 
wista rzecz, że równania (l), (2), (4), (5) można traktować 
w podobny sposób. W następujących przykładach znajdzie 
czytelnik kilka ćwiczeń, odnoszących się do tej kwestji. 
Przykłady XXIV. 1. Równanie (3) można napisać w postaci 


(ny [n tg n " 
e—a jt (4 | am - "e w» | l ¿"=t f” 3 l 


przyczym bierzemy tgnt lub ctg nè zależnie od tego, czy n jest niepa- 
rzyste czy parzyste. 
2. Dowieść, że 
z (n—1)z} 


sec? +-300*, * -+ t-t seca - j 
k n 


n 
równa się n?sechnt lub n?cosechjatł zależnie od tego, czy n jest nieparzy- 
ste czy parzyste. 
(Mathem. Tripos, 1900.) 
">--SR n 2x 3x diz „ 
3. Dowieść, że sec? — + sec*'— +- sec + sect =1120. 
9 9 9 9 


4. Przy n nieparzystym 


/ ` F. PL 74 f ` 
n " z Lr f rz 
Dia n- na_ A = rj — 3 | = 2 Í 
t ( 2 ji eii t „= tit tg 7, yt tg m J F U ig n’ 
gdzie r=4(n—1). Znaleźć analogiczny wzór dla n parzystego. 
A R NE: „+ : W „_s, "(R 3) = 
5. Pierwiastkami równania Żcosnt- 2"——2 fa g SĄ 


liczby 
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2r' 2(n—1l)r 
2cos 4%, 2c08 | * =- ) s. 2 MOB (o + edid 8 
n JJ 


6. Pierwiastkami równania 64a*—1i2x?+-56x0—7=0 są liczby 


Pe z 


- 
. sin* —, sin — 
í 4 


sin? 


Na tej podstawie dowieść, że 


2r 4r T = 

SE sin na sin pat $ 

7. Dowieść, że 4cos?(z/7) jest pierwiastkiem równania 
«3 —0a7+6x0—1=0 


i znaleźć pozostałe pierwiastki. 
(Mathem. Tripos, 1898.) 


8. Przedstawienie funkcji cosn® oraz (sinn%)/(sin*) w postaci 
iloczynu*). Dowieść, że 2cosn® równa się albo 


R ZY R : „36 + „(n=2)m1 ż 
2" | cost — COS*5 cos?tił — £08*,, cos*ł—cos* "5 [cost , 
=", 5 - ri 
albo też 
r 4 KIA x „(n=l)m 
2") co8?łł—e08*5— || cos*ł+— ©08*;— | .... | Cos*%— cos sz, | + 
DYM wm j 


zależnie od tego, czy » jest liczbą nieparzystą czy parzystą. 


maa : no. 3% Z R i 7 å ; 
9. Dowieść, że sin —-sin—-..sin——=2 "" 5, gdzie r równa się 
2m 2n 2n 
albo n—2, albo n—1 zależnie od tego, czy n jest nieparzyste czy pa- 


rzyste. 
[W Przykładzie 8 założyć +=0 i starannie uwzględniać znaki przy 
pierwiastkowaniu.] 


10. Dowieść, że (sinn%)/(sin*) równa się albo 


R 2R (n—2)z 


2n-1) cos’ — cos? cos?’ — cos? „| c08? — CoB? 5 jeos*%, 
n ` n \ <n j 
albo też 
NL2 „2m) > (n=l)z' 
2m-1| costif=cos? — | cos?ł — cos? |... | costł=cos?* "7 ) 
i j n / 4 zn 


zależnie od tego, czy n jest parzyste czy nieparzyste. 


1l. Na podstawie poprzedniego zadania oraz równania (2) w $38-ym 
dowieść, że przy n nieparzystym 


*) Wzory w zadaniach 8—11 mają doniosłe znaczenie praktyczne 
dla Analizy. 
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gn ( cos? — cos? = j ( costił— cos? =) an ( cos*+—c08* SZR | 
=n cos" tł a cos”**1%.5sin*t++.... 
Stąd, kładąc Y=0, dowieść, że 
sin sin > = sin SEI =(2730m0) n. 


Otrzymać odpowiedni wzór dla przypadku, gdy m jest liczbą parzystą. 


40. Pierwiastkowanie liczb zespolonych. Nie nada- 
liśmy dotąd żadnego znaczenia symbolom takim, jak Ya, a”* 
w których a jest liczbą zespoloną, m zaś i n są liczbami rze- 
czywistemi całkowitemi. Otóż będzie rzeczą zupełnie natural- 
ną, jeżeli określimy te symbole zgodnie ze znaczeniem, jakie 
nadajemy im w algiebrze elementarnej, gdy a jest liczbą rze- 
czywistą. Określimy tedy 4a i a'* (gdzie n jest liczbą cał- 
kowitą) jako liczbę z, czyniącą zadość równaniu z*=a; tak sa- 
mo a”, gdzie m i n są całkowite, określimy jako (a'")". Okre- 
ślenie to nie przesądza kwestji, czy równanie z*=a posiada 
wogóle pierwiastki i ile ma pierwiastków. 


41. Rozwiązanie równania ż*=a. Niech będzie 
a=p(cos $--4 sin 7), 


gdzie p jest dodatnie, kąt zaś ę taki, że —r<q<r. 
W takim razie, jeżeli mamy 


z=rl(cos 1-1 sin %), 
musi być 
. r”(cos ni + sin nid) =p(cos $1-15int), 
tak iż 


r"=p, CoS hÓ+=G0874, sińn+=sinp . . . (1) 


Jedyną możliwą wartością na » jest (p, czyli zwykły pier- 
wiastek arytmetyczny n-tego stopnia z p. Dwom drugim rów- 
naniom (1) czyni zadość związek nt=v--2kn, gdzie k jest licz- 
bą całkowitą, czyli 
e.|-2hm 

V= 
n 
Jeżeli k=np--4, gdzie p iq są liczbami całkowitemi, przyczym 
0=q9<n, wówczas 
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liczba p może tu być dowolną liczbą całkowitą. Widzimy, że 
równanie z*=a=p(cos ę--18iN 4) 


ma n i tylko n pierwiastków, danych przez wzór z=r(cos tł 4-1 sin 3), 
w którym 


p+r 


r=vp, %= (q=0, 1, 2, ... n—1). 


Ze wszystkie te pierwiastki są różne, łatwo spostrzec, 
kreśląc djagram Arganda. Na rys. 34 
mamy cztery pierwiastki z liczby 
(1:6)(cos 55?--4 sin 559). 
Pierwiastek 


F) 


si (cos Ý Lisin 
E n` nl 


nazywają główną wartością pierwia- 
Rys. 34. stka 4/a. 
Szczególnie ciekawy jest przypa- 
dek, gdy a=1, p=1, 4=0; otrzymujemy równanie z”=l1, które 
ma n pierwiastków 


cos (Żąz/n) +-ż sin(2qz n), (q=0, 1, 2, ... R—1). 


Liczby te nazywamy n-temi pierwiastkami z jedności; głów- 
ną wartością jest tu sama jedność. Jeżeli cos(2r/n)-|-1 sin(2r/n) 
oznaczymy symbolem w,, możemy wszystkie n-te pierwiastki 
z jedności napisać w postaci 

RS 0 aoi. 

Przykłady XXV. 1. Pierwiastkami kwadratowemi z 1 są liczby 
+1, —1; pierwiastkami sześciennemi 1, +(-1+ż43), 4(—1—i43); pier- 
wiastkami czwartego stopnia są 1, i, —1, —i; pierwiastkami piątego 
stopnia 

1. tivŻ—1+i1VI0-ZYŚI, ;I-4V5—1+1V 10-25, 
11-V5-1-iV10-25|, iiyB5—1-4vV10Z2y5i. 
2, Dowieść, że | Fion EOR +... rwą t=), 


3. Dowieść. że (x+ym tzm {r+ ym trn) yayar ye. 
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4. Pierwiastek n-tego stopnia z a ma n wartości 


n 
ya, wnt, WAY, a wą! V, 


gdzie 4/a oznacza główną wartość pierwiastka. 


5. Z Przykł. XXIII 14 wynika, że pierwiastkami równania z*=a«+ 48 
są liczby 


+V Vei tati Vil Va +ga), 


przyczym znaki bierzemy te same lub różne zależnie od tego, czy ß jest 
dodatnie, czy ujemne. Dowieść, że zgadza się to z wynikiem, otrzyma- 
nym w § 4l. 
6. Dowieść, że (x?m—a?m)/(x?—a*) da się przedstawić w postaci 
s k 25 ż (m— 1)x 
(x1*—2ax cos —+a?|(r*—2axr cos— +a*)..|x7— ax tos- — a”). 
m m m 


|x2m— am rozkłada się na czynniki (x-a), (raw, m) (x= aw; m) (r= awm '), 


A p p sa 
każde zaś dwa czynniki (x— awm), (r=awim"*) dają (a7— Zaccos—  a*).] 


m 
7. Rozłożyć w podobny sposób na czynniki 
Lmt qme głmąęążłm, qzłm+1q2m-1, 
8. Dowieść, że r?n— Zrnąncos t+ę+a?n= 
+4 2x %+4 2x(n— 1) 
=(m*— 2ra cos~ Hata? — 2ra cos z +a7?)...(17— 2ra cos - z — +a’). 


[Można wyjść z wzoru 
gn — Irnan cos #-+an= jantan cos -isin +)ijra— aeos *—isin9)/|. 


9. Zagadnienie wyznaczenia ©, zapomocą wzoru, zawierającego 
tylko pierwiastki kwadratowe (takim jest np. wzór «,=4(—1+-4,/3)) jest 
zarazem zagadnieniem gieometrycznym wpisania w koło wielokąta forem- 
nego metodą Euklidesa, czyli zapomocą cyrkla i linjału. Widzieliśmy 
w rozd. I i II, że można zbudować tą metodą wszelkie niewymierności 
kwadratowe, ale tylko takie niewymierności. Euklides podał konstrukcje 
dla n=3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15. Rzecz jasna, że konstrukcje są jeszcze 
możliwe dla Z*n, gdzie k jest dowolną liczbą całkowitą dodatnią. Istnie- 
ją inne jeszcze wartości na n (np. n=17), przy których konstrukcja ta- 
ka jest możliwa. 


42. Ogólna postać twierdzenia De Moivre'a. Z poprzed- 
niego paragrafu widzimy, że gdy q jest dowolną liczbą całko- 
witą dodatnią, jedną z wartości wyrażenia (cos ił -+-7 sin 9)1/4 jest 


008 ----iSIN—. 
q 4 


Podnosząc oba te wyrażenia do potęgi p (gdzie p jest do- 


www.rcin.org.pl 


"(s — 


wolną liczbą całkowitą, dodatnią lub ujemną), otrzymamy twier- 
dzenie, że jedną z wartości wyrażenia 


(cos *+--żsin%)74 jest cos (p%/q)+-isin (p Ń/q). 


Innemi słowami: Jeżeli a jest dowolną liczba wymierną, wówczas 
Jedną z wartości wyrażenia (cos 9-2 sin 8) jest 


cos ad +1 sin at. 


Mamy tu twierdzenie De Moivre'a w postaci uogólnionej. 


ZADANIA DO ROZDZIAŁU Ill. 


1. Warunek, aby trójkąt (xyz) był równoboczny brzmi: 


ay tz —ry— rz—yz=0. 


[Niech będzie XYZ dany trójkąt. Przesunięcie ZX jest przesu- 
nięciem YZ, obróconym o kąt dodatni lub ujemny 4a; otóż Cisżn=a;, 
Cis(—sn)=l/o;=wj;?, mamy tedy c—z=(z—yju; albo też xu—z=(z—y)wz?. 
Stąd zryw; +zw,=0 albo r-ryw;*+zw,=0 i t.d. Porówn. Przykł. XKXV.3.] 

2. Jeżeli XYZ, X'Y'Z' są to dwa trójkąty i jeżeli 

YZYZ=ZX ZKX=XYX'Y', 
wówczas oba trójkąty są równoboczne. 

[Z równań (y—z)(y —z' )=(2—aX(z' —x')=(x—y)(a —y')=k* otrzymu- 
jemy Zl/(y'—z2')=0 albo £a?*—Xy'2'=0. Pozostaje zastosować poprzednie 
zadanie.] 

3. Na bokach trójkąta ABC budujemy podobne do niego trójkąty 
CBX, CAY, ABZ. Dowieść że trójkąty ABC, XYZ mają spólny śro- 
dek ciężkości. 

[Mamy (x—c)/(b—e) = (y—a)/(c—a) = (z—b)/(a—b) =h. Wyrazić 
;(c+y+z) zapomocą a, b, e] 

4. Jeżeli X, Y, Z są punktami na bokach trójkąta ABC, przyczym 

BX > GZ. _ AZ 

XA "EJ "Ro" 
i jeżeli trójkąty ABC, XYZ są do siebie podobne, wówczas albo r=l, 
albo oba trójkąty są równoboczne. 

5. Z faktu, że stosunki anharmoniczne czterech punktów, leżących 
na jednym okręgu, są rzeczywiste, wysnuć twierdzenie Ptolomeusza 
o czworobokach wpisanych w koło. 

[Punktem wyjścia może być tożsamość 


1 


(23 — a(t 7 14)-+(2— zyl — r.) + (0; — ©e)(13 — 2,)=0.] 
6. Jeżeli z*+z*=l1, wówczas z, z” są końcami średnie sprzężonych 
Wykład czystej matem. 8. 
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elipsy, której ogniskami są punkty 1, —1. [Jeżeli CP, CD są połówka- 
mi średnie sprzężonych elipsy, której ogniska znajdują się w punktach 
S, H, wówczas prosta CD jest równoległa do zewnętrznej dwusiecznej 
kąta SPH i mamy SP. HP=CD>.] 

7. Dowieść, że |a--b|*+|a—b|?=2]|a|*+|b|*1. Jest to odpowied- 
nik analityczny dla twierdzenia gieometrycznego, że jeśli M jest środ- 
kiem PQ, wówczas 0P*+0Q*=20M?*+2MP+*. 

8. Na mocy poprzedniego zadania dowieść, że 

jat V a?—b*| + |a— val =|a+b| + ab. 
[Oznaczając a+ Va”—b* przez s, a— v a=b" przez 4, mamy 
z]? |2ą| 34 2, +24| 744 |2,—z2,|?=2|a|*4+2|a7—b*.. 
Wobec tego 
(lz, + zz = lalt |a*—0*| + bl*i=|a+b|*"+ |a—b *+2|a*—b. 
Można powiedzieć jeszcze inaczej: jeżeli zı, z są pierwiastkami równa- 
nia a27+28z-ry=0, wówczas 
l - 
lalt |5sl— 1-8 4 Vql+|-8— V arli. 
ja] 

9. Jeżeli równanie Œ{'+4a,x?+6apx’+4azx +a,=0 ma spółczynniki 
rzeczywiste i jeżeli dwa jego pierwiastki są rzeczywiste, dwa zaś zespo- 
lone, przyczym leżą one na jednym kole na wykresie Arganda, wówczas 
musi zachodzić związek 


aą? + 0,704 + 047 — ad, — N = 0. 
10. Cztery pierwiastki równania 
a+ tam + 0a +4a47 ta, =0 
są harmoniczne, jeżeli mamy 
doli + a, d, + a47 — Aolat, — ŻA;040; =0. 
[Znaleźć wzór na Za u Żyj Zus,uw, gdzie 
Za , w F(5,—2K2—2,)7(2, —z4)(2: — 25), 
A ży; f, 2,, z, SĄ pierwiastkami równania]. 


11. Punkty urojone i proste urojone. Niech będzie dane równa- 
nie ax+by+c=0 o spółczynnikach zespolonych, które w szczególnym 
przypadku mogą być również liczbami rzeczywistemi. 

Dając na x oznaczoną wartość rzeczywistą lub zespoloną, możemy 
wyznaczyć odpowiednią wartość na y. W ten sposób otrzymujemy pary 
wartości (rzeczywistych lub zespolonych) na x i y; zbiór wszystkich ta- 
kich par nazywamy pros'ą urojoną, każdą zaś poszczególną parę nazywa- 
my punktem urojonym i powiadamy, że punkt ten leży na prostej. Warto- 
ści zmiennych z i y nazywamy spółrzędnemi punktu (x, y) Jeżeli war- 
tości z i y Są rzeczywiste, nazywamy punkt (x, y) rzeczywistym. jeżeli 
spółczynniki a, b, c są wszystkie trzy rzeczywiste (lub mogą się stać rze- 
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czywistemi po podzieleniu przez spolny czynnik), prostą nazywamy rze- 
czywistą. Punkty z=a+4b, y= yti oraz a=a—i$, y=q—ió nazywamy 
sprzężonemi. Tak samo sprzężonemi nazywamy proste 

(A+riA')a +(B+iB'j)y+(CH4C0')=0 
oraz (4—i4A')a+-(B—iB'jy+(0—i1C')=0. 

Zbadać słuszność następujących twierdzeń: na każdej prostej rze- 
czywistej istnieje nieskończenie wiele par punktów urojonych sprzężonych; 
na każdej prostej urojonej leży jeden i tyiko jeden punkt rzeczywisty; 
na prostej urojonej niema nigdy pary punktów urojonych sprzężonych. 
Znaleźć również, przy jakich warunkach (a) prosta, łącząca dwa dane 
punkty urojone, jest rzeczywista; (b) punkt przecięcia się dwuch prostych 
urojonych jest rzeczywisty. 

12. Znałeźć sumy » wyrazów szeregów 

cos a COS(a+-b)-+cos(a-+2b)--... 


sin a--sin(a--b)-+-sin(a+-2b)-+-... 


[Znaleźć sumę n wyrazów postępu 
(cosa+-4sina)1+(cosb+isin 6)-+(cosb+żsinb)?+-...| 
i porównać wyrazy rzeczywiste i zespolone.] 
13. Znaleźć sumy n+1 wyrazów szeregów 


iny "` 8 
1 ri i cosg- 5 COB? a +"... 


n +4 
sinat | > sinża4+ 


14. Znaleźć sumę 
cos at- x COS(a-+8)-+-...-+ct—1 cosla+(n—1)B|. 
(Mathem. Tripos, 1905.) 
15. Znaleźć moduł i amplitudę liczb 
1+cos*--żsinv, 1l+cos®—isinò, |—cos%+-isin*, l—cos®—isin ð. 
16. Wyciągnąć pierwiastki kwadratowe z liczb poprzedniego za- 
dania. 
17. Dowieść, że 
nz 


n? +isin = nët), 


flęsini ticos tyn 
| ~ W cos 
\l+sin#—icos + 


18. Dowieść następujących tożsamości: 
(aty eet ay a roH y-as) =at yay, 
(æt+ytzrt oyta w y Hw r(A wy rwy;?ż)(r+ wys -+-wsz) 


=g- y 423 — daPyz + dry?2?. 
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19. Rozwiązać równania 
© = 3ar+(a*+1)-0 oraz x*—dax*+-da*r + (a + 1)=0. 


20. Jeżeli f(rl=a+ayr +... Hap", wówczas 


fis)rfl(wr)+ uk Aone) 


Ga 


Mot ant” tame +. a C 


gdzie w jest pierwiastkiem równania «ar=1 (różnym od 1l), zaś km jest 
największą wielokrotnością v zawartą w k. Znaleźć podobny wzór dla 
ay Fly , „w + Gy 227" +... 

21. Jeżeli (1 +x)” =p +Piæ +t pex’ +... 


gdzie n jest liczbą całkowitą dodatnia, wówczas 


Po" Br" „ ain nos = 
o= tpi: z 
R=DCZE: =" sin 
22. Znaleźć sumę 
a z? pe 34 
(1-2)! " s!(n—3)! | SIm=BI""" (6-DL' 


gdzie n jest wielokrotnością liczby 3. 
í Mathem. Tripos. 1599.) 


28. Otrzymać wzory $ 38-go, nie posługując się liczbami zespo- 
lonemi. 

24. Dowieść, że przy m nieparzystym, mamy 3Zeosee(rr/m)=m— 1, 
gdzie r przybiera wartości 1, 2.., m—1. 

Oznaczmy przez S sumę tych wartości funkcji cosec?(rn/m), w któ- 
rych r jest liczbą mniejszą od m i pierwszą względem m. Dowieść, że 
gdy m jest iloczynem liczb nieparzystych pierwszych a, b, c...k, wówczas 
38=(a*— 1)(b?*— 1)(c-— 1)....(k*— 1). 

(Mathem. Tripos. 1902.) 


25. Jeżeli m jest liczbą nieparzystą, wówczas 


r=m—l 
4 t (Cr), E ENN) 
— g k ez, ; m(m Nm*-+m—3). 


r=n 


( Mathem. Tripos. 1903). 


26. Jeżeli a,„=a--bcos|%--(2rr/n)|, gdzie r=l, 2, 3..,n, wówczas 
przy n>3 mamy 


Sn(n —2)Za,Va,a, =3n"Ea;asa, + (n— 1)(n=23XŻa,)* 


í Mathem. Tripos 1906). 
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27. Pierwiastkami równania 


3 nin+ 1) 
n(n—1) a mn l(n=2) , — mi 
zast 2, 2 


"I 3! 


są liczby g=, i, n g, 


[Równanie sprowadzić można do postaci (1—zi)n+i(1-+aż)n=0.] 
28. Pierwiastkami równania 
n(n—1) , m(n—1) (n-2) 
zh=qnon=———— z8—2.4 WO — „EQ 
2! 3! 
są liczby ctga, —ctgda, ctgia, = ( —1)%ictg(2n—1)a, 


gdzie a=r/tn. 
Dowieść również, że suma n wyrazów szeregu 


ctga. cosec'a— ctgjacosec?Ja +, 
równa się 2n’. 
(Mathem. Tripos. 1901). 


29. Istnieją naogół dwa punkty, które nie zmieniają się przy prze- 
kształceniu z=(aŻ--b)/(cZ+-d). Jeżeli punkty te oznaczymy przez a, ßĝ, 
wówczas przekształcenie da się przedstawić w postaci 

« Z-a 


„ca IA 
z= 2-8 


Sprowadzić w szczególności do tego kształtu przekształcenie 
z=(1+2)/(1—2Z). Podzielić płaszczyznę zmiennej Z na 8 obszarów za po- 
mocą osi spółrzędnych i koła jednostkowego oraz wyznaczyć na pła- 
szczyźnie zmiennej z obszary, odpowiadające tym 8 obszarom. 


30. Jeżeli z=Z%—1, wówczas, gdy z zakreśla koło |z|=x, każdy 
„ dwu odpowiadających punktów Z zakreśla owal Cassini'ego pps =, 
gdzie pı, p oznaczają odległości punktu Z od punktów +1. Wykreślić 
owale dla różnych wartości «. 


31. Jeżeli £ jest zmienną zespoloną i jeżeli |t|=1, wówczas punkt 
w=(at+b)/(t—e) zakreśla koło, o ile tylko |e|=El, jeżeli zaś |c|=l, punkt 
w kreśli prostą. 

32. Niech będzie ć zmienna zespolona taka, że |t[=1. Dowieść, 
że punkt w=4l|at+ (b/t); kreśli wogóle elipsę, której ogniskami są punkty 
a?=qb, osiami zaś odcinki |a|--|b| oraz |a|-|b|. Jeżeli jednak mamy 
|a|=|b', wówczas punkt æ kreśli odcinek, łączący punkty + Vab. 


38. Jeżeli z=2742% wówczas kołu |Z|=1 odpowiada na pła- 
szczyźnie z kardiojda. 


34. Zbadać przekształcenie z=4| %+(1/Z)}; w szczególności dowieść 
że kołom X*+ Y’=a? odpowiadają elipsy spółogniskowe 
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35. Jeżeli (2--1)=4/Z, wówczas kołu jednostkowemu płaszczyzny 
z odpowiada na płaszczyźnie Z parabola Rcos?4O0=1, a wewnętrznym 
punktom koła odpowiadają zewnętrzne punkty paraboli. 

36. Dowieść, że zapomocą przekształcenia z=|(Z— ic)/(Z+-ic)]? moż- 
na górnej części płaszczyzny z podporządkować wnętrze pewnego półko- 
la na płaszczyźnie Z. 

37. Niech będzie dany związek az*+2hzZ+b2Z?+2g2 + 2fZ-+c=0. 

Dowieść, że istnieją dwie wartości zmiennej Z takie, że odpowia- 
dające im wartości z są sobie równe, i odwrotnie. Nazwiemy je punkta- 
mi rozgałęzienma na płaszczyznach Z i z. Dowieść, że gdy z zakreśla 
elipsę, której ogniskami są punkty rozgałęzienia, wówczas Z kreśli rów- 
nież elipsę. 

[Czytelnik dowiedzie najpierw, że powyższy związek można napi- 
sać w postaci 


zł +2zZc08w+Z*=1. 
Punktem rozgałęzienia są na obu płaszczyznach punkty +cosec w, 
Równanie elipsy, o której mowa, 
|z-+ COBEC w | + |: — COSAC m | =const. 
jest równoważne równaniu (Przykł. 8) 
la+ Va7— cosec?a| + |z— V 27 — cosec?w| = const 


Do tego ostatniego równania podstawić Z.] 


38. Jeżeli z=aZm+bZn, gdzie m i n są liczbami dodatniemi i cał- 
kowitemi, liczby zaś a i b są rzeczywiste, wówczas, gdy Z zakreśla koło, 
z zakreśla hipocyklojdę albo epicyklojdę. 

39. Dowieść, że 

sln(Żn + 1) n sin? 
(Qn+rl)sin* r=15 sin? jrz/(Qn+1)|/ 
( Mathem. Tripos. 1907). 


40. Kładąc w poprzednim zadaniu %=4x=, dowieść, że 


2g na l 


ctg 


z 
ctg—— „Ct —— A=» 
Ez + 6 * Za+l v2n +1 


2n+1l 


41  Dowieść, że 
A / RV f n=l)s* 
sin nib"2n—1sint.sin| ++ — |... sin | %4 = |. 
Ń TP 4 m f 


[W Przykł. XXV.8 położyć r=a=l; zamiast % wstawić 2%.| 
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42. Dowieść, że c0s — ,€0s—.. €08 — d 
15 5 15 128 
Se R 2r (n—1)z 
43. Dowieść, że tg — -tg —.tg—— 
2n 2n 2n 
44. Dowieść, że 
(171) (l= x)" R 2n) f rr] 
— cA | 17 tg: a* tg? m. (mtg — | m 
2a n/ n n / 


gdzie przy n nieparzystym A=1, r=ż(n—1), przy n zaś parzystym A=, 
r=zn=l. 


rz 
45. Jeżeli AESA -wyar : przedstawimy w postaci 
r=l ana 
n i t 3 rz 
rer i j 8 2n41/' 


gdzie n jest liczbą całkowitą dodatnią, wówczas 


(-—1)—1 ` rr rn 
2sin— „ COBY" 
2n-+ 1 2n>1 2n—1 
(Mathem. Tripos. 1905) 
[Stosując zwykłą regułę ułamków prostych, mamy 


"R z n kz 
A,=(—1)r—1.2sin? sg Gosłn=l "> "M | | ctg” 


2n-1 2n+l k=1 2n+1 " 
poczym możemy oprzeć się na zadaniu 40-ym.] 
46. Dowieść, że 


nl 
KU (2r4 1)z f (2r41)m | 
sin — cose — - A ncos(n—l]a.secna. 
— 2n t 2n j 
r=n 
(Mathem Tripos 1907). 
[Strona prawa równa się 
pa—1%— p- (n—1) rźn—1 -- y 
n. m Sad | 
xr’ r-n r=] 


gdzie x=cosa+isna=Cisa. Pierwiastkami równania x?"+1=0 


m (rti) 
są Cis (r=0, |,..., 2n—1). 


2n 
Prawą część rozkładamy na ułamki proste kształtu 


, (ŻQr+l)z 
Ar \z-Cis p= f- 
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2r+-1 2r+1)r 
Okazuje się, że 42m + OR Cis È JE, W celu otrzymania żą- 


n 2n 
danego wyniku, musimy łączyć wyrazy parami (7, n+r).] 


47. Dowieść, że jeśli m i » są liczbami całkowitemi dodatniemi, 


mm 


przyczym m s<ń, wówczas am—L/(1 -+q1)=(1/n)2 a. gdzie w jest pier- 
y= w 
wiastkiem równania x”+1=0. Dowieść, że jeśli n jest parzyste, mamy 
1 2 R0/ (2r+1)s | (2r+1) 
m0 0008 WOW ZE Al. 
142" n ham | n UA) n J 


0 
Znależć analogiczny wzór dla przypadku, gdy n jest liczbą nieparzystą. 


48. Rozłożyć x”—1/(l—x") na ułamki proste, zakładając, że m. n 
są liczbami całkowitemi dodatniemi i m&n. Znaleźć również wzór na 
I/(l—x"), analogiczny do wzoru poprzedniego zadania. 


49. Wykazać, że 


„. Zrw) 

P r=n—1 g= acos( 4 T = 

xn — anc os nt || LU n 

man — Zpnąncos nit + a?n nąn=l ai rz) 
r=0 zł—2qrac08| 0+ — |+a?. 

n 


50. Jeżeli przez pı, g,,... Pn Oznaczymy odległości punktu P, leżą- 
cego na płaszczyźnie foremnego wielokąta, od wierzchołków tego wielo- 
kąta, wówczas mamy 


ked G 
4 1 n r2n— gm 
— < É — 1 
- TA r?—a’ r/n=2ynqncosnt Ha?" 


gdzie a oznacza promień koła opisanego na wielokącie, r odległość pun- 
ktu P od środka O wielokąta, % kąt między OP i promieniem, łączącym 
O z którymkolwiek wierzchołkiem wielokąta. 


51. Jeżeli 4,4, ... A, oraz B,B,.. Bn są to dwa wielokąty foremne 
spółśrodkowe, liczby zaś m, n są względem siebie pierwsze, wówczas 


0 © l mn hmn q2żmm 


= (A,B)? bat" bîmn—2hmnamncogmn}4-a2mn " 
r=l = 

gdzie a i b są promieniami kół opisanych na wielokątach, a % jest ką- 
tem między dwoma promieniami, poprowadzonemi do wierzchołków dwuch 
wielokątów. 


(Mathem. Tripos. 1903). 


52. Jeżeli p, q są liczbami całkowitemi względnie pierwszemi i je- 
żeli mamy daną liczbę dodatnią nieparzystą k<2p oraz *=qr/p, wówczas 
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p—1 1 , p—1 } 
W Ccosk(arnv) 1510 kla—%%) 
% p Etg pr. N . p 
mm SINÍ nv) zm Sii(a nd) 
n 0 n=v 
pr” | | o m 
[Mamy >? 
r’—] 7 l śm — f(n 
gdzie t=ce082%--1 sin2ił | ł 


Kładziemy ł(k+1)=h oraz x=cosła—isin2a.| 


ROZDZIAŁ IVY. 
O GRANICACH FUNKCJI ZMIENNEJ CAŁKOWITEJ DODATNIEJ. 


43. Funkcje zmiennej całkowitej dodatniej. W rozdzia- 
le IT mówiliśmy o funkcjach zmiennej rzeczywistej x i wyja- 
śniliśmy to pojęcie na wielu przykładach. Czytelnik niewątpli- 
wie pamięta, że przykłady te różniły się od siebie w jednym 
zasadniczym szczególe: niektóre funkcje były określone dla 
wszystkich wartości z, inne tylko dla wartości wymier- 
nych, jeszcze inne były określone tylko dla wartości całk o- 
witych zmiennej z, itd. 

Weźmy np. pod uwagę następujące funkcje: (D y=a, (H) y=vyżz, 
(II) y=mianownikowi liczby v, (IV) y=pierwiastkowi kwadratowemu z ilo- 
czynu licznika przez mianownik liczby z, (V) y=największemu czynniko- 
wi pierwszemu liczby æ, (VI) y=iloczynowi Vae przez największy czyn- 
"nik pierwszy liczby x, (YII) y=x-owa liczba pierwsza, (VIH) y=zmierzo- 
nemu w calach wzrostowi więźnia a w takim a takim więzieniu. 

Funkcje te są określone dla różnych obszarów zmienności licz- 
by «, mianowicie (I) dla wszelkich wartości z, (II) dla wszystkich 
dodatnich wartości a, (III) da wszystkich wymiernych warto- 
ści x, (IV) dla wszystkich dodatnich wymiernych wartości z, 
(V) dla wszystkich całkowitych wartości z, (VD i (VII) dla 
wszystkich dodatnich całkowitych wartości a, (VIII) dla pe- 
wnej liczby dodatnich całkowitych wartości z, mianowicie dla 
1,2,3..N, gdzie N oznacza liczbę wszystkich więźniów, znajdujących 
się w danej chwili w tym więzieniu *). 


*) Można powiedzieć, że liczba N zależy od czasu, że osobnik « 
jest różny w różnych chwilach czasu. Jeśli więc zechcemy uwzględnić 
czas, będziemy mieli przykład funkcji dwuch zmiennych y=Ffa, t). 
Funkcja ta jest określona dla pewnych wartości zmiennej t (np. dla okre- 
su czasu od chwili założenia więzienia aż do chwili obecnej), jak rów- 
nież dla pewnej liczby dodatnich i całkowitych wartości na z, przyczym 
liczba tych wartości zmienia się wraz ze zmianą czasu t. 
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Weźmy pod uwagę taką funkcję, jaką w powyższych 
przykładach była funkcja (VII), t. j. określoną dla wszystkich 
wartości dodatnich całkowitych zmiennej œx i nie określoną dla 
żadnych innych wartości x. Możemy taką funkcję traktować 
z dwuch nieco różnych stanowisk. Możemy ją uważać za funk- 
cję zmiennej rzeczywistej x, określoną tylko dla pewnych war- 
tości tej zmiennej, mianowicie dla wartości całkowitych do- 
datnich; co zaś do innych możliwych wartości x, to powiemy, 
że funkcja dla nich nie została określona. Ale możemy rów- 
nież postąpić tak, jak w rozdziale I, $ 7a; mianowicie możemy 
nie brać wcale pod uwagę wszystkich wartości z, lecz jedy- 
nie wartości dodatnie i całkowite zmiennej, i powiedzieć: funk- 
cja nasza jest funkcją zmiennej całkowitej dodat- 
niej n, która to zmienna może przybierać wartości 


l 25 84 4, 2 


W tym drugim przypadku napiszemy symbolicznie 


y=Ħ¢(n) 
i będziemy uważali y za funkcję zmiennej n, określoną dla 
wszystkich wartości tej zmiennej. 

Rzecz jasna, że skoro tylko mamy funkcję, określoną dla 
wszystkich wartości rzeczywistych x, możemy utworzyć funk- 
cję zmiennej %, określoną dla wszystkich wartości n. Np., ma- 
jąc daną funkcję y=a?, możemy otrzymać funkcję y=n?, jeżeli 
po prostu postanowimy, że nie będziemy brali pod uwagę in- 
nych wartości x, jak tylko całkowite dodatnie, ani też innych 
wartości y, jak tylko odpowiadające tym całkowitym dodatnim 
wartościom x. Z drugiej strony, mając daną jakąkolwiek funk- 
cję zmiennej n, możemy z niej otrzymać dowolną ilość funkcji 
zmiennej ©, a to w ten sposób, że na podstawie nowego, zresz- 
tą zupełnie dowolnego określenia wyznaczamy wartości y, od- 
powiadające tym wartościom zx, które nie są liczbami całkowi- 
temi dodatuiemi. 

44. Interpolacja. Poruszyliśmy zagadnienie niezmiernej wagi 
w matematyce wyższej, mianowicie zagadnienie wyznaczenia takiej funk- 
cji zmiennej rzeczywistej œ, która dla całkowitych i dodatnich æ przy- 
bierałaby takie same wartości, jakie przybiera dana funkcja zmiennej n. 


Jest to zagadnienie interpolacji funkcyjnej. 
Gdyby chodziło o znalezienie byle jakiej funkcji f(x), czyniącej 
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zadość tym warunkom, sprawa nie przedstawiałaby najmniejszej trudno- 
ści. Możnaby brakujące wartości uzupełnić dowolnie. możnaby nawet 
oświadczyć, że f(x) jest funkcją, określoną tylko dla wartości całkowi- 
tych zmiennej x. Oczywista rzecz jednak, że w danym razie chodzi o coś 
zupełnie innego, mianowicie o znalezienie możliwie prostego wzoru, zawie- 
rającego zmienną x i przyhbierającego pewne, z góry zadane wartości 
pizyscZiz i" 

W pewnych szczególnych przypadkach, gdy znamy wzór na funk- 
cję ę(n), zagadnienie rozwiązać możemy w sposób bardzo prosty. Jeżeli 
np. ę(n) wyraża się wzorem, mającym sens nie tylko przy całkowitych 
i dodatnich wartościach n (np. wzorem y=n, y=n, y=(n—1)/(n+-1) itp.), 
możemy poprostu założyć y=4(x). Łatwo jednak otrzymać inne jeszcze 
rozwiązania. Np. funkcja 

y=vs(x)+sinxn 


przybiera przy c=n te same wartości, co funkcja zmiennej całkowi- 
tej (n). 

W innych wypadkach (n) może być wyznaczone zapomocą wzoru, 
który dla pewnych wartości x nie ma sensu. Przypuśćmy np., że y=(—1)*; 
wzór ten nie miałby dla nas sensu przy wykładniku ułamkowym o mia- 
nowniku parzystym albo przy wykładniku niewymiernym. Nieraz jed- 
nak łatwo można przekształcić wzór w ten sposób, że nabiera on zna- 
czenia przy wszelkich wartościach «x; np. wystarczy zauważyć, że 
cosnr=(—1)n, wobec czego możemy założyć y=cos zr. 

Zdarza się, że funkcja (œx) jest określona nie tylko dla dodatnich 
wartości x, nie jest jednak określona dla wszystkich wartości zmiennej. 
Przypuśćmy np. że funkcję y=n" chcemy zastąpić przez y=x*. Ten dru- 
gi wzór ma sens tylko dla pewnych wartości x. Aby uprościć rozumo- 
wanie, weźmy pod uwagę tylko dodatnie wartości æ; w takim razie æ% 
ma sens tylko dla wymiernych wartości x, gdyż 


ry" (zy 
q) q/' 


zgodnie z określeniem wykładników ułamkowych, wprowadzonym w al- 
giebrze elementarnej, Jeśli jednak œ jest liczbą niewymierną, wów- 
czas x” niema dla nas (przynajmniej dotąd) żadnego sensu. Widzimy, że 
zagadnienie interpolacji prowadzi tu do innego ważnego zagadnienia: do 
takiego uogólnienia definicji potęgi, by wzór xz miał sens nawet przy nie- 
wymiernych wartościach zmiennej. Później zobaczymy, w jaki sposób uo- 
gólnienie to da się osiągnąć. 
Weźmy jeszcze dla przykładu wzór 


y=1.2.3..=n! 


Nie znamy w matematyce elementarnej żadnego wzoru na z, któ- 
ryby przy «=n sprowadzał się do n!, gdyż x! ma sens tylko przy dodat- 
nich całkowitych wartościach zmiennej. W tym wypadku próba rozwią- 
zania zagadnienia interpolacji funkeyjnej doprowadziła do ważnych od- 
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kryć, gdyż udało się matematykom znaleźć funkcję (zwaną funkcją ga- 
ma), która posiada żądaną własność, a prócz tego ma mnóstwo innych 
ciekawych własności. 


45. Klasy skończone i nieskończone. Zanim będziemy 
mogli przystąpić do badania własności funkcji zmiennej całko- 
witej, musimy uczynić kilka uwag, dotyczących pewnych po- 
jęć logicznych, któremi matematyka ciągle się posługuje. 

Czytelnik zna niewątpliwie pojęcie klasy. Nie mamy 
zamiaru roztrząsać trudności logicznych, związanych z tym po- 
jęciem; do naszego celu wystarczy, jeżeli klasę będziemy uwa- 
żali poprostu za zbiór wszystkich przedmiotów (lub elementów), 
posiadających pewną spólną własność, prostą lub złożoną. 
W tym sensie możemy mówić o klasie obywateli angielskich, 
o klasie rudowłosych Germanów, o klasie liczb rzeczywistych 
it. p. 

Prócz tego czytelnik niezawodnie zdaje sobie sprawę z te- 
go, co nazywa się klasą skończoną, a co nieskończoną. Np. 
klasa „obywateli angielskich” jest klasą skończoną: zbiorowi 
wszystkich teraźniejszych, przeszłych i przyszłych obywateli 
angielskich odpowiada pewna liczba n, jakkolwiek nie umie- 
my podać dokładnej wartości tej liczby. Klasie „teraźniejszych 
obywateli angielskich” odpowiada liczba n, którą moglibyśmy 
ustalić za pomocą spisu ludności, gdyby metody spisu były do- 
skonałe. 

Natomiast klasa liczb całkowitych dodatnich nie jest 
skończona; nazywamy ją nieskończoną. Można to ściślej 
wyrazić w ten sposób: jeżeli przez  oznaczymy dowolną licz- 
bę całkowitą dodatnią (np. 1000, 1000000 albo jakąkolwiek in- 
ną liczbę), wówczas istnieje więcej niż n liczb całkowitych do- 
datnich. Jeżeli np. na n damy wartość 1000000, wówczas 
istnieje niewątpliwie przynajmniej 1000001 liczb całkowitych 
dodatnich. Tak samo klasa liczb rzeczywistych, klasa punk- 
tów odcinka są to klasy nieskończone. W celu wyrażenia te- 
go faktu bywa rzeczą dogodną posługiwać się zwrotem: istnie- 
je nieskończenie wiele punktów na odcinku (lub: nieskończe- 
nie wiele liczb rzeczywistych, itp.) Czytelnik jednak powi- 
nien zawsze pamiętać, że w takich wypadkach chcemy powie- 
dzieć tylko tyle: rzeczona klasa nie ma oznaczonej 
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ilości elementów (np. 1000 lub 1000000 elementów), lecz 
może ich mieć dowolnie wiele. 

46. O własnościach funkcji zmiennej n, odpowiadają- 
cych dużym wartościom na x. Powróćmy do funkcji zmien- 
nej n, o których mówiliśmy w S$ 43, 44. Różnią się one pod 
wieloma względami od funkcji zmiennej z, które poznaliśmy 
w Rozdziale II, mają jednak z temi funkcjami jedną waż- 
ną spólną cechę: wartości zmiennej, przy których funkeja jest 
określona, tworzą klasę nieskończoną. Na tym podstawowym 
fakcie opierają się dalsze nasze rozważania, które, jak się o tym 
przekonamy w następnym rozdziale, dają się mutatis mutandis 
zastosować również do funkcji zmiennej z. 

Przypuśćmy, że (n) jest dowolną funkcją zmiennej n, 
i że P jest dowolną własnością, którą funkcja (n) może po- 
siadać lub której może nie posiadać. (Np. P może być włas- 
nością: „równa się liczbie całkowitej”, albo: „jest większy od 
1” itp.). Przypuśćmy, dalej, że przy wszelkich wartościach 
n=l, 2, 3, .. badamy, czy (n) posiada własność P, czy też 
nie posiada jej. Mogą zachodzić trzy przypadki zasadniczo 
różne: 

(a) p(n) może posiadać własność P przy wszystkich 
wartościach n, albo też przy wszystkich wartościach 
mzwyjątkiem pewnej oznaczonej liczby N tych 
wartości; 

(b) ẹ(n) może nie posiadać tej własności przy ża d- 
nych wartościach n, albo też może ją posiadać tylko dla 
pewnej liczby Ntych wartości; 

(c) ani (a), ani (b) nie jest prawdą. 

Jeżeli prawdą jest (b), wówczas wartości n, przy któ- 
rych (n) posiada własność P, tworzą klasę skończoną. Jeżeli 
prawdą jest (a), wówczas wartości n, przy których (n) nie 
posiada własności P, tworzą klasę skończoną. W trzecim 
przypadku żadna z tych dwu klas nie jest skończona. Przyj- 
rzyjmy się kilku przykładom. 

(1) Niech będzie s(n)=n i niech P oznacza własność: 
„jest liczbą całkowitą dodatnią”. Funkcja ę(n) posiada wła- 
sność P przy wszystkich wartościach n. Gdyby P ozna- 
czało własność: „jest liczbą całkowitą nie mniejszą od 1000”, 
wówczas g(n) miałaby tę własność przy wszystkich wartościach 
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n z wyjątkiem skończonej liczby tych wartości, mianowicie 
z wyjątkiem n=l, 2, 8,...,999. W obu przypadkach prawdą 
jest (a). 

(2) Jeżeli q(n)=n, a P oznacza własność: „jest mniejszy 
od 1000”, wówczas prawdą jest (b). 

(3) Jeżeli ę(n)=n a P oznacza: „jest liczbą nieparzystą“, 
wówczas prawdą jest (c). Istotnie ¢(n) jest parzyste lub nie- 
parzyste, gdy m jest parzyste lub nieparzyste, zarówno zaś 
wartości parzyste n jak i wartości nieparzyste tworzą klasę 
nieskończoną. 

Przykłady. W każdym z następujących przykładów oznaczyć, 
który z przypadków (a), (b) lub (e) zachodzi: 

(1) ín)=n; P oznacza: „jest kwadratem zupełnym”. 


(2) gdn) n-ta liczba pierwsza; P oznacza; „jest liczbą nieparzy- 


stą* 

(3) s(n)=n-ta liczba pierwsza: P oznacza: „jest liczbą parzystą* 

(4) g(u)=n-ta liczba pierwsza: P oznacza: „jest większy od n“. 

(5) gni=l— e ; P oznacza własność g(n)<l. 

(6) (n) 1 2 P oznacza własność 4(n)<2. 

n 

(7) gl(n)=1000)1+(—1)ny/n: P oznacza własność s(n)<l. 

(5) glni=lm; P oznacza własność g(n)<0'001. 

(9) g(n)=(-1)*/n; P oznacza własność |gf(n)| <0'001. 

(10) gf(n) =10000/n, albo też g(n)=(—1)n.1000/n; P oznacza alba 
własność g(n)<0001, albo też |g(n)| <0'001. 


(11) ẹ(n)=(n—1\(n+1); P oznacza własności I —s(n) <0'0001. 


47. Przypuśćmy, że 4(n) i P są tego rodzaju, że zacho- 
dzi przypadek (a), czyli że ę(n) posiada własność P albo przy 
wszelkich wartościach n, albo też przy wszystkich wartościach 
n z wyjątkiem pewnej oznaczonej liczby N tych wartości. Te 
wyjątkowe wartości możemy oznaczyć przez 


yy Ry, ły: 


Niema oczywiście powodu, dla którego te wartości wy- 
jątkowe miałyby być pierwszemi N wartościami, któ- 
re przybiera zmienna n, jakkolwiek w wielu wypadkach ma 
to istotnie miejsce. 

W każdym razie wiemy, że ę(n) posiada własność P, je- 
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żeli n>ny. Np. n-ta liczba pierwsza jest nieparzysta, jeżeli 
n>2, (n=2 stanowi w danym razie jedyną wartość wyjątko- 
wą); 1/n< 0001, jeżeli n > 1000 (pierwsze 1000 wartości n stano- 
wią wartości wyjątkowe); dalej 


1000[1--(—1)r]/n< 1, 


jeżełi n > 2000; wartościami wyjątkowemi są tu n=2,4,6, ...2000. 
We wszystkich tych przykładach (n) posiada oznaczoną 
własność przy wszystkich wartościach n, więk- 
szych od pewnej liczby N. 

Fakt ten będziemy czasem przez skrócenie wyrażali sło- 
wami: ę(n) posiada taką a taką własność przy wielkich, albo: 
bardzo wielkich, albo: dostatecznie wielkich wartościach n. Jeśli 
więc powiemy: ẹ(n) posiada własność P przy wielkich warto- 
ściach n, będziemy przez to rozumieli, że możemy wyznaczyć 
taką liczbę, powiedzmy n,, że przy nEm,, funkcja e(n) posia- 
da własność P. Tą liczbą n, mogłaby być każda liczba całko- 
wita większa od ny, czyli od największej z pośród wyjątko- 
wych wartości zmiennej n. Najprościej, oczywiście, przyjąć 
NęERhy+-1. 

W tym sensie możemy powiedzieć: „wszystkie wielkie 
liczby pierwsze są nieparzyste”, albo „l;ņn jest mniejsze od 
0.001 przy wielkich wartościach na n”. Czytelnik powinien 
oswoić się z tym sposobem używania wyrazu: wielki. W ma- 
tematyce, tak samo jak w życiu codziennym, wyraz wielki nie 
ma znaczenia bezwzględnego. Ta sama liczba może być w jed- 
nych okolicznościach uważana za wielką, w innych za małą. 
Wielki oznacza zwykle w matematyce: dostatecznie wielki, a to, 
co ze względu na pewien cel uważamy za dostatecznie wiel- 
kie, może być zupełnie niewystarczające do innego celu. 

Teraz już wiemy, co znaczy orzeczenie: „ę(n) posiada 
własność P przy wielkich wartościach zmiennej n”. W dal- 
szym ciągu tego rozdziału będziemy wciąż mieli do czynienia 
z takiemi orzeczeniami. Jeśli mamy daną funkcję (n), po- 
wstaje pytanie, czy istnieją własności, co do których takie 
orzeczenie jest prawdziwe? 


48. Zdanie: „n dąży do nieskończoności“. Przypuśćmy, 
że n przybiera kolejno wartości 1,2,3, 4... Wyraz „kolejno” 
nasuwa wyobrażenie czasu i, jeśli kto chce, może wyobrażać 
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sobie, że np. n przybiera te wartości w początku każdej z ko- 
lei sekundy. Gdy sekundy płyną, n staje się coraz większe, 
i wzrastanie to odbywa się nieograniczenie. Jakkolwiek wiel- 
ką liczbę pomyślimy, musi' nastąpić chwila, gdy n stanie się 
od tej liczby większe. 

Dogodną jest rzeczą posiadać krótkie zdanie, któreby wy- 
rażało fakt nieograniczonego wzrastania zmiennej n; w tym ce- 
lu posługujemy się zdaniem: „n dąży do nieskończoności“, co 
piszemy symbolicznie: n>oo. Symbol oo oznacza tu „nieskoń- 
czoność”. Wyraz ,dąży”, tak samo jak wyraz ,kolejno* nasuwa 
wyobrażenie czasu i, jeśli kto chce, może sobie dla ułatwienia 
wyobrażać te zmiany, jako odbywające się w czasie, musimy 
jednak zaznaczyć, że zmienna n jest tworem czysto logicznym, 
i, jako taka, nie ma właściwie nic spólnego z czasem. 

Czytelnik powinien dokładnie zrozumieć i zapamiętać, że 
mówiąc: „n dąży do œ“, chcemy poprostu powiedzieć, że m 
przybiera wartości, które rosną nieograniczenie. Niema liczby 
„nieskończoność: i równanie n=oo jest absolutnie po- 
zbawione sensu; n nie może równać się nieskończoności, 
gdyż zwrot: „równa się nieskończoności” nie wogóle nie zna- 
czy. Symbol co ma dla nas znaczenie tylko w zdaniu: „dąży 
do co”, jak zaś zdanie to rozumieć należy, objaśniliśmy po- 
przednio. Z czasem dowiemy się, w jaki sposób można nadać 
pewien sens innym zdaniom, zawierającym symbol œ, ale czy- 
telnik powinien zawsze pamiętać: 

l) że œ samo przez się nic nie znaczy, jakkol- 
wiek pewne zdania, zawierające ten symbol, mo- 
gą niekiedy mieć sens; 

2) że ilekroć zdanie, zawierające symbol œ, 
ma sens, dzieje się to tylko dlatego, że uprzed- 
nio nadaliśmy mu ten sens zapomocą specjalne- 
go określenia. 

Teraz jest rzeczą jasną, że jeśli funkcja ę(n) posiada wła- 
sność P przy wielkich wartościach zmiennej m i jeśli n „dąży 
do nieskończoności* (w znaczeniu tylko co wyjaśnionym) to m 
po pewnym czasie zaczyna przybierać wartości dostatecznie wiel- 
kie, aby funkcja g(m) posiadała własność P. Tak więc pytanie: 
„Jakie własności posiada funkcja (n) przy dostatecznie wiel- 


Wykład czystej matem. 9. 
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kich wartościach n?“ można sformułować inaczej, mianowicie: 
„jak zachowuje się (n), gdy n dąży do nieskończoności?“ 

49. O zachowaniu się funkcji zmiennej n, gdy n dąży 
do nieskończoności. Opierając się na uwagach poprzedniego 
paragrafu, zbadamy teraz pewien rodzaj orzeczeń, które w ma- 
tematyce wyższej spotykamy na każdym kroku. Weźmy jako 
przykład dwa następujące orzeczenia: (I) l/n jest małą liczbą 
przy wielkich wartościach n; (II) 1—ijn równa się prawie 1 przy 
wielkich wartościach n. Sądzę, że nikt nie zaprzeczy prawdzi- 
wości tych dwu orzeczeń, a jednak mimo ich oczywistość tkwi 
w nich wiele rzeczy godnych bliższego zbadania. Przyjrzyj- 
my się najpierw orzeczeniu (I), jako nieco prostszemu. 

Mieliśmy już do czynienia z orzeczeniem: „l,n jest mniej- 
sze od 0:01 przy wielkich wartościach n”. Widzieliśmy, że 
znaczy ono po prostu: „1/n<0:01 przy wszelkich wartościach 
zmiennej n, większych od pewnej w zupełności oznaczonej licz- 
by, mianowicie większych od 100*. Z równą słusznością mo- 
glibyśmy powiedzieć, że „Im jest mniejsze od 00001 przy 
wielkich wartościach n“; istotnie, jeżeli n > 10000, wówczas 
lin< 0:0001. Zamiast ułamków 0:01 lub 0:0001 moglibyśmy 
wziąć liczbę 0:0000001 lub jakąkolwiek liczbę dodatnią, a orze- 
czenie nasze pozostałoby słuszne. 

Ponieważ często będziemy mieli do czynienia z podobne- 
mi orzeczeniami, warto więc odrazu ustalić jakiś sposób wy- 
słowienia faktu, że każde orzeczenie typu „l/n jest mmej- 
sze od 0:001 przy wielkich wartościach n” jest prawdziwe, jeżeli 
zamiast 0-001 podstawimy jakąkolwiek jeszcze mniejszą liczbę 
dodatnią. Do tego celu może służyć następujące orzeczenie: 

„jakkolwiek małą obralibyśmy liczbę do- 
datnią ô, przy dostatecznie wielkich warto- 
ściach n mamy zawsze lyn<Q.” 

Prawdziwość tego orzeczenia nie ulega kwestji. Istotnie, 
aby było 1/n<8 wystarczy, by n> 1/68, tak iż owe „dostatecz- 
nie wielkie“ wartości n muszą być tylko większe od 13. 
A jednak orzeczenie to jest bardzo złożone, gdyż zastępuje 
właściwie całą klasę orzeczeń, które otrzymujemy, dając na ô 
poszczególne wartości, np. 0:01, 0:001 itd. Oczywista rzecz, 
że im mniejszą liczbą jest 6, tym 1/8 jest większe i tym więk- 
sza musi być najmniejsza z owych „dostatecznie wielkich* war- 


www.rcin.org.pl 


= B = 


tości na m; wartości zmiennej n, które są dostatecznie wielkie 
przy pewnej oznaczonej wartości 6, mogą być zbyt małe przy 
innej wartości ò. 

Podkreślone przez nas zdanie tłumaczy dokładnie, co zna- 
czy orzeczenie (I). Tak samo orzeczenie (II) znaczy właściwie: 

„jeżeli g(n) = 1— ln, wówczas orzeczenie: 
,„l-g(n)<$ przy dostatecznie wielkich wartościach 
zmiennej w jest prawdziwe, jakąkolwiek war- 
tość dodatnią przypiszemy liczbie 8”. Że to jest 
prawdą, widać odrazu z tego, że 1—g(n)=l/n. 

Orzeczenia (I) i (II) możemy wysłowić w inny jeszcze 
sposób, mianowicie możemy powiedzieć: „l/n dąży do 0, gdy 
n dąży do co”, oraz „l—(l/n) dąży do 1, gdy n dąży do œ”. 
Tak więc oba orzeczenia: 


l/n jest małą liczbą, gdy n jest wielką liczbą 
l/n dąży do zera, gdy n dąży do © 


są równoważne sobie i równoważne ściślejszemu orzeczeniu: 

jeżeli 6 jest dowolnie małą liczbą dodatnią, wówczas 
l/n<6 przy dostatecznie wielkich wartościach zmiennej n, 
oraz równoważne następującemu, jeszcze ściślejszemu orze- 
czeniu: 

jeżeli 8 jest dowolnie małą liczbą dodatnią, możemy za- 
wsze znaleźć taką liczbę nę, że przy wszystkich wartościach n 
równych no lub większych od n,, będzie I n<8. 


Liczba n, o której mowa w tych orzeczeniach, jest, oczy- 
wiście, funkcją liczby 8. Niekiedy, chcąc podkreślić tę zależ- 
ność liczby n, od liczby 8, będziemy posługiwali się symbo- 
lem n,6). 

Możemy wyobrazić sobie, że prowadzimy spór o słuszność powyż- 
szego orzeczenia. Oponent nasz wymienia coraz mniejsze liczby 8, po- 
czynając np. od 0:001. Odpowiadamy mu, że 1l/n<0'001, jeżeli tylko 
n>1000. Oponent wymienia wówczas mniejszą liczbę, np. 0:000001; na to 
odpowiadamy, że 1/4 <0000001, jeżeli »>1000000, itd. Rzecz jasna, że 
zawsze w tym sporze słuszność będzie po naszej stronie. 

Tę samą własność funkcji ln można wyrazić inaczej, 
mianowicie: 


gdy n dąży do œ, ln dąży do granicy 0. 
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Orzeczeniu temu nadajemy formę symboliczną 
lim (1/n)=0. 
n=>»© 
O ile nie będzie to groziło wywołaniem nieporozumienia, 
będziemy czasem pisali przez skrócenie 


lim (1/n)=0, albo 1/n—>0 albo, jeszcze krócej, 1/n — 0. 
(nw) 


Analogicznie możemy napisać: 
s i7 p ad 1 
im|1—|=1, [i-am jai, |1——|-1. 

nw n - (nw) — r 

50. Weźmy teraz odmienny przykład. Niech będzie 
p(n)=n?. W tym przykładzie „n? jest wielką liczbą, 
gdy n jest wielką liczbą*. 

Orzeczenie to jest równoznaczne z następującemi dwoma 
ściślejszemi orzeczeniami: 

jeżeli G jest dowolnie wielką liczbą dodatnią, wówczas 
n? >G przy dostatecznie wielkich wartościach zmiennej n; 


możemy znaleźć taką liczbę no, że, przy wszelkim n więk- 
szym od n, lub równym %,, mamy n*>G. 
W takich wypadkach mówią nieraz: „n? dąży do co, gdy 
n dąży do œ“, albo też: „n? dąży wraz z n do co”. Symbo- 
licznie napiszemy to orzeczenie tak: 
n?—œ albo, krócej, noe. 
(no) 
Weźmy wreszcie pod uwagę funkcję o(n)=—n*. Gdy na 
n dajemy duże wartości, (n) jest wielką liczbą ujemną; za- 
chowując więc poprzednią formę wysłowienia, powiemy: „—n? 
dąży do —œ, gdy n dąży do œo“, i napiszemy 
—n>—o. 


Z tego przykładu łatwo domyślić się, że w wielu wypad- 
kach dogodnie będzie pisać: n>>--co, czyli posługiwać się sym- 
bolem --so zamiast symbolu ov. 

W każdym razie musimy raz jeszcze z naciskiem zazna- 
czyć, że we wszystkich tych i im podobnych orzeczeniach sym- 
bole Hoo, —œ, œ same przez się absolutnie nie nie 
znaczą; mają one sens tylko wówczas, gdy występują w pe- 
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wnych szczególnych związkach, i sens ten mają tylko na mo- 
cy wyłożonych poprzednio umów. 


51. Określenie granicy. Sądzimy, że po powyższych 
roztrząsaniach czytelnik z łatwością zrozumie ogólne pojęcie 
„granicy. Wyrażając się obrazowo lecz nieściśle, możnaby po- 
wiedzieć, że „ę(n) dąży do granicy I, gdy nm dąży do co, jeżeli 
przy wielkich wartościach n funkcja (n) prawie równa się I”. 
Jakkolwiek takie powiedzenie byłoby może zrozumiałe po wy- 
jaśnieniach poprzedniego paragrafu, nie jest ono jednak dość 
precyzyjne, by mogło grać rolę określenia matematycznego. 
Jest ono równoważne całej klasie orzeczeń typu: „przy dosta- 
tecznie wielkich wartościach zmiennej n, funkcja y(n) różni się od 
l mniej, niż o 8”. Po pierwsze, takie orzeczenie powinno być 
słuszne przy 8=0*01, lub 0:001 i wogóle przy wszelkiej dodatniej 
wartości na 8; powtóre, przy każdej zadanej wartości 8 orze- 
czenie winno być słuszne dla wszelkich wartości zmiennej n, 
poczynając od pewnej wartości n, (8), przyczym im mniejszą 
liczbą jest 8, tym zazwyczaj większą liczbą musi być n,. 

Prowadzi to nas do następującego ścisłego określenia 
granicy: 

OKREŚLENIE I. Powiadamy, że gdy m dąży do =. funkcja 
(n) dąży do granicy l, jeżeli dla każdej dowolnie małej (byle róż- 
nej od zera) liczby dodatniej 8 możemy wyznaczyć odpowiednią 
liczbe n4(8) taką, że przy wszelkich wartościach zmiennej n, rów- 
nych n,(8) lub większych od n,(8), funkcja y(n) różni się od l 
mniej niż o 8. 

Bezwzględną wartość różnicy między (n) a I oznaczamy 
symbolem |p(n)—l. Wielkość ta równa się albo ę(n)—1, albo 
też l—q(n), zależnie od tego, która z tych dwuch różnic jest 
dodatnia. Należy zauważyć, że symbol ten zgadza się z okre- 
śleniem modułu, podanym w § 35, jakkolwiek na razie mówi- 
my tylko o liczbach rzeczywistych. 

Za pomocą symbolu wartości bezwzględnej można nieco 
krócej wysłowić określenie granicy. Możemy, mianowicie, po- 
wiedzieć: 

Jeżeli dla każdej liczby dodatniej 8 (różnej od zera) możemy 
wyznaczyć odpowiadającą jej liczbę no(8) taką, iż mamy zawsze 
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p(n)—1 <ô, byłe tylko było n=n, (8), wówczas powiadamy, że ę(m) 
dąży do granicy l, gdy n dąży do so, i piszemy 
lim g(m=l. 
"c 

W pewnych wypadkach, gdy nie grozi żadne nieporozumienie, mo- 
żemy opuścić symbol n>w, a nawet możemy pisać wprost: 9(n)->l. 

Należy zauważyć, że no jest funkcją liczby 8. Niech będzie np. 
dana funkcja o(n)=l/n; rzecz jasna, że 1=0, jeżeli tylko l/n<3, gdy n>m,. 
Temu warunkowi ezyni zadość liczba n,=l1+-[1/8], gdzie [1/8] oznacza 
największą liczbę całkowitą, zawartą w liczbie 1/8. Istnieje jeden i tyl- 
ko jeden przypadek, w którym ta sama liczba no odpowiada wszystkim war- 
tościom na 8. Jeżeli N oznacza pewną stałą liczbę i jeżeli, przy n=N, 
funkcja y(n) jest stałą i równa się, powiedzmy, C, wówczas rzecz jasna, 
że g(n)— C=0 przy n= N, zatym przy wszelkich wartościach ò nierówność 
| g(n)— C| <8 jest spełniona, o ile tylko n= N. Odwrotnie: jeżeli |q(n)—2| <è 
przy n=N, gdzie N jest liczbą stałą, i jeżeli ta nierówność jest 
spełniona przy wszystkich dodatnich wartościach na 8, wówczas 4(u)=l 
przy n=>N, czyli g(n) ma stałą wartość przy n=N. 

52. Określenie granicy można zilustrować gieometrycz- 
nie w następujący sposób. Wykres funkcji ę(n) składa się z odo- 
sobnionych punktów, odpowiadających wartościom n=l, 2, 3... 


nick l +Ô 


N 
Rys. 35. 


Wykreślmy prostą y=l oraz dwie równoległe do niej proste 
y=1—0, y=l--0, odległe od niej o è Mamy 

limę(n)=l 

no 
wówczas i tylko wówczas, jeżeli możemy wykreślić taką pro- 
stą x=N (jak na rysunku 35), że wszystkie punkty wy- 
kresu, leżące w prawo od tej prostej, zawarte są 
między równoległemi y=l—8, y=l-8, bez względu na to, 
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jak blizkie siebie są te dwie równoległe. Później, 
gdy będziemy mieli do czynienia z funkcjami, określonemi dła 
wszelkich wartości zmiennej niezależnej (nie zaś wyłącznie dla 
wartości całkowitych), przekonamy się, że ten obraz gieome- 
tryczny jest w wielu razach bardzo dogodny. 


53. Musimy teraz utworzyć analogiczne do poprzedniego 
określenie dla tych funkcji, które, jak np. n? lub —n?, dążą do 
roo lub do —oo. Sądzimy, że czytelnik bez żadnych trudno- 
ści zrozumie już teraz następujące 


OKREŚLENIE II. Powiadamy, że funkcja ę(n) dąży wraz z n 
do -+-oo, jeżeli dla każdej dowolnie wielkiej liczby dodatniej G mo- 
żemy wyznaczyć odpowiadającą jej liczbę no taką, że ę(n) > G, o ile 
tylko nzm,. 


Możnaby to samo wyrazić krócej, mówiąc: „jeżeli może- 
my uczynić g(n) dowolnie wielkim, biorąc na nm dostatecznie 
wielkie wartości*, ale takie słormułowanie określenia nie 
jest precyzyjne, gdyż nie uwidocznia zasadniczego faktu: że 
ę(m) > G przy wszelkich wartościach zmiennej n, równych n, lub 
większych od ng. 

Jeżeli funkcja (n) dąży do --co, piszemy symbolicznie 

P(R)>+ =, 
hh >© 

Pozostawiamy czytelnikowi utworzenie odpowiedniego 
określenia dla przypadku, gdy ę(x) dąży do —o. 


54. Kilka uwag, dotyczących pojęcia granicy. Czytel- 
nik powinien dokładnie zastanowić się nad następującemi uwa- 
gami. 

(1) Możemy w dowolny sposób zmienić skończoną 
ilość wartości funkcji q(n), co nie wpłynie bynajmniej na 
zachowanie się naszej funkcji, gdy n dąży do co. Naprzykład 
ln dąży do 0, gdy m dąży do co. Zmieniając skończoną ilość 
wartości funkcji 1/n, możemy otrzymać z niej dowolną ilość 
nowych funkcji. Możemy np. rozważać funkcję (n), która rów- 
na się 3 przy n=l, 2, 7,9, 106, 107, 108, 287, przy wszystkich 
zaś innych wartościach zmiennej n, g(n)=l/n. Dla tej nowej 
funkcji, tak samo jak dla funkcji 1n, mamy limę(n)=0. Tak 

n—>GO 


samo dla funkcji 4(n), która równa się 2 przy n=l, 2, 7, 9, 106 
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107, 108, 287, przy innych zaś wartościach n równa się n?, ma- 
my ©0(n)—>--0o. 

(2) Natomiast nie możemy, wogóle biorąc, zmienić 
nieskończenie wielu wartości funkcji (n), nie zmie- 
niając zasadniczo jej zachowania się, gdy n dąży do co. Gdy- 
byśmy np. zmienili funkcję l/n w ten sposób, że założylibyś- 
my, iż o(n)=l, gdy n jest wielokrotnością liczby 100, przy 
wszystkich zaś innych wartościach na n funkcja o(n)=l/n, 
wówczas nie byłoby już prawdą twierdzenie, że q(n)—0. Istot- 


(no) 


nie, dopóki zmiana dotyczyła skończonej ilości wartości funkcji, 
mogliśmy zawsze obrać liczbę n, tak, by była ona większa od 
tych wszystkich wartości n, przy których funkcja była zmie- 
niona. W powyższych przykładach moglibyśmy np. obrać 
Nn, > 237, a nawet musielibyśmy tak uczynić, gdyby nam w pierw- 
szym przykładzie dano 3 jako wartość dowolnie małej liczby 
ô a w drugim przykładzie dano 2 jako wartość dowolnie wiel- 
kiej liczby Œ. Teraz jednak mamy do czynienia z taką fun- 
kcją, że jakkolwiek wielką obierzemy liczbę no, będą 
zawsze istniały większe od niej wartości n, przy których fun- 
kcja nasza posiada wartość 1. 

(3) Jeżeli chcemy poznać, czy jakaś funkcja ę(m) dąży, 
zgodnie z Określeniem I, do granicy ł, musimy przekonać się, 
czy nierówność g(n)—l <ô zachodzi nietylko przy n=n,, ale 
też przy wszelkim n>m,, t.j. czy zachodzi ona przy m, 
i przy wszystkich większych wartościach na n. 
W ostatnim przykładzie moglibyśmy np. dla każdej dowolnie 
małej liczby 8 znaleźć takie nę, że przy n=n, mielibyśmy 
ę(n) <8; wystarczyłoby w tym celu wziąć wartości nę=l-|-[1/2], 
gdzie [1/8] oznacza największą liczbę całkowitą zawartą w liczbie 
1/8, ale musielibyśmy brać takie tylko wartości na n, które nie 
są wielokrotnościami liczby 100. Jeżeli jednak obraliśmy taką 
wartość n,, to nie mamy prawa twierdzić, że yp(n) <ù przy 
n2n,, gdyż istnieje nieskończenie wiele wartości n (mianowi- 
cie wszystkie większe od n, wielokrotności liczby 100), przy 
których p(n)=l. 

(4) Jeżeli (n) jest zawsze większe od l, możemy zastą- 
pić e(n)—l przez y(n)—l. Jeśli np. chodzi o to, czy l/n dą- 
ży do granicy 0, gdy n dąży do œ, wystarczy zbadać, czy 
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mamy 1/jn<8 przy nzm. Gdyby jednak chodziło o funkcję 
ę(n)=(—1)"/n, wówczas granica I byłaby znów zerem, ale róż- 
nica g(n)—l byłaby raz dodatnia, to znów ujemna. W takich 
razach musimy koniecznie brać pod uwagę wartość bezwzględ- 
ną różnicy, czyli musimy badać, czy zachodzi nierówność 
|p(n)—1|<8. W naszym przykładzie badalibyśmy nierówność 
ę(n)| < 8. 

(5) Granica! może sama być jedną z warto- 
ści funkcji (n). Jeśli np. mamy g(n)=0 przy wszelkich 
wartościach zmiennej n, wówczas rzecz jasna, że granicą fun- 
keji ę(n) jest zero. Albo przypuśćmy, że mamy do czynienia 
z funkcją o(m), która równa się zeru, gdy n jest wielokrotno- 
ścią stu, przy innych zaś wartościach n mamy g(n)=l/n. Gdy 
n dąży do nieskończoności, granicą tej funkcji jest liczba 0, 
a zarazem funkcja przybiera wartość 0 nieskończenie wiele 
razy. 

Należy jednak zauważyć, że granica nie musi wca- 
lebyć izazwyczaj nie jest jedną zwartości fun- 
keji. Widać to wyraźnie na przykładzie funkcji 1/n; grani- 
cą jej jest 0, a jednak żadna z wartości tej funkcji nie równa 
się zeru. 

Czytelnik powinien dobrze sobie uświadomić ten fakt, że 
granica funkcji a wartość funkcji, są to dwie rzeczy różne, 
jakkolwiek granica jest określona przez związek, jaki zacho- 
dzi między nią a wartościami funkcji. Może się zdarzyć, że 
granica równa się niektórym z pośród wartości, które funkcja 
przybiera, ale to jest, że tak powiem, rzecz przypadkowa. 

Gdy noo, granica funkcji ę(n)=l równa się wszyst- 
kim wartościom funkcji; 
granice funkcji 

p(n)=l/n, g(n)=(—1)"/n, gl(n)=l1-+-(1/n) 
nie równają się ani jednej wartości funkcji; 
granice funkcji 
giny ERNE), giny 4 CAS) 
są (gdy n dąży do co), jak łatwo widzieć, 0 i 1, zatym ró- 
wnają się wartościom, które przybierają funkcje ę(n) przy wszel- 
kich parzystych wartościach na n, natomiast wartości tych 
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funkcji przy m nieparzystym są wszystkie różne od siebie 
i różne od granicy. 

(6) Może się zdarzyć, że funkcja nie dąży ani do --os, 
ani do —oo, jakkolwiek przy wielkich wartościach n przybie- 
ra wielkie wartości liczbowe. Jako przykład można przyto- 
czyć funkcje w(n)=(—1)".n, q(n)=(—1)".n”. Funkcja dążyć 
może do co tylko wówczas, gdy, poczynając od pewnej warto- 
ści n, posiada stały znak. 


Przykłady XXIV. Zbadać, jak zachowują się następujące funkcje 
zmiennej n, gdy n dąży do œ: 

1. sg(n)=n*, gdzie k jest liczbą całkowitą dodatnią lub ujemną, 
albo też jest ułamkiem wymiernym. Jeżeli k jest dodatnie n* dąży wraz 
Z m do +œ. Jeżeli k jest ujemne, wówczas limn*=0. Jeżeli n=0, wów- 
czas (na mocy określenia symbolu n°) mamy zawsze n*=1 przy wszel- 
kim n, zatym limn'=l1. 

Radzimy nawet w tak prostym przypadku, jak niniejszy przepro- 
wadzić szczegółowy dowód, że warunkom określenia granicy stało się za- 
dość. Przypuśćmy np. że k>0. Niech będzie G dana liczba dowolnie 
wielka. Chodzi o taki wybór liczby no, by przy n= m było n*>G. Wy- 
starczy wziąć m> gG. Np. jeżeli k=4, wówczas n*>10000 przy n=ll; 
n*> 100000000 przy n = 101 itd. 

Z punktu widzenia gieometrycznego można sprawę tak przedstawić. 
Jeżeli k>0, wówczas wykres funkcji y=x* ma ogólny kształt krzywej A 
na rys. 36; jeżeli k<0, krzywa ma kształt B; jeżeli wreszcie k=0, krzywa 
ma kształt Ç czyli jest prostą równoległą do osi x-ów. W naszym za- 


A 


0 1 2 3 
Rys. 36. 


gadnieniu mamy właściwie do czynienia tylko z poszczególnemi punkta- 
mi tych krzywych (co zostało zaznaczone na rysunku) nie zaś z całko- 
witemi krzywemi. 

2. (mn) n-ta liczba pierwsza. Powstaje przedewszystkim pytanie, 
czy funkeja ta jest określona dla skończonej liczby wartości n czy też 
dla nieskończenie wielu. Otóż Euklides dowiódł, że istnieje nieskończe- 
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nie wiele liczb pierwszych. Jakoż przypuśćmy, że istnieje skończona 
ilość liczb pierwszych, mianowicie 1, 2, 3, 5, 7..N. Weźmy pod uwagę 
liezbę 1+(1.2.3.5... NX liczba ta nie jest podzielna przez 2, 3,5, 7.. N, za- 
tym musi być liczbą pierwszą, co przeczy naszemu założeniu. 
Łatwo przytym dostrzec, że dla wszystkich wartości n (z wyjąt- 
kiem tylko n=l, 2,3) mamy y4(n)>n, zatym g(n>+o. 
3. (n) = ilość liczb pierwszych mniejszych od n. Znów mamy 
s(nj>+w. 
4. sgf(n)=l[an|], gdzie « jest dowolną liczbą dodatnią. Mamy 
g(n)=0 (0=n<l/a) 
g(n) 1 (ja =n<2/a) 
itd., zatym 4(n)>+o. 
5. Jeżeli o(n)==1000000/n, to lim g(n)=0, jeżeli zaś 4(n)=n/1000000, 
wówczas Y(n)>+0. Zauważmy, że aż do m = 1000000, (n) ma większe 
wartości niż U(n). 


6. ęfm)=l/n(-1)4; ę(n)=n-(-1), p(n)=nll-(—1)7|. Pierw- 
sza funkcja dąży do 0, druga do +œ, trzecia nie dąży do żadnej grani- 
cy ani też do +w. 


7. p(n)=(sinntx)/n, gdzie * jest dowolną liczbą rzeczywistą. Ponie- 
waż |sinn$r|<1, zatym |s(n)|<1n i lim g(n)-=0. 


8. ę(n)=(sinntr)/y/n; g(n)=(sirnm$r)/n*; g(n)=(a cos'nè+bsin? n? )/n, 
gdzie a, b są dowolnemi liczbami rzeczywistemi. 

9. q(n)=sinntr. Jeżeli % jest dowolną liczbą całkowitą, wówczas 
4(n)=0 przy wszelkich wartościach n, zatym lim g(n)=0. 

Przypuśćmy, że % jest liczbą wymierną, np. *%=59/4, gdzie p, q są 
dowolnemi liczbami całkowitemi dodatniemi. Niech będzie n=aq +b, czyli 
a niech będzie ilorazem, b zaś resztą od dzielenia n przez q. W takim 
razie sin(npr/q)=(— 1)? siu(bpr/q). 

Przypuśćmy np., że p jest liczbą parzystą; gdy n rośnie od 0 do 
q—1, funkcja ę(n) przybiera wartości 

0, sin(pr/q), sin(2pr/q), ... sini(q—1)pr/q|. 

Gdy n rośnie od q do 2qą—1, powyższe wartości funkcji ę(n) powta- 
rzają się; to samo dzieje się wówczas, gdy n zmienia się od 2g do 3q—1, 
od 3q do 44—1 itd, Tak więc wartości funkcji q(n) tworzą nieskończenie 
wiele cyklów powtarzających się liczb, przyczym każdy cykl składa się z skoń- 
czonej liczby różnych wartości. Rzecz jasna, że wobee tego y(n) nie może 
dążyć ani do oznaczonej granicy, ani do +œ, ani do ~œ, gdy n dąży 
do nieskończoności. 

Przypadek, w którym % jest liczbą niewymierną, jest nieco tru- 
dniejszy do zbadania. Zajmiemy się nim w następnej grupie przykładów. 

55. Funkcje wahające się (oscyłujące). OKREŚLENIE. 
Gdy n dąży do oo, funkcja zaś (n) nie dąży ani do oznaczonej 
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granicy, am do 4-00, ami do —oo, wówczas powiadamy, że ẹ(n) 
oscyluje (albo: waha się). 

Funkcja ę(n) niewątpliwie waha się, jeżeli wartości jej 
tworzą, jak w ostatnim przykładzie, cykle powtarzających się 
liczb, ale rzecz jasna, że funkcja może wahać się, pomimo, że 
nie posiada tej szczególnej własności. Określiliśmy oscylowa- 
nie funkcji jako własność wyłącznie negatywną: funkcja oscy- 
luje (waha się), jeżeli nie zachowuje się w pewien sposób, 
przewidziany w określeniach I i II. 

Funkcja o(n)=(—1)* jest najprostszym przykładem funk- 
cji wahającej się; przybiera ona dwie tylko różne wartości --1 
i —1, które tworzą cykl. Weźmy teraz pod uwagę funkcję 


(nm) =(—1)*+-(1/n). 
Przybiera ono wartości 


=ll-Flę 1-3, ===" leż, —l>b; -. 
Gdy n jest bardzo dużą liczbą, każda wartość funkcji jest bar- 
dzo bliska do +1 lub do —l; rzecz oczywista, że (n) nie dą- 
ży do żadnej oznaczonej granicy, ani do --, ani też do — œ, 
zatym funkcja (n) waha się, wartości jej jednak nie powta- 
rzają się. Zauważmy, że wartość liczbowa w(n) jest zawsze 
równa lub mniejsza od 3/,. 


Funkcja g(n)=(—1)"100-- 
oscyluje. Przy dostatecznie wielkim n, wartość funkcji jest 
prawie równa +100 lub —100. Największa wartość liczbowa 
funkcji jest 900 (przy n=1). A teraz porównajmy z nią funk- 
cję p(n)=(—1)7.n, która przybiera wartości —1, 2, —3, 4, —5,... 
Znów mamy do czynienia z funkcją wahającą się, gdyż nie dą- 
ży ona ani do oznaczonej granicy, ani do +œ, ani do —0. 
Ale w tym wypadku nie możemy wskazać liczby, której nie 
przekroczyłyby wartości bezwzględne funkcji. To spostrzeże- 
nie prowadzi do następującego określenia: 


OKREŚLENIE. Jeżeli p(n) waha się, gdy n dąży do co, powia- 
damy, że wahania funkcji są skończone lub nieskończone, zależnie 
od tego, czy możemy czy też nie możemy znależć takiej liczby K, 
by było (n) < K przy wszelkich wartościach n. 
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Następujące przykłady posłużą do wyjaśnienia zarówno 
tych określeń, jak określeń § 58-go. 


Przykłady XXVH. Zbadać, jak zachowują się następujące funk- 
cje, gdy n dąży do œ. 
1. (—1)% 5+3(—1)%, (100000/n)--(—1)*. 100000(— 1)*+-(1/n). 
2. (—1)*.m, 100000--(—1)*.m. 
3. 1000000—n, (—1)*.(1006000—n). 
4. m.|l+(—1)"]. W tym przypadku g(n) przybiera wartości 
0, 4, 0, 8, 0, 12, O, 16... 


Wyrazy nieparzyste tego ciągu wszystkie równają się zeru, wyrazy zaś 
parzyste dążą do +œ, wobec czego wahania funkcji o(n) są nieskoń- 
czone. 

5. n?’+(—1)”.2n. Drugi wyraz wykonywa wahania nieskończone, 
ale przy dużych wartościach na n pierwszy wyraz jest o wiele większy 
od drugiego. Istotnie, p(n) >n?—n, ponieważ zaś n?—2n=(n—1)3—1 jest 
większe od każdej dowolnie zadanej liczby Œ, jeżeli tylko n>1+ V G+1, 
zatym g(n)>+w. 

Zauważmy, że ę(2k-+1) jest mniejsze od v(2k), wobec czego (n) dą- 
ży do +æ, robiąc, jeśli można się tak wyrazić, po kolei krok naprzód 
i krok wstecz. Niemniej jednak nie wolno 4(x) nazywać funk- 
cjąoscylującą, gdyż nie byłoby to zgodne z naszym okre- 
śleniem oscylacji. 

6. n+(—1)n*, nL), (—1)7.n*+m. 


à - 3.(—1)” 
7. 11+3.(—1)", (11/n)+3.(—1)", ar ee 
n 


11+3n(—1)%, M1+3.(—D"/nm, |114+3.(—1)"ln, (11/n)+3n.(—1)”, 
3(-1)* 
la EE - 


n 

8. Sinntr. Widzieliśmy już (Przykł. XXVI, 9), że gdy *% jest liez- 
bą całkowitą, wówczas g(n)=0, zatym o(n)>0, gdy zaś *% jest liczbą wy- 
mierną ułamkową, g(n) wykonywa wahania skończone. 

Nieco trudniejszy do zbadania jest przypadek, w którym ® jest licz- 
bą niewymierną. Ale i tu łatwo można zauważyć, że g(n) wykonywa wa- 
hania skończone. Nie zmniejszając ogólności rozumowań, możemy zało- 
żyć, że 0<%<]. Przedewszystkim, |ę(n)|<1l, zatym (n) albo dąży do 
granicy, albo wykonywa wahania skończone. Zbadajmy, czy pierwsza 
ewentualność istotnie może mieć miejsce. Przypuśćmy, że 


lim sin nr=}, 


W takim razie, do każdej dowolnie małej liczby dodatniej s może= 
my dobrać taką liczbę nọ, żeby przy wszelkim n większym od m, lub 
równym no, Sinn$r zawierało się między /—e i I++. Przy każdej takiej 
wartości na n wartość bezwzględna różnicy sin(n-+-1)%r—sinntr musia- 
łaby być mniejsza od 2e, mielibyśmy więc 
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|slnąte . cos(n-+4)8x| <a. 
Stąd wynika, że 
| cos(n+4)r | < Ten for] r 


W taki sam sposób dochodzimy do wniosku, że 


s 
| cos(n=śix)| < ————., 
ł |sinż r| 
a ponieważ 
cos(n-+4)$n=cosntr. cosfór —sin nts. singz, 


cos(n— ł)tr=cosntx, cosłtr+SiD ntz. singt, 


przeto musi być 


: 


zarówno |cos ntz. costr) < jak |sinnðnr.singtr] < — 


|sin$ r| ' | sin 4 tz 

Tak więc, jeżeli n jest dużą liczbą, cosn$r cosģðn musi być bardzo małą 
liczbą, co jest możliwe tylko wówczas, gdy cosntr jest bardzo małą licz- 
bą. Z ostatniej nierówności wnosimy, że przy dużych wartościach na n, 
sinntr musi być bardzo małą liczbą (t. j. granica / musi być zerem). 
Otóż te dwa wnioski są sprzeczne: cosntn i sinntr nie mogą być jed- 
nocześnie bardzo małemi liczbami, gdyż suma ich kwadratów równa 
się 1. Musimy tedy odrzucić hipotezę, że sinntr dąży do granicy I, 
i uznać, że sinn$r wykonywa wahania skończone, gdy n dąży do œ. 


Czytelnik powinien dobrze rozważyć użyty przez nas argument: 
„008 nOr cosźżYr jest bardzo małą liczbą, co jest możliwe tylko wów- 
czas, gdy cosn$r jest bardzo małą liczbą“. Dlaczego drugi czyn- 
nik, t. j}. coszłtr nie mógłby być „bardzo małą liczbą“? Odpowiedzi szu- 
kać należy w znaczeniu, które nadajemy wyrazom „bardzo mały“. Mó- 
wiąe: „g(n) jest bardzo małą liczbą, gdy n jest dużą liczbą“, chcemy po- 
wiedzieć: „do każdej zgóry zadanej dowolnie małej liczby : możemy 
dobrać taką liczbę no, że przy n= n, wartości bezwzględne funkcji (n) 
są mniejszą od e*. Otóż rzecz jasna, że nie można takiego orzeczenia 
zastosować do stałej liczby, różnej od zera, jaką jest cosftr. 

9. sinnir+(l/n), S8iNn*r+(160000/n), sinnbr+1, sin ntn + n. 


-tm 
(—1)”sin nòn, sinntrq(—1)", sinntn+ J ~ Sin nin +(—1)" m. 
n 


10, acosnte+bsinnin, sin?nita, cosłnis, acos'ntz+bsin nts, 

11. a+bn+(—1)"(c+dn)-+e cos ntr+ fain ntr. 

12. nsinntr. Przy n całkowitym, o(n)=0, zatym o(n)->0. Jeżeli n 
jest liczbą wymierną ułamkową albo też liczbą niewymierną, (n) wyko- 
nywa wahania nieskończone. 

13. m(acostntn+-bsin?ntn) Jeżeli a i b są liczbami dodatniemi, 
ę(n)>-w; jeżeli a i b są liczbami ujemnemi, 4(u)>—0. Zbadać szcze- 
gólne przypadki, gdy a=0, b>0, albo gdy a>0, b=0, albo wreszcie gdy 
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a=0, b=0. Jeżeli a i b mają różne znaki, wówczas (n) w ogólności wy- 
konywa nieskończone wahania. Zbadać jakikolwiek szczególny przypa- 
dek, mogący tu zachodzić. 

14. sin(n?br). Jeżeli % jest liczbą całkowitą, wówczas ę(n)>0. 
W innych wypadkach ę(n) wykonywa wahania skończone, co daje się do- 
wieść metodą, analogiczną do użytej w Przykł. XXVI.9 i Przykł. NXVIIS. 

15. sin(u!l*n). Jeżeli % jest jakąkolwiek liczbą wymierną p/q, wów- 
czas przy w--g musi być niewątpliwie n!® liczbą całkowitą, zatym 
ę(n)+0. Przypadek, gdy % jest niewymierne, nie da się rozstrzygnąć 
w sposób elementarny. 


16. cos(nliłrn), acos? (nin) +bsin*(u!*n), gdzie i» jest liczbą wy- 
mierną. 

17. an=|bn]|, (—1)"(an—[bn|]). 

18. E nl, (—)”lvn]), vn-lynl. 


19. 4(n)=najmniejszy czynnik pierwszy liczby n. Jeżeli n jest liczbą 
pierwszą, o(n)=n. Jeżeli n jest parzyste q(n)=2. Tak więc (n) wyko- 
nywa wahania nieskończone. 

20. g(n)=największy czynnik pierwszy liczby n. 

21. s4(n)=liczba dni w roku n po Chr. 


Przykłady XXVIII. 1. Jeżeli g(n)>+w0, a przy wszelkich warto- 
ściach n mamy %n) = y(n), wówczas musi być $(n)>+w0. 

2. Jeżeli e(n)+>0, a zarazem przy wszelkich wartościach n mamy 
Ipin) S |p(n)|, wówczas Y(x)—>0. 

3. Jeżeli mamy |y(n)|=0, wówczas musi być również limy(n)=0. 

4. Jeżeli o(n) albo dąży do granicy, albo wykonywa wahania skoń- 
czone, i jeżeli przy n= no mamy |4(n)| =|og(n)|, wówczas '%(n) albo dą- 
ży do granicy, albo wykonywa wahania skończone. 

5. Jeżeli ọ(n)>+œ albo też q(n)>—0, albo wreszcie (n) wyko- 
nywa wahania nieskończone, i jeżeli przy m>m, mamy |(n)| = |ę(n)| 
wówczas 4(n) albo dąży do +œ lub do —«, albo też wykonywa waha- 
nia nieskończone. 

6. Czy jest prawdą następujące twierdzenie: „jeżeli p(n) oscyluje 
i jeżeli dla dowolnie wielkiego nọ możemy znaleźć takie n = no, przy 
którym Y(n)>4(n) jak również takie n >no, przy których Y(n)<y(n), wów- 
czas (n) oscyluje*? Jeżeli twierdzenie nie jest słuszne, wykazać to na 
przykładzie. [pfn)=(— 1)”, V(m)=0]. 

7. Jeżeli p(n)>, gdy n>w, wówczas ę(n+p)>l, jeżeli p jest do- 
wolną liczbą stałą. [Wynika to odrazu z określenia granicy. Jeżeli 
p(nj>-+wv lub g(n)>—w albo też, jeżeli (n) oscyluje, to samo powie- 
dzieć można o funkcji ę(x-+-p).] 

8. Do takich samych wniosków dojdziemy (z wyjątkiem przypad- 
ku funkcji oscylujących), jeżeli założymy, że p jest liczba zmienną, lecz 
mniejszą, co do wartości bezwzględnej, od stałej liczby dodatniej N, albo 
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też, że p jest liczbą dodatnią, zresztą zmieniającą się w dowolny sposób 
w zależności od zmian liczby n. 

9. Wyznaczyć najmniejsze wartości na nọ, przy których zacho- 
dzić mogą nierówności: 

(a) n*+n>1000 (n= no), (b) n*+n> 1000000 (n = no). 

10. Wyznaczyć najmniejsze wartości na no, przy których zacho- 
dzié mogą nierówności: 

(a) n+(—1)”>1000 (n= no), (b) n+(—1)”>1000000 (n = no). 

11. Niech będzie G dana, zresztą dowolna liczba dodatnia; wyzna- 
czyć najmniejsze wartości na no, przy których zachodzić mogą nie- 
równości 

(a) n+n>G (mÈ n, (b) n+(-)7*>G (nEn). 


[W przypadku (a) mamy n=H-- V G+ż], w przypadku zaś (b) mamy 
ny=1--[6r] albo też nę=2+-[G], zależnie od tego, czy [G] jest liczbą nie- 
parzystą czy parzystą, czyli mamy n=1+[G]--311+(— DISIęJ 
12. Wyznaczyć najmniejszą wartość na no, przy której zachodzić 
mogą nierówności 
1 (dE 
(a) ni(n?+ 1)< 0-0001, (b) = A A 


n? 


< 0.000001 przy (n = no). 
[W przypadku (b) mamy 
= 10r 
E) Bani 


— + z 
== 2 


2 
n n” “n 


Otóż przy n= no wystarczy wziąć no=1000002, by było a < 0.000001, 
ale dla danej nierówności, jak łatwo przekonać się, wystarczy wziąć 
mę==1000001.] 

56. Niektóre twierdzenia ogólne dotyczące granic. 
A. Zachowanie się sumy dwuch funkcji, których zachowanie 
się jest znane. 

TWIERDZENIE I. Jeżeli p(n) i p(n) dążą odpowiednio do gra- 
nic a i b, wówczas funkcja ę(n)--b(n) dąży do granicy a+b. 

Twierdzenie to jest niemal oczywiste”). Rozumowanie, któ- 


*) Zdanie to jest dwuznaczne. Istotnie, orzeczenie: „dane twier- 
dzenie jest oczywiste* może mieć dwojaki sens. Może ono znaczyć ty- 
leż, eo: „trudno wątpić o prawdziwości tego twierdzenia”, „zdrowy Toz- 
sądek lub intuicja wskazują, że twierdzenie jest słuszne“. Przykładem 
takich „oczywistych“ twierdzeń może być: „2+2=4*, „kąty przy podsta- 
wie trójkąta równoramiennego równają się sobie*. Otóż takie „oczywiste* 
twierdzenia nie zawsze bywają prawdziwe, gdyż intuicja nieraz wprowa- 
dza nas w błąd. Zresztą i wówczas, gdy twierdzenia te są prawdziwe, 
niema powodu nie dowodzić ich, a nawet dowód może być sam przez się 
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re niewątpliwie przyjdzie odrazu na myśl czytelnikowi, jest 
następujące: „gdy n jest dużą liczbą, (n) mało różni się od a, 
pm) mało różni się od b, zatym suma tych funkcji mało różni 
się od «-—b”. Należy jednak rozumowanie to przeprowadzić 
szczegółowo i z należytą ścisłością. 

Niech będzie ô jakakolwiek z góry zadana liczba dodatnia 
(np. 00001, 0:0000001,...). Chcemy dowieść, że można znaleźć 
taką liczbę n,, iż przy każdym n=>n, będziemy mieli 

|g(m)--b(n)—a—b|<6 . . . . . . (1) 

W rozdziale III dowiedliśmy, że moduł sumy dwuch liczb 

jest niewiększy od sumy ich modułów, zatym 


FR) +$(m0)—a—b| Sję(n) —aj-+-|p(m) — b]. 


Widzimy tedy, że nierówności (1) uczynimy zadość, jeżeli 
uda się nam znaleźć taką liczbę nę, by przy n=m, było 


lptmm=a|+-|b(n)—bl<6 . . . . . . (2) 
Otóż to jest zupełnie możliwe. Istotnie, założyliśmy, że 
limę(n)=a, zatym z określenia granicy wynika, że możemy 
znaleźć taką liczbę n,, by przy każdym n>n, zachodziła nie- 
równość q(n)—a <8, jakkolwiek małą liczbą dodatnią byłoby 
8. Możemy wziąć 8'=46, wobec czego przy n=n, będziemy 
mieli nierówność 4(n)—a|<36. Tak samo możemy znaleźć ta- 
ką liczbę n,, by przy n=n, zachodziła nierówność |4(n)—bi < 46. 
Teraz wystarczy założyć, że m równa się więk- 
szej z dwuch liczb n, i n,. Przy tym założeniu, dla każ- 
dego nżn, będziemy mieli jednocześnie 
plina <ż8 i 4(n)—b|<36. 
a stąd wynika odrazu nierówność (2). 


bardzo ciekawy. Matematyka ma za zadanie wykazać, że z pewnych 

przesłanek wynikają pewne wnioski; może się przytym zdarzyć, że wnios- 

N są nie mniej „oczywiste“ od przesłanek, to jednak nie zwalnia nas od 
owiązku podania szczegółowego dowodu tych wniosków. 

W naszym przykładzie wyraz „oczywisty“ został użyty w innym 
sensie Zdanie: „dane twierdzenie jest oczywiste“ może oznaczać tyleż, 
co: „Chwila zastanowienia wystarczy do naszkicowania ścisłego dowodu“. 
Jeżeli twierdzenie jest „oczywiste“ w tym drugim znaczeniu, można cza- 
sem opuścić dowód, nie dlatego jednak, żeby dowód był wogóle zbytecz- 
ny, lecz jedynie w celu zaoszezędzenia czasu i miejsca, jeżeli jesteśmy 
pewni, że czytelnik potrafi sam znaleźć ten dowód. 

Wykład czystej matem. 10. 
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Rozumowanie nasze da się streścić w następujący sposób: ponie- 
waż limd(n)=a i limy(n)=b, zatym możemy znaleźć takie liczby ni, ma, 
by było 

lp(n)—a| <48 (n=n,) oraz |4(n) —b| <t (n = n), 


jeśli więc n jest większe od każdej z liczb n,, no, wówczas musi być 
(p(n) +43) —a—0|=|9(3)—a| + |4(0) —b| <? 
zatym lim;ę(n) --4(0)| =a-rb. 


Czytelnikowi może się wydawać, że rozumowanie nasze, nawet w tej 
skróconej postaci, jest przejawem pedantyzmu i dążenia do stwarzania 
trudności tam, gdzie sprawa przedstawia się prosto i jasno. Nie przeczę, 
że otrzymany wynik jest w danym wypadku istotnie oczywisty, ale czy- 
telnik powinien uprzytomnić sobie, że mamy do czynienia z jednym z naj- 
ważniejszych i najbardziej podstawowych twierdzeń matematycznych: 
każdy matematyk codziennie posługuje się nim, świadomie lub nieświa- 
domie. Otóż takiego twierdzenia należy dowieść w sposób bezwzględnie 
jasny, ścisły i drobiazgowy: wszystko, co mogłoby później wywołać nie- 
porozumienie lub gmatwaninę pojęć, winno być z góry usunięte. Ale nie 
dość tego. Czytelnik wkrótce przekona się, że większość twierdzeń o gra- 
nicach nie jest wcale tak prosta i oczywista, jak powyższe twierdzenie. 
W danym przypadku rozwiązanie, wskazane przez zdrowy rozsądek, by- 
ło prawdziwe, w innych jednak przypadkach „zdrowy rozsądek* nasuwa 
nam zarówno poprawne, jak i mylne rozwiązania, a czasem nie daje żad- 
nych wskazówek. Wszelkie argumenty oparte na ogólnikach nietylko 
są nieużyteczne, ale prowadzą do grubych błędów i wywołują zupełne 
pomieszanie pojęć. Jeżeli czytelnik nie zada sobie trudu zbadania i zro- 
zumienia, w jaki sposób stosuje się ścisłe metody do prostych i jasnych 
przypadków, gdzie zastosowanie tych metod jest rzeczą łatwą, w takim 
razie, gdy natrafi na zagadnienia trudniejsze, nie będzie mógł sobie dać 
z niemi rady. 


57. Wnioski z Twierdzenia I. Czytelnik sprawdzi z ła- 
twością następujące wnioski: 

I. Jeżeli (n) dąży do granicy, funkcja zaś (n) dąży do 
--oo lub do —«, albo też wykonywa wahania skończone lub nie- 
skończone, wówczas p(n)--v(n) zachowuje się tak, jak (n). 

2. Jeżeli p(n)—-|-oo i b(n)>--oo, albo też jeżeli q(n)—+-+-00, 
a db(n) wykonywa wahania skończone, wówczas p(n)--Y(n0)— -|-0o. 

Oczywista rzecz, że w tym wniosku możemy wszędzie 
zastąpić |-co przez —c. 

3. Jeżeli p(n)=co, a h(n)>—co, wówczas g(n)--4(n) może 
dążyć do oznaczonej granicy, albo do —-%, albo do —co, albo wresz- 
cie może wykonywać wahania skończone lub nieskończone. 

Te pięć możliwych przypadków zilustrujemy następującemi przy- 
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kładami: (1) p(n)=n, Y(n)=—n; (2) g(ni=n, V(n="n (3) ę(n)=n. 
H(n)>—n$ (4) g(n)=n+(—1)7, V(n)=—nu; 6) g(n)=n" +(—1)7.n, V(n)=—n*. 
Czytelnik powinien sam znaleźć inne przykłady. 

4. Jeżeli g(n)>--co, a dn) wykonywa wahania nieskończo- 
ne, wówczas g(n)--h(n) może albo dążyć do +œ, albo też wyko- 
nywać wahania nieskończone, ale nie może dążyć do oznaczonej gra- 
nicy, ant też do —oo, ani wreszcie nie może wykonywać wahań 
skończonych. 

Istotnie, 4(n)=lę(n) +4(n)|—q(n), gdyby więc funkcja q(n)-V(n) za- 
chowywała się w jeden z trzech ostatnich sposobów, wówczas, na mocy 
poprzednich wniosków, mielibyśmy: %(»)}>—œ, co przeczy założeniu. Ja- 
ko przykłady dwuch możliwych przypadków, podajemy następujące: 
(L) ę(n)=n"*, Y(n)=(—1)*.n; (2) g(n)=n, Y(n)=(—1)7%.n*. Rzecz jasna, że 
w niniejszym twierdzeniu można wszędzie zastąpić +œ przez — œ. 

5. Jeżeli y(n) i b(n) wykonywują wahania skończone, wów- 
czas q(n)-|-d(n) albo dąży do granicy, albo wykonywa wahania skoń- 
CZONe. 

Przykłady: (1) ę(n)=(—1)", 4(0)=(-1"*';_ (2) ę(2)=4(n)=(— 1)". 

6. Jeżeli y(n) wykonywa wahania skończone, a 4(n) nieskoń- 
czone, wówczas q(n)--v(n) wykonywa wahania nieskończone. 

Istotnie, wartość bezwzględna funkcji (n) jest zawsze mniejsza od 
pewnej stałej K, natomiast 4(n) musi przybierać wartości liczbowe więk- 
sze od każdej dowolnie zadanej liczby (np. większe od 100K, 1000K....), 
Zatym funkcja g(n)+4(n) musi przybierać wartości liczbowe większe od 
każdej dowolnie zadanej liczby (np. większe od 99K, 999K..). Tak więc 
p(n)+Y(n) albo dąży do +œ lub do —, albo też wykonywa wahania 
nieskończone. Gdyby jednak funkcja ta dążyła do +œ, wówczas funkcja 

+(n)=19(n)+Y(n)] — eln) 
musiałaby również dążyć do +, na mocy poprzedniego wniosku. Wi- 
dzimy tedy, że funkcja g(n)+-1(n) nie może dążyć do +œ. W taki sam 
sposób łatwo wykazać, że nie dąży ona do —, zatym musi wykonywać 
wahania nieskończone. 

7. Jeżeli zarówno (n), jak 4(n) wykonywują wahania nie- 
skończone, wówczas (n) |-v(n) może dążyć do oznaczonej granicy 
albo do 00, albo do —so. ale może również wykonywać wahania 
czy to skończone, czy mieskończone. 

Przypuśćmy np., że ę(n)=(—1)7.n, na 4(n) zaś weźmy po kolei każ- 
dą z następujących funkcji: (—1"*".n, |1+(-0"*'l.n, —11+(-D"łn, 
(-07F'.(n+1), (—1)”.n. Otrzymamy w ten sposób wszystkie pięć mo- 
żliwych przypadków. 


www.rcin.org.pl 


— 148 — 


Z łatwością można wszystkie te wnioski uogólnić na przy- 
padek sumy kilku funkcji, dążących każda do granicy, gdy nc. 


58. B. Zachowanie się iloczynu dwuch funkcji, których 
zachowanie się jest znane. Możemy dowieść całego szeregu 
twierdzeń, zupełnie analogicznych do poprzednich. Najważniej- 
sze z nich jest następujące: 

TWIERDZENIE ll. Jeżeli timę(n)=a, lim ġ(n)=b, wówezas 

lim g(1).4(8) =ab. 

Niech będzie g(n)=a--%,(n), Y(n)=V--%,(n), wobec czego 
musi być lim g,(n)=0, lim 9,(%)=0. 

W takim razie mamy 


e(nyy(n) zab--ady(n) -brg;(n) -g,(n)vy(n), 


skąd widać odrazu, że wartość bezwzględna różnicy q(n)t(n) —ab 
napewno nie jest większa od sumy wartości bezwzględnych 
av, (n) bgn) + 9,(0).9,(0) . 
Obierzmy », tak, by przy każdym n=n, było 
2 


36) W (n) <: 


,() < z 
ra 5a 


Wó y e(n).h(n)—ał - - = 
ówczas mamy <(n).t(n)=ab < ł i r- 
48); r 3 3 Da.b 


1 


5 wówczas niewątpliwie musi być 
3ajb|" c 


Jeśli więc Ż: 
e(n).y(n) — ab, < 8 


przy każdym m=m,, i twierdzenie zostało dowiedzione. 

Rzecz jasna, że twierdzenie II, tak samo jak twierdze- 
nie I, da się uogólnić na przypadek iloczynu kilku funkcji 
zmiennej n. Można też otrzymać cały szereg wniosków, ana- 
logicznych do wniosków poprzedniego paragrafu, musimy tu 
jednak rozróżniać już nie pięć, lecz sześć możliwych sposo- 
bów zachowania się funkcji 4(n), gdy nc. 

Mianowicie ę(n) może (1) dążyć do zera, (2) dążyć do gra- 
nicy różnej od zera, (3a) dążyć do c, (8b) dążyć do —c, 
(4) wykonywać wahania skończone, (5) wykonywać wahania 
nieskończone. 

Dowód wszystkich wniosków wymagałby zbyt wiele miej- 
sca, wobec czego poprzestaniemy na sformułowaniu dwuch 
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z nich dla przykładu; resztę czytelnik zbada sam, co będzie 
stanowiło doskonałe ćwiczenie. 


(l) Jeżeli s(n)>-+, a p(n) wykonywa wahania skończone, 
wówczas iloczyn gln).b(n) albo dąży do --00 lub do —co, albo też 
wykonywa wahania nieskończone. 

Łatwo znaleźć przykłady tych trzech możliwych przypadków. Wy- 
starczy np. założyć, że (n)=n i że X(n) równa się jednej z trzech na- 
stępujących funkcji: 2+(—1)7, —2—(—1)7, (—1)7. 

(HM) Jeżeli gin) i p(n) wykonywują wahania skończone, wów- 
czas iloczyn sgl(n).b(n) albo dąży do oznaczonej granicy (którą 
w szczególnym przypadku może być zero), albo wykonywa wahania 
skończone. 

Jako przykłady podajemy:(a) q(n)=Hn)=(—1)'; (b) g(n)%14(—1). 
4n)=l-(—1)": (6) yin) cos, Y(n)=sin kc 

3 3 

Ważny przypadek szczególny twierdzenia II mamy wów- 
czas, gdy %(n) równa się stałej. Twierdzenie nasze orzeka wte- 
dy, że jeśli lim 4(1)=a, wówczas lim kę(n)=ka. Możemy dołą- 
czyć do tego twierdzenie, że jeśli k==0 i g(n)>--oo, wówczas 
lgę(n)>--so lub też kę(n)>—oo zależnie od tego, czy k jest 
liczbą dodatnią czy ujemną. Jeżeli k=0, wówczas kę(n)=0 
przy wszelkich wartościach na n, zatym limkqtn)=0. Jeżeli 
k0, a gin) wykonywa wahania skończone lub nieskończone, 
wówczas w taki sam sposób waha się funkcja kę(n). 


59. C. Zachowanie się ilorazu dwuch funkcji, których 
zachowanie się jest znane. Z poprzednich twierdzeń wynika 
szereg wniosków, dotyczących ilorazu dwuch funkcji. Zacznie- 
my od następującego twierdzenia: 

TWIERDZENIE IH. Jeżeli lim g(uj=a, przyczym a==0, wów- 
czas 


3 l 1 
lim — : 
ę(n) a 
Niech będzie g(n)=a--4ę.(0), 
tak iż limę,(n)=0. Mamy 
TRE j = piin) 
(n) al ala 61170) 


Możemy obrać taką liczbę n,, że dla każdego n=>n, powyższy 
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ułamek będzie mniejszy od dowolnie małej, z góry zadanej 
liczby dodatniej ò. 
Z Twierdzeń II i III wynika odrazu podstawowe dla ilo- 
razów 
"TWIERDZENIE IV. Jeżeli lim ptn)=a i lim $(n)=b, przyczym 
b==0, wówczas 
lim (n) a 


lim dn) -i 
Radzimy czytelnikowi, by sformułował sam wynikające 
stąd wnioski, analogicznie do wniosków z twierdzeń I i II, 
żeby dowiódł ich i poparł odpowiedniemi przykładami. 
60. TWIERDZENIE V. Jeżeli Rię(n), Yn), gm), ....) jest do- 
wolną funkcją wymierną kilku funkcji e(n), pn), Xn). czyli je- 
sli jest to funkcja kształtu 


Pię(n), p(n), Ai). | 
QIAN), sn), (0). |" 


gdzie P i Q oznaczają wielomiany, utworzone z funkcji (n), (n), 
A(N), ... t jeżeli mamy 
lim g(n)=a, limġn)=b, lim yin)=c, ... 

przyczym Qipln), pn), z(n), «| ==0, 
wówczas lim Kję(n), Yin), y(m), | = Bfa, b, c...) 

Istotnie, P jest sumą skończonej liczby wyrazów kształtu 

ALNI 

gdzie A jest liczbą stałą, a p, q,... są to liczby całkowite do- 
datnie. Wyraz ten, na mocy twierdzenia II (albo właściwie, 
na mocy uogólnienia tego twierdzenia na przypadek dowolnej 
liczby funkcji) dąży do granicy 4da?b*.., zatym P dąży do gra- 
nicy P(a, b, c,...) na mocy takiegoż uogólnienia twierdzenia I. 
Tak samo Q dąży do granicy ((a,b, c,...), a stąd, na mocy 
twierdzenia IV, wynika słuszność twierdzenia V. 

61. Powyższe twierdzenie ogólne zastosujemy do szcze- 
gólnego przypadku, mianowicie do zadania: zbadać zachowanie 
się ogólnej funkcji wymiernej zmiennej n, czyli funkcji 
an” Han?! -H.a 


S(n)= *-- ŻE 
bn” bn" 1-H. tb 
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w przypadku, gdy n dąży do œo i gdy ani a,, ani b, nie są zerami. 
Przedewszystkim przekształómy S(n) w następujący sposób: 


y ki dą , a b b 
S(n)=n" "|a94 s Fot BN (b, i s E: a) 
Spółczynnik przy n”9 ma kształt R(ę(n)|, gdzie q(n)=l/n, 
zatym na mocy twierdzenia V, dąży on do granicy R(0)=a„b,, 
gdy n dąży do o. Otóż n” *—0, jeżeli p<qg, jeżeli zaś p=q, 
wówczas n**=l czyli n”*—1; jeżeli wreszcie p>q, wówczas 
n”'—>--oo. Mamy tedy na mocy twierdzenia II: 


lim S(n)=0 (p<q) 
lim 5(n)=a,/b, (p=q) 
5(n)>-+00 (p > 4; a/b > 0) 
Sin) — (p>q; a,/b, < 0). 
Przykłady XXIX. l. Jak zachowują się funkcje 
n=l)? „(n=l]2_ n*+1 a PHI 
lsz1) * p(z). "ai (-1) "z 
gdy n>ac ? 
'. 2. Czy którakolwiek z następujących funkcji 
Pu) 
1/ (gos* T insin? 7 ): lj ln (cos = +n sins] , 
(n cog’ z Hsin? =) (n| cos? 7 tasin | 


dąży do granicy, gdy n>w? 

3. Oznaczając przez S(a) ogólną funkcję wymierną zmiennej » 
(jak w $ 61), dowieść, że 
S(nr1) Sinta) É 


1. lim =l: 


li - 
= S(») Sín) 


62. O funkcjach stale rosnących wraz z n. Specjalną, 
ale bardzo ważną klasę stanowią te funkcje, które stale rosną 
(lub stale maleją), gdy n stale rośnie. Ponieważ —ę(n) stale 
rośnie, jeżeli (n) stale maleje, niema zatym powodu osobno 
rozważać funkcji malejących, osobno zaś rosnących: twierdze- 
nia, dowiedzione dla jednych, dadzą się odrazu uogólnić i na 
drugie. 


OKREŚLENIE. Funkcję (n) nazywamy stale rosnącą wraz 
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z n, jeżeli dla wszelkich wartości zmiennej n mamy zawsze 
yin- l= ein). 

Zauważmy, że powyższe określenie nie wyłącza przypad- 
ku, gdy ẹ(n) pozostaje stałe dla kilku wartości zmiennej n, na- 
tomiast wyłącza ono możliwość malenia funkcji. Wobec tego 
funkcję 

q(n)=2n--(— 1)", 
która przy n=0, 1, 2, 3, 4,.. przybiera wartości 
i, Jl, 5, By, 84 Oho 


nazywamy stale rosnącą wraz z n. Właściwie mówiąc, pod na- 
sze określenie podpadają nawet takie funkcje, które, poczyna- 
jąc od pewnej wartości n, zachowują stałą wartość. Np. funk- 
cję ę4(m)=1 wypadłoby, według tego określenia, nazwać rosną- 
cą. Ponieważ jednak są to funkcje bardzo specjalnego rodza- 
ju, a przytym wiemy z góry, jak się one zachowują, gdy n 
dąży do co, zatym ta pozorna dziwaczność naszego określenia 
nie może być szkodliwa. 

O funkcjach stale rosnących można wypowiedzieć nastę- 
pujące, bardzo ważne 

TWIERDZENIE. Jeżeli (n) stale rośnie wraz z n, wówczas 
(l) albo g(n) dąży do oznaczonej granicy, gdy n dąży do œœ, (2) 
albo też 4(n)— -|-oo. 

Innemi słowy: gdy chodzi o zachowanie się funkcji przy 
dążeniu zmiennej n do œ, mamy do rozważenia pięć możli- 
wych przypadków, tu zaś, przy funkcjach rosnących, mogą za- 
chodzić tylko dwa przypadki, 

Twierdzenie nasze jest po prostu wnioskiem z twierdze- 
nia Dedekinda ($ 8) Dzielimy liczby rzeczywiste ¢ na dwie 
klasy Z, R, zaliczając każdą liczbę do L albo do Æ zależnie 
od tego, czy s(n)=4 przy jakichś wartościach zmiennej n (a więc 
i przy wszystkich większych wartościach), czy też 4ę(n) <Q przy 
wszelkich wartościach zmiennej n. 

Klasa Z niewątpliwie istnieje, natomiast klasa & może 
istnieć, może jednak i nie istnieć. Przypuśćmy, że R nie ist- 
nieje; w takim razie, jakkolwiek wielką mogłaby być liczba A, 
możemy zawsze znaleźć tak wielkie n,, że dla n=n, bedzie- 
my mieli qę(n)>A, zatym mamy 


pin |>--0o. 
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Jeżeli klasa R istnieje, w takim razie klasy L, Ek tworzą 
przekrój w dziedzinie liczb rzeczywistych. Niech « będzie licz- 
bą odpowiadającą przekrojowi, 8 zaś niech będzie dowolną licz- 
bą dodatnią. Przy wszelkich wartościach zmiennej n, musi być 
ę(n)<a--8, czyli (n)a. Poczynając jednak od pewnych war- 
tości n, musi być ş(n)>a—ò, zatym przy dostatecznie wielkim 
n, mamy 

a—8<yp(n)<a. 


Stąd wnosimy, że ę(n)—a. 

W ogólności mamy ę(n)<a przy wszelkich wartościach n, jeżeli bo- 
wiem y(n)=a przy jakiejś wartości n, wówczas równość ta musi być zacho- 
wana przy wszelkich większych wartościach n. Tak więc o(n) może równać 
się a tylko w takim razie, jeżeli, poczynając od pewnej jakiejś wartości 
funkcji o(m), wszystkie dalsze jej wartości są sobie równe i równe a. 
W tym wypadku a jest największą liczbą klasy Ł, w innych zaś wypad- 
kach w klasie L niema liczby największej. 

WNIOSEK 1. Jeżeli ẹ(n) rośnie stale wraz z n, wówceas 4(n) 
dąży do granicy, jeżeli możemy znaleźć taką liczbę K, że q(n) <K 
przy wszelkim n, jeżeli zaś takiej liczby K znaleźć nie można, wów- 
czas Ņ(n)—= +20, 


Przekonamy sie później, że wniosek ten oddaje ważne 
usługi przy badaniu różnych funkcji. 


WNIOSEK 2. Jeżeli g(n) rośnie stale wraz z n i jeżeli gn) < K 
przy wszelkich wartościach zmiennej n, wówczas (n) dąży do gra- 
nicy, która jest albo mniejsza od K, albo równa się K. 

Granica może równać się liczbie A; jeżeli np. 4(n)=3—(1/n), 
wówczas każda wartość funkcji (n) jest mniejsza od 3, ale 
granicą funkcji jest liczba 3. 


WNIOSEK 3. Jeżeli ę(n) stale rośnie wraz z n í dąży do gra- 
nicy, wówczas przy wszelkich wartościach zmiennej n musi być 
p(n) <lim ę(n . > 
Czytelnik sformułuje sam twierdzenia i wnioski, dotyczą- 
ce funkcji ę(n), która stale maleje, gdy n rośnie. 


63. Powyższe twierdzenia mają doniosłe znaczenie: w wie- 
lu wypadkach dają nam możność rozpoznania, czy dana funk- 
cja zmiennej n dąży czy nie dąży do granicy, gdy n—co, i to 
nawet wówczas, gdy nie jesteśmy w stanie gra- 
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nicy tej dokładnie wyznaczyć. Jeżeli wiemy zgóry, 
że granica, o ile wogóle istnieje, powinna równać się takiej 
a takiej liczbie, możemy zastosować sprawdzian 


e(n)l|<ó (NEn): 


jak np. w przypadku funkcji g(n)=l/n, gdzie widać odrazu, że 
granica, jeśli istnieje, nie może być różna od zera. Ale przy- 
puśćmy, że mamy do czynienia z funkcją 


i chcemy zbadać, czy dąży ona do jakiejś granicy. Nie widać 
tu wcale ani czemu może się równać granica l, ani też czy 
wogóle istnieje ona. Rzecz jasna, że powyższego sprawdzianu 
zastosować tu nie można, przynajmniej bezpośrednio. 


Należy jednak dodać, że czasem można ten sprawdzian stosować 
pośrednio, jeżeli metodą sprowadzenia do niedorzeczności chcemy do- 
wieść, że dana funkcja granicy mieć nie może. Jeżeli np. g(n)=(—1)*, 
wówczas jest oczywiste, że I musiałoby równać się albo +1, albo —1, co 
jest niedorzeczne. 

64. Inny dowód twierdzenia Weierstrassa ($ 8b). Wyniki, 
osiągnięte w $ 62, dają możność dowiedzenia innym sposobem tego waż- 
nego twierdzenia. 

Podzielmy odcinek PQ na dwie równe części: przynajmniej jedna 
z nich musi zawierać nieskończenie wiele punktów mnogości S$. Wy- 
bierzmy tę część, która zawiera nieskończenie wiele punktów mnogości, 
jeśli zaś obie zawierają ich nieskończenie wiele, wybierzmy część, leżą- 
cą z lewej strony. Oznaczmy wybraną część odcinka przez P,Q,; jeżeli 
P,Q, jest lewą połową odcinka PQ, wówczas punkty Pi P, są tożsame. 

Podzielmy, dalej, P,Q, na połowy: przynajmniej jedna z nich musi 
zawierać nieskończenie wiele punktów mnogości S$. Wybieramy tę poło- 
wę, która spełnia ten warunek, jeśli zaś obie go spełniają, wybieramy 
lewą połowę. Postępując dalej w ten sposób, otrzymujemy ciąg prze- 
działów 

PQ, P,Q:, EQ, P'O .. 
zaktórych każdy jest dwa razy mniejszy od poprzedniego i każdy zawie- 
ra nieskończenie wiele punktów mnogości S. 

Każdy z punktów P, Pi, Pą,.. leży w prawo od punktu, poprze- 
dzającego go w tym ciągu, wobec czego P, dąży do położenia granicz- 
nego T. Tak samo Qa dąży do położenia granicznego T’. Ale odcinek 
TT' jest niewątpliwie mniejszy od P„Q,„ przy każdej wartości na n, po- 


JA 
nieważ zaś 05 zatym P„Qn dąży do zera, a stąd wynika, że punkt 


T' zlewa się z T i że zarówno P,, jak Q„ dążą do T. 
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Powiadam, że T jest punktem skupienia mnogości S. Istotnie, niech 
č będzie spółrzędną tego punktu; weźmy pod uwagę dowolny przedział 
(6—8, 3+8). Jeżeli n ma dostatecznie dużą wartość, wówczas P„Q, leży 
całkowicie wewnątrz tego przedziału: wystarcza mianowicie tak wybrać 
liczbę n; żeby było PQ/2*”<8. Ale w takim razie przedział (¢— ù, $+8) za- 
wiera nieskończenie wiele punktów mnogości 5. 

65. Granica funkcji z”, gdy n dąży do œ. Wyniki, 
otrzymane w $ 62, zastosujemy do bardzo ważnej funkcji 
ę(n)=x". Jeżeli x=1, to g(n)=l i lim ẹ(n)=1, jeżeli zaś 1=0, 
to ę(n)=0 i limgp(n)=0. Te szczególne przypadki pominiemy 
w dałszym badaniu. 

Przypuśćmy najpierw, że z jest liczbą dodatnią. Ponie- 
waż %(n--1l)=xg(n), zatym (n) wzrasta wraz z m, jeżeli <> 1, 
i maleje wraz ze wzrastaniem zmiennej n, jeżeli x <1. 

Jeżeli «> l, wówczas x* musi dążyć albo do granicy 
(oczywiście większej od 1), albo też do --co. Przypuśćmy, że 
x" dąży do granicy l. W takim razie, na mocy Przykładu 
XXVII, 7, musi być limz(n+-1)=lim p(n)=l, ale 


lim g(n--1)=lim zę(n)=2 lim g(n) =zl, 


czyli I=xl, co jest niedorzeczne, ponieważ zarówno l, jak x ma- 
ją być większe od 1. Dochodzimy do wniosku, że 


x” >-oo (632 DE 

Czytelnik zbuduje sam inny dowód, oparty na nierówności x” >1+-n3, 
gdzie x=1+-8, a $ jest liczbą dodatnią. Nierówności tej można dowieść 
albo za pomocą indukcji matematycznej, albo za pomocą wzoru na roz- 
winięcie potęgi całkowitej i dodatniej dwumianu. 

Z drugiej strony, jeżeli x<1, wówczas x" maleje, gdy 
zmienna % rośnie, a więc x” albo dąży do granicy, albo do 
—o. Przy naszych założeniach z* jest zawsze liczbą dodat- 
nią, zatym ta druga możliwość jest wyłączona i musimy mieć 
lim z*=l; ponieważ zaś możemy dowieść (jak wyżej), że I=xl, 
zatym / musi być zerem i mamy 


lim z*=0 (x< 1): 
Czytelnik przeprowadzi sam inny dowód, oparty na tym, że gdy 
0<a<l, wówczas (1/x)* dąży do +œ. 
Pozostaje do zbadania przypadek, gdy 2 jest liczbą ujem- 
ną. Jeżeli —i<x<0 i jeżeli x oznaczymy przez —y, wów- 
czas 0<y< 1l, zatym lim y”=0, a wobec tego musi być limr"=0. 


www.rcin.org.pl 


156 - 


Jeżeli x=—1, wówczas z* waha się, przybierając kolejno war- 
tości —1 i |-1. Jeżeli wreszcie x< —1 i jeżeli znów ozna- 
czymy æ przez —y, wówczas musi być y>li y' >-+-oo; po- 
nieważ zaś x” przybiera kolejno wartości ujemne i dodatnie, 
zatym x" wykonywa wahania nieskończone. Streszczając osiąg- 
nięte wyniki, mamy 


g(n)=L" —>--00 (r>l) 

lim e(n)=1 (r=L) 

lim gin) =0 (—1<x<1) 
e(n) wykonywa wahania skończone (1=—1) 
(R) w £ nieskończone (© < —1). 


Przykłady XXX.*) 1. Jeżeli (n) jest dodatnie i jeżeli przy 
wszelkich wartościach na n mamy g(n+-1)> Kę(n), gdzie K>l, wówczas 
p(n)>-+0. 

|Mamy pln) > Kęy(n= 1) > K?ę(n—2)>..>K*"tę(1), 

a ponieważ K”—>-+œ, zatym itd.]. 
2. Poprzednie twierdzenie jest słuszne i wówczas, gdy 
p(n--1)> Koln) przy n= n. 

3. Jeżeli o(u) jest dodatnie, a g(n -1)< Ky(n), gdzie 0< K<1, wów- 
czas lim y(n)=0. Twierdzenie jest słuszne i wówczas, gdy warunki jego 
są spełnione nie dla każdego m, lecz tylko dla n = no. 

4. Jeżeli |p(n+1)|<K|y(n)| przy n=m, i jeżeli 0< K<1, wówczas 
lim g(n)=0. 

li 
5. Jeżeli (n) jest dodatnie, a iw eZ Śri wówczas 
PR) 
+(m>-+o. 
[Możemy tak wyznaczyć no, by było > K>l przy n>n, po- 
y(n 


czym stosujemy Przykł. 1.] 
o(n+1) 
gim 

[Oprzeć się na Przykł 4| 

7. Jak zachowuje się funkcja y(n)=n'x" (gdzie r jest dowolną 
liczbą całkowitą dodatnią), gdy n>o. 

[Jeżeli z=0, to ę(n)=0, a więc 4(n)>0. W innych przypadkach 
mamy 


6. Jeżeli lim - =l, gdzie |I|<1, wówczas lim g(n)=0. 


p(n+1l)  /ntlyr 
pin) 


*) Przykłady te są bardzo ważne i w dalszym wykładzie będzie- 
my nieraz powoływać się na nie. Należy więc je dokładnie przestudjo- 
wać. 
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Załóżmy najpierw, że œ jest liczbą dodatnią W takim razie 
g(n)++w, jeżeli x>1 (Przykł. 5), oraz q(n)—0, jeżeli x<1 (Przykł. 6). 
Jeżeli g=l, mamy qę(n)=n'>+o0. Przypuśćmy teraz, że a jest liczbą 


ujemną. W takim razie |4(n)|=w'|x|*” >+w, jeżeli || =], albo też 
lę(n)|>0, jeżeli |e|<1. Tak więc (n) wykonywa wahania nieskończone, 
jeżeli « -—1, jeśli zaś —l<a<0, to g(n)>0.] 


8. W taki sam sposób zbadać funkcję g(n)=n"x”. [Wyniki po- 
dobne, z wyjątkiem przypadku, gdy «=+1; wówczas q(n)+0.] 


9. Ułożyć tabliczkę, któraby wskazywała, jak zachowuje się n*x*, 
gdy nw+w. Przypuszczamy przytym, że x może przybierać wszelkie war- 
tości rzeczywiste, a k—wszelkie wartości całkowite, dodatnie i ujemne. 

[Zauważmy, że wartość k ma wpływ tylko wówczas, gdy a=+1. 
Bez względu na to, czy k jest liczbą dodatnią czy ujemną, mamy zawsze 


7 


lim ;(n-F1)/n;*=1, zatym granica funkcji 


+1) 
— zależy tylko od x, a na 
n) 


zachowanie się funkcji o(n) największy wpływ ma, wogóle biorąc, czyn- 
nika”. Wpływ czynnika n* ujawnia się tylko wówczas, gdy x=+l]] 


10. Jeżeli «x jest liczbą dodatnią, wówczas (/a—l, gdy n>«. 
[Przypuśćmy, że x>l; wówczas liczby a, Va, Jha tworzą ciąg maleją- 
cy, przyczym v/e>1 przy wszelkim n, wobec czego musi być \/æ—l, gdzie 
l=|. Gdyby jednak było 1>1, musielibyśmy mieć, przy dowolnie wiel- 
kim n, nierówność Yym>ł czyli x>”, co jest niemożliwe, gdyż "*>+0 |] 


Il. Yn<l. |Mamy "*Yn+l< yn, jeżeli tylko (n+1l)r<n"*' czyli 
UH+(l/n)]"<n, a to ma miejsce zawsze, byle tylko było n 23. (Dowód 
podamy w następnym paragrafie). Tak więc $/n maleje, gdy n rośnie, 
poczynając od 3, że zaś 4/n>1, zatym y/n=l gdzie /=1. Gdyby jednak 
było 1>1, mielibyśmy n>l*, co jest niemożliwe przy dostatecznie wiel- 
kich wartościach na n, gdyż I*/n>+0 (Przykł. 7 i 8).] 


12. (/n!)>-+o. [Jakkolwiek wielką liczbą byłoby A, mamy zawsze 
n!>4%, jeżeli n jest dostatecznie wielkie. lstotnie, jeżeli u„=A*/(n!), 
WÓWCZAS U, 1/Un=à/(n+1)>0, gdy n>wo, a więc u,—+0 (Przykł. 6).] 

13. Jeżeli —l<x<1I, wówczas funkcja 


m(m—1).(m=n+1) fm 
, IT - gz” z Ja” 


n! \ 


Un 
dąży do zera, gdy n>w©. 
m1 mn 


[Mamy 1>—x, jeżeli x =E0.] 
UM n+l 


66. Granica funkcji E. . Z wzoru na rozwinięcie 
n 


potegi dwumianu mamy 
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1 1 n(n=l) 1 nin=1)...(n=n+1l) 1 
| r a! itn. w. aa WEEDS" AA Ei 
i l l l l 2 

zę Hlkq z(! = ALZNECE 


l l 2 —| 
T TE al p7 „(U n ) A (1 m = ): 


Wyraz (p+ l)-szy tego wzoru czyli wyraz 


l l 2 p— 
2p aM 7 nll P=) 


jest dodatni i stanowi funkcję rosnącą zmiennej n, liczba zaś 
wyrazów również rośnie wraz z n. Wobec tego funkcja 


LSK 2. NE zh . 
(1 Hai rośnie wraz z n, musi więc dążyć albo do oznaczonej 


granicy, albo do +œ, gdy n= + co. 
Ale łatwo zauważyć, że 


l" 1 1 1 
(1+ =) <lkltrgt Tag" taan 


1 1 


l e 
<lpl+<<= + giganci <8. 


Stąd wynika, że |1 + H| nie może dążyć do +070, że za- 


tym musi dążyć do jakiejś oznaczonej granicy i że granicą tą 
jest liczba większa od 2 lecz nie większa od 3. Oznaczając 
tę granicę literą e, piszemy 


lim(1 + H'=e, 


n« 


przyczym 2<€<8. 


67. Kilka twierdzeń pomocniczych z algiebry. Dowiedziemy 
kilku prostych nierówności. które oddadzą nam później duże usługi. 
(I) Jeżeli a>1, a r jest liczbą całkowitą dodatnią, wówczas 


ra” >a l+? +.. tl. 
Mnożąe obie strony nierówności przez liczbę dodatnią «—1, mamy 
ra (a—l)>a—1, 


dodając zaś z obu stron po r(x*—1) i dzieląc przez r(r+1), otrzymujemy 


—— > ano sM 
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W taki sam sposób dowodzimy, że 
| -pr+1 =p? 


—— < LESA e an a a 
r+1 r 
Stąd wynika, że jeśli r i s są liczbami ceałkowitemi dodatniemi i jeżeli 
r>s, wówczas musi być 


wl as=l JE JES 
=> SELER 2060 0 « 408] 


r 8 r 8 


W tych wzorach zakładamy nierówności 0<p<l<a. W szczególności, je- 
żeli s=1, mamy 
a'—1>r(a—1); 1—87<r(1—B) . . . . . . . (4) 


(li) Dowiedliśmy nierówności (3) i (4) w założeniu, że r, s są licz- 
bami całkowitemi dodatniemi. Łatwo jednak dostrzec, że nierówności po- 
zostają słuszne i wówczas, gdy r, s są dowolnemi liczbami wymiernenmi 
dodatniemi. Weźmy np. pod uwagę pierwszą z pośród nierówności (3). 
Niech będzie r=ab, s==c/d, gdzie a, b, c, d są to liczby całkowite dodat- 
nie; wobec nierówności r>s, mamy ad>be. Jeżeli założymy, że a=qtd, 
wówczas nierówność (3) przybierze kształt 


(y23— 1)/ad > (ybe— 1)/bc . 


To samo rozumowanie da się zastosować do innych nierówności. 
W taki sam sposób możemysędowieść, że 


a8—]1<s(xu-1); 1-89>41—6). . . . . . . . 6) 


gdzie s jest dowolną liczbą wymierną mniejszą od 1. 

(III) Załóżmy teraz, że wszystkie litery są symbolami 
liczb dodatnich, że ri ssą to liczby wymierne,iżeairsą 
większe od 1, afis mniejsze od 1. 

Jeżeli w nierówności (4) zamiast « napiszemy 1/8, a zamiast ß na- 
piszemy l/æ, otrzymamy 


u=l<ra" '(a— l); 1=87>r$87-(1—8) . . . . . (6) 
W taki sam sposób z nierówności (5) otrzymujemy 
a*—]1>ga'* !(4—1); l=F<<FFHUL=M o 6 6 6 2 (6) 
Z nierówności (4) i (6) mamy 
ru l(u—1)>a—1l>rfu—1) . . . . . . . . (8) 


Jeżeli zamiast a napiszemy z/y, otrzymamy 
ra" (æ—y) >x" =y >ry lay)  « « (9) 
przyczym x>y>0. Stosując to samo postępowanie do nierówności (5) 
i (7), otrzymujemy 
MB GPRS E < m(BG=PO)o o o 66 5 „(OJ 
Przykłady XXXI. 1. Sprawdzić nierówności (9) i (10), kładąe 
r=2 lub 3, s='/, lub !⁄4. 
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2. Dowieść, że (9) i (10) pozostają słuszne, jeżeli y>«x>0. 

3. Dowieść, że nierówności (9) pozostają słuszne przy r<0. 

4. Jeżeli 1>0 i 4(1)>ł, gdy n>-rw, wówczas gk—l*, gdzie k jest 
dowolną liczbą wymierną. 

[Wobec twierdzenia III, $ 59, możemy założyć k>0. Z początku 
przypuśćmy, że k>1. W takim razie 


kę (9—0 >ęq*—1* > kle ę— 1) 
lub też klt-i(l— p)>l"—y* >k (l-4), 


zależnie od tego, czy >l, czy też <l. 

Z tych wzorów wynika, że stosunek |y*—/*| do |ọ—ł| jest zawsze 
zawarty między dwiema stałemi liczbami dodatniemi, gdy n=>w, a siąd 
wynika słuszność naszego twierdzenia. Czytelnik w taki sam sposób do- 
wiedzie twierdzenia w przypadku, gdy O0<k<1. Twierdzenie pozostaje 
słuszne, gdy I=0, jeżeli k>0.| 

5. Wynik, otrzymany w Przykł. XXX. 7.8,9 rozciągnąć na przypadek, 
gdy r lub k są dowolnemi liczbami wymiernemi. 

68. Granica funkcji n(//x—1). Jeżeli w pierwszej z pośród nie- 
równości (3) poprzedniego paragrafu założymy r=l/(n—1), s=l/n, prze- 
konamy się, że 

NE Gkśc 2 


gdzie «>1. Jeśli więc q(n)=n.(/u—1, wówczas (n) jest zawsze dodat- 
nie, ale stale maleje, gdy n rośnie Wobec tego (n) dąży do granicy I 
nie mniejszej od zera, gdy n+o. 
Tak samo, jeżeli w pierwszej z pośród nierówności (7) położymy 
s8=l/n, otrzymamy 
APES l 
ny/ a= ] 2 NU aj 1 z 


1 
Widzimy, że /=ż1——>0. Jeśli więc a>1, mamy 


4 


lim ny/a—1=/2), 


nowo 
gdzie f(«)>0. 
Przypuśćmy dalej, że 8<1. Niech będzie g=l/a; wówczas 
nB -i= mal/a. Otóż wy/a—1>f( x), a 4/a—l (Przykł. XXX.10), je- 
śli więc f=l/a<l, to 
ny E-i- fia). 


Jeżeli wreszcie x=l, to ny/x—1=0 przy wszelkich wartościach na n. 
Dochodzimy do wniosku, że przy wszelkich wartościach 
dodatnich na z 
lim n;/s—1 
wyznacza pewną funkcję zmiennej x. Ta funkcja fŒ) po- 
siada własności następujące: * Bł 


w 
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fUla)=fe), /0=0, 
i jest dodatnia lub ujemna, zależnie od tego, czy x>lczy 
też c<1l. 
Później dowiedziemy, że funkcja ta jest identyczna z logarytmem 
naturalnym liczby æ. 


Przykład. Dowieść, że 7(xy)=f(x)+-f(y) |Oprzeć się na równaniach 

f(ry)=lim u(/ zy —1)=lim nyy Ar- +a Vy] 

69. Szeregi nieskończone. Przypuśćmy, że u(n) jest 
funkcją zmiennej n, określoną dla wszystkich wartości n. Je- 
żeli dodamy do siebie wartości, które przybiera funkcja u(v) 
przy v=l, 2, 8,..m, otrzymamy nową funkcję, mianowicie 

s(n) =u(1)--u(3)--...Hufn), 
która jest również określona dla wszelkich wartości zmiennej 
n. W wielu wypadkach może okazać się dogodniejszym nieco 
odmienny symbol tej funkcji, mianowicie 
8, = Ua FH Ua F e H bn , 

albo jeszcze krótszy symbol 
= pi tt. 

Ź * 


y=] 


Jeżeli s, dąży do granicy, gdy n dąży do «©, i jeżeli gra- 
nicę tę oznaczymy przez s, możemy napisać 


n 
` 
lim » u,=ś. 
— 


ne 3 I 


To samo wyrażają niekiedy krótszemi symbolami, pisząc 


ŻU=" albo też u, -4 Wg Htt =i, 

“=l 
przyczym kropki w drugim symbolu oznaczają, że ciąg wyra- 
ZÓW u,, u, itd. jest nieskończony. 

Zapomocą powyższych symbolów chcemy powiedzieć, że 
jakkolwiek małą byłaby liczba dodatnia ô, możemy znaleźć 
liczbę całkowitą dodatnią n,(ð) taką, że suma wszystkich m,(0) 
pierwszych wyrazów, jak również suma jakiejkolwiek liczby 
wyrazów większej od n,(8) zawiera się zawsze pomiędzy licz- 
bami s—0 i s-|-8, czyli że 

Wykład czystej matem. 11. 
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8—0<8,<S--8, 
jeżeli tylko n=n,(3). 
Jeżeli jakiś szereg nieskończony 


Ea i 


czyni zadość temu warunkowi, nazywamy go szeregiem nie- 
skończonym zbieżnym, liczbę zaś s nazywamy sumą szeregu. 

Tak więc orzeczenie: „szereg u,-|-u;--... jest zbieżny i ma 
za sumę s” jest równoznaczne z orzeczeniem: „suma n wyra- 
ZÓW S „=U Fut... +U, jest funkcją zmiennej n, dążącą do gra- 
nicy s, gdy n>co”. Rozważanie tego rodzaju szeregów nie 
wprowadza nowych pojęć, odmiennych od tych, które pozna- 
liśmy w pierwszej części niniejszego rozdziału. Istotnie s, jest 
po prostu pewną funkcją qę(n) zmiennej całkowitej n, wyrażo- 
ną w pewnej szczególnej postaci. Zresztą każdą funkcję q(n) 
można wyrazić w tej postaci, pisząc 


in) =H |-|ę(2)—G(1)] + (9(3)—12)] +..+ (gin) qln— 1]. 


Jeżeli s,—>+-00 albo też s, >—oo, gdy n—co, powiada- 
my, że szereg u,+-4; |-... jest rozbieżny. Moglibyśmy tak sa- 
mo nazwać rozbieżnemi wszelkie funkcje (n) dążące do -|-oo 
lub —œ, zbieżnemi zaś te, które dążą do oznaczonej granicy l. 

Jeżeli s, nie dąży ani do granicy, ani do +0 lub —o, 
jeśli więc szereg u,--u,-|-... nie jest ani zbieżny, ani rozbież- 
ny, nazywamy go wahającym się *). 


70. Ogólne twierdzenia dotyczące szeregów nieskoń- 
czonych. Przy badaniu szeregów nieskończonych wypadnie 
nam wciąż posługiwać się następującemi twierdzeniami: 

(1) Jeżeli u,--u,-|-... jest szeregiem zbieżnym i jeżeli s 
jest jego sumą, wówczas szereg a-|-u,+-u,+-... jest również 
zbieżny i ma za sumę liczbę a--s. Tak samo szereg a+-V-|-c |-... 


#) Należy zauważyć, że niektórzy autorowie posługują się inną ter- 
minologją. Jedni nazywają rozbieżnemi wszelkie szeregi nieskończone, 
które nie są zbieżne (a więc i te, które nazwaliśmy wahającemi się), inni 
znów (jak np. Hobson w swej Theory of Functions of a Real Variable) 
nazywają wahajacemi się tylko te szeregi, w których s, wykonywa wa- 
hania skończone, gdy n+w, te zaś, w których s, wykonywa wahania nie- 
skończone, nazywają rozbieżnemi. 
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+k-Fu,-+u,-++.. jest zbieżny i ma za sumę liczbę a--b--c+-... 
+k+s. 

(2) Jeżeli szereg u,+-u,+-... jest zbieżny i jeżeli s jest 
jego sumą, wówczas szereg um;1|-Um+2+-... jest również zbież- 
ny, a sumą jego jest liczba 


$=2 = = 005 © 


(3) Jeżeli szereg u,-u,--... jest rozbieżny albo wahają- 
cy się, wówczas rozbieżnemi albo wahającemi się również sze- 
regi a--b--c+-...-kku,u;+... OTAZ Umi H Umt- 

(4) Jeżeli u, +,-+... jest szeregiem zbieżnym i jeżeli su- 
mą jego jest s, wówczas szereg ku,--ku,-|-... jest zbieżny i su- 
mą jego jest liczba ks. 

(5) Jeżeli szereg u,--u,--... jest rozbieżny albo wahają- 
cy się, wówczas szereg ku,-|-ku,--.. jest również rozbieżny 
albo wahający się. 

(6) Jeżeli szeregi u, +u, +... oraz v,--v;+-... są oba zbież- 
ne, wówczas szereg (u, --V,)--(U4--0)+-... jest również zbieżny 
i suma jego równa się sumie dwuch poprzednich szeregów. 

Wszystkich tych sześciu twierdzeń czytelnik dowiedzie 
z łatwością, opierając się albo bezpośrednio na określeniu zbież- 
ności i rozbieżności szeregów, albo też na twierdzeniach, do- 
wiedzionych w $$ 56—59. Nieco odmienny charakter mają 
następujące twierdzenia: 

(7) Jeżeli szereg u; +u, +... jest zbieżny, to limu,=0. 


R=>aO 

Istotnie, u, =s,—s„_,, że zaś s, i s„_., dążą do tej samej 
granicy s, zatym lim u,=s—s=0. 

Czytelnik może pomyśleć, że twierdzenie odwrotne jest słuszne i że 
szereg £u, jest zbieżny, jeżeli limu„=0. Łatwo przekonać się, że tak nie 
jest. Weźmy np. szereg 

Ler nee n 
w którym u„=l/n. Suma pierwszych czterech wyrazów szeregu 
l+ititt>ltitt=l+itt. 
Suma następnych czterech wyrazów +-+:+4-+-i>4=4. Suma następnych 
ośmiu wyrazów jest większa niż „4=4+, itd. Suma pierwszych BE re 
razów jest większa niż 
2+1+4+..+5-=1 (n+-3), 
funkcja zaś ;(n--3) rośnie nieograniczenie wraz z n. Tak więc pierwot- 
nie dany szereg jest rozbieżny. 
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czas każdy inny szereg, jaki tylko dasię z niego 
utworzyć przez grupowanie jego wyrazów i za- 
mykanie ich w nawiasy (przyczym nie zmienia- 
my porządku wyrazów, a każdą grupę uważamy 
za jeden wyraz nowego szeregu), jest również 
zbieżny i wszystkie te szeregi mają tę samą su- 
mę, co i dany szereg 4,--u,+-... 


(8) Jeżeli szereg u; +u, +}... jest zbieżny, wów- 


Czytelnik z łatwością sam dowiedzie twierdzenia. Zwracamy uwa- 
gę, że i tu odwrotne twierdzenie nie jest słuszne. Np. 1—1+1—1... jest 
szeregiem wahającym się, a jednak mamy 


(1—1)+(1—1)+...=0+0-+-...==0. 


(9) Jeżeli każdy wyraz u, szeregu jest do- 
datni (albo równy zeru), wówczas szereg Żu, al- 
bo jest zbieżny, albo rozbieżny, a w tym dru- 
gim przypadku s,„>+. Jeżeli szereg ten jest 
zbieżny, wówczas suma jego jest liczbą dodat- 
nią (z wyjątkiem, oczywiście, przypadku, gdy 
wszystkie wyrazy są zerami gdyż wówczas i su- 
ma jest zerem). 


Istotnie, s, jest w takim razie rosnącą funkcją zmiennej 
n i możemy do niej zastosować twierdzenie $ 62. 

(10) Jeżelikażdy wyraz szeregu Żx, jest licz- 
bą dodatnią (albo zerem), wówczas, aby szereg 
był zbieżny, potrzeba i wystarcza, żeby istnia- 
ła taka liczba K, by suma dowolnej liczby wyra- 
zów szeregu była mniejsza od K. Jeżeli taka 
liczba Kistnieje, to suma szeregu nie jest więk- 
sza od K. 

I to twierdzenie wynika bezpośrednio z $ 62. Twierdze- 
nie nie jest słuszne, jeżeli nie wszystkie wyrazy szeregu są 
dodatnie. Np. szereg l—1+-1—1-.. waha się, pomimo że 
z łatwością można wskazać liczbę K, większą od sumy dowol- 
nej liczby wyrazów szeregu. 

(11) Jeżeli wszystkie wyrazy szeregów 
utut... oraz v tvt... SĄ dodatnie (albo równe ze- 
ru) i jeżeli drugi szereg jest zbieżny, a przy 
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wszelkich wartościach na n mamy u,<v,, WÓw- 
czas pierwszy szereg jest też zbieżny i suma je- 
go jest nie większa od sumy drugiego szeregu. 

W rzeczy samej, jeżeli przez £ oznaczymy sumę szere- 
gu ©;+v,+.., to przy wszelkich wartościach na n będzie 
vito.. ry, Sł, zatym i Mwytu,-+..+u, Sł, a stąd wynika 
słuszność twierdzenia. 

Odwrotnie: jeżeli szereg Zu, jest rozbieżnyi 
jeżeliv,zu,, wówczas w, jest szeregiem rozbież- 
ny m. 

71. Szereg gieometryczny nieskończony. Zbadajmy te- 
raz t. zw. szereg gieometryczny. Ogólny jego wyraz u,=r*-!. 
Mamy 

I=r* 


s„=l-r+r?+-...+r"-l =ra 
Tylko w razie, gdy r=1, mamy 
s,=1+-1--..+l=n. 


W tym ostatnim przypadku s,—=-|-oo, natomiast w przypadku 
ogólnym s, dąży do granicy, jeżeli r” dąży do granicy. Opie- 
rając się na wynikach, osiągniętych w $ 65, możemy powie- 
dzieć, że szereg 1-|-r--r”+-.. jest zbieżny wówczas 
i tylko wówczas, gdy —l<r<l; sumą szeregu jest 
w tym przypadku liczba 1/(1—r). 

Jeżeli r>1, to s,=n, zatym s„+--oo czyli szereg jest 
rozbieżny. Jeżeli r =—1, wówczas s, równa się albo 1, albo 0, 
zależnie od tego, czy n jest liczbą nieparzystą czy parzystą; 
tak więc s, wykonywa wahania skończone. Jeżeli r<—l, s, 
wykonywa wahania nieskończone. 

Jednym słowem, szereg 1l--r+r? |-.. jest rozbieżny 
1 ss oo, jeżeli r=l; szereg jest zbieżny i s„—1/(1—r) jeżeli 
—l<r< l; wreszcie szereg jest wahający się a mianowicie jeżeli 
r=—l, s, wykonywa wahania skończone, jeśli zaś r< —1, to 
s, wykonywa wahania nieskończone. 

Przykłady XXXII. 1. Ułamki dziesiętne okresowe. Najpospo- 


litszym przykładem szeregu gieometrycznego jest ułamek okresowy. Zba- 
dajmy np. ułamek 0.217(13). Wiadomo, że symbol ten oznacza tyleż, co 
2 l Z l 85: 1 g 217 , 18 / 1) 2657 


= oo toz ja aa e o EE zag || jm, 
10 103 * 108 10 jo * 10% * 107 1000 * 10/1 105/ 12375 
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Rzeczą czytelnika jest zbadać, na jakich twierdzeniach ogólnych 
oparliśmy to przekształcenie. 
2. Dowieść, że ułamek 
Ay by +. AmE 44 --. dy Al 1: lg 


O GyGy 1. A (yż4 sa 4) 99...900...0 x 


przyczym w mianowniku mamy k dziewiątek i m zer. 

3. Czysty ułamek okresowy jest szeregiem, którego suma równa 
się ułamkowi zwyczajnemu, niemającemu w mianowniku ani czynnika 2, 
ani czynnika 5. 

4. Ułamek okresowy mieszany ma k cyfr w okresie oraz m cyfr 
poprzedzających pierwszy okres; dowieść, że jest on szeregiem, którego 
suma równa się ułamkowi zwyczajnemu, mającemu mianownik. podzielny 
przez 2” i przez 5%. 

5. Dwa poprzednie twierdzenia dają się odwrócić. Niech będzie 
r=p/q: przypuśćmy najpierw, że q jest liczbą pierwszą względem 10. 
Dzieląc przez q wszelkie potęgi liczby 10, możemy otrzymać conajwyżej 
q różnych reszt. Możemy tedy znaleźć dwie liczby, n, i nę takie, że n>n 
i że 10%. oraz 10%. dają przy dzieleniu przez q tę samą resztę. Wobec 
tego liczba 10%—10%=107.(10 :***—1) jest podzielna przez q. Różnicę 
Rz—n, OZNaczmy przez n. Możemy r przedstawić w postaci P/(10*— 1) 
czyli w postaci ułamka okresowego czystego 


P | 
107 1027 = 


Jeżeli teraz założymy, że q=275FQ, gdzie ( jest liczbą pierwszą 
względem 10, i jeżeli przez m oznaczymy większą z dwuch liczb a, f, 
wówczas 10%,» musi mieć mianownik pierwszy względem 10, zatym daje 
się przedstawić w postąci sumy liczby całkowitej i czystego okresowego 
ułamka. Nie można tego jednak powiedzieć o żadnej liczbie 10*.r, gdzie 
s<m, zatym rozwijając r na ułamek dziesiętny, musimy otrzymać do- 
kładnie m cyfr niepowtarzających się (poprzedzających pierwszy okres). 


6. Jeżeli zauważymy, że 


9 9 9 
0:(9)=— + 


Za a 
Io * 1o: * 16 * 


widzimy, że każdy skończony ułamek dziesiętny daje się przedstawić 
w postaci ułamka okresowego mieszanego, którego okres składa się wy- 
łącznie z dziewiątek. Np. 0.217=0216(9). Tak więc każdy ułamek i każ- 
da wogóle liczba wymierna daje się przedstawić w postaci ułamka okre- 
sowego. 

7. Ułamki dziesiętne w ogólności. Wyrażanie liczb niewy- 
miernych w postaci ułamków dziesiętnych nieskończonych nieo- 
kresowych. Każdy ułamek dziesiętny, czy to okresowy czy nieokreso- 
wy, wyraża pewną liczbę, zawartą między 0 a 1. Jakoż ułamek OQaa:a;... 
możemy uważać za pewien specjalny sposób pisania szeregu 
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Otóż wszystkie cyfry a,, a... są dodatnie, suma więe s„ pierwszych n 
wyrazów tego szeregu wzrasta wraz Z m, a jednak jest niewątpliwie nie- 
większa od O(9) czyli od 1. Zatym s„ dąży do granicy, zawartej między 
0a 1. 

Dwa różne ułamki dziesiętne nie mogą odpowiadać tej samej licz- 
bie (z wyjątkiem przypadku, rozważanego poprzednio w Przykł. 6). Ja- 
koż przypuśćmy, że mamy dwa ułamki Oa,a,a,... oraz Q'bybąb; „.., w któ- 
rych r—l pierwszych znaków dziesiętnych jest jednakowych, lecz a„>b,. 
W takim razie ar 26, Fl >b,.(b,,40b,49...), zatym 


Oaia ... ara pyg ... > bibo ... bd, „4 -.. 


Wyjątek stanowi tylko ten przypadek, gdy bp 11 70,4, 077..70. 

Wynika stąd, że dla każdego ułamka wymiernego istnieje tylko 
jedno rozwinięcie na ułamek okresowy dziesiętny. Wynika stąd również, 
że każdy ułamek dziesiętny nieskończony, o ile nie jest okresowy, przed- 
stawia liczbę niewymierną, zawartą między 0 a 1. I odwrotnie: każda ta- 
ka liczba niewymierna daje się rozwinąć na ułamek dziesiętny nieskoń- 
czony. Istotnie, musi ona leżeć w jednym z przedziałów 


ORE wew SAO Game Annan bog E 


Jeżeli leży ona między r/10 a (r+1)/10, wówczas r musi być pierw- 
szą cyfrą jej rozwinięcia na ułamek dziesiętny. Dzieląc ten przedział 
znów na 10 równych części, możemy wyznaczyć drugą cyfrę rozwinięcia, 
itd. Ale te cyfry nie mogą powtarzać się okresowo (Przykł. 3, 4). Np. 
rozwijając 2 na ułamek dziesiętny 1:414.., nie możemy otrzymać ułam- 
ka okresowego. 

3. Ułamki 0:1010010001... oraz 0:2020020002..., w których liczba zer, 
zawartych między każdemi dwiema cyframi znaczącemi, wzrasta wciąż 
o jedno, przedstawiają liczby niewymierne. 

9. Ułamek 0'11101010001010.., w którym n-ty znak dziesiętny =l1, 
jeżeli n jest liczbą pierwszą, w przeciwnym zaś razie =0, przedstawia 
liczbę niewymierną. 

[Liczb pierwszych istnieje nieskończenie wiele, a więc ułamek nasz 
musi być nieskończony; ale nie może on być okresowym, gdyby bowiem 
był okresowy, moglibyśmy wyznaczyć dwie liczby m, p takie, że m, m+-p, 
m+2p, m--3p,.. byłyby wszystkie liczbami pierwszemi, co jest niedo- 
rzeczne, ponieważ w ciągu tym zawiera się, między innemi, liczba 
m--mp.]* 


, 


*) Wszystkie omówione tu własności ułamków dziesiętnych dadzą 
się (z odpowiedniemi zmianami) przenieść na rozwinięcia systematyczne 
w dowolnym układzie liczenia. 
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Przykłady XXXII. 1. Szereg rm+rm+1+-.. jest zbieżny, jeżeli 


1 
—l<r<l, a suma jego mj —1l>r=r—..—rm— 
=r 


ym 


2. Sumę poprzedniego szeregu można napisać w postaci i 
= 


3. Dowieść trzema sposobami, że szereg 1+2r+2r?+.., jest zbież- 
ny i że suma jego =(1+7)/(1l—r), a mianowicie: («) pisząc szereg w po- 
staci —1+2(1+r+r?+...); (8) pisząc go w postaci 1--2(r+-r*+-...); (y) do- 
dając do siebie dwa szeregi 1+-r+-r?+-... oraz r-+r?+.. W każdym z tych 
sposobów zaznaczyć wyraźnie, na jakich twierdzeniach opieramy się. 

4. Dowieść, że szereg arytmetyczny 

a+(a+b)+(a+2b)+... 
jest zawsze rozbieżny, z wyjątkiem tylko przypadku, gdy a=b=0. Do- 
wieść, że gdy b=F0, wówczas s, dąży do +œ lub —w, zależnie od zna- 
ku liczby b; jeżeli zaś b=0, wówczas s, dąży do +œ lub —o, zależnie 
od znaku liczby a. 
5. W jakim wypadku szereg 
1—r)+(r—r?) +(r—r*) +... 
jest zbieżny i jaka jest wtedy jego suma? [Szereg jest zbieżny tylko 
przy —1l<r<l] 
„2 r? 


- Eg : HE ARKEMU 
6. Zbadać zbieżność szeregu r?+ Roa EET iia : 
zawsze zbieżny; suma jego =l+-r*, z wyjątkiem przypadku, gdy r=6; 
wówczas s=0.] 
7. Jeżeli założymy, że szereg 1+r--r*+... jest zbieżny, możemy 
na mocy $ 70, (1) i (4) dowieść, że suma jego =1/(1—r). Istotnie, jeżeli 
1+r+r7+..58, to 


[Szereg jest 


8=1+r(1-+r-+-r*+...)=l+rs. 


r 


8. Zbadać szereg 7.1 [Szereg jest zbieżny przy 


IE= (Er)? p... 
l 
—1 CT <1, t.j. gdy albo r< —2, albo r>0. Suma jego =1+r. Jest 
r 
on również zbieżny przy r=0, a suma jego wówczas =0.] 
9. W taki sam sposób zbadać szeregi 


r kat AE Ut: " 
r= — plu r+ Mm 
1+r (l+r} TE (Ir)? 


r EN r rp 
j= pe a 14 -+ +... 
l+r l+r 1-r l-r 


10. Zbadać zbieżność szeregów 
1+)+(67+r)+.., Q+tr+r)+(rretr')t... , 
1-2r+r2+r—2r"+r5+.., (1-2r+r7)+(r—2rr")+. | 


i w przypadku zbieżności wyznaczyć sumę każdego szeregu. 
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11. Jeżeli 0< an= 1, wówczas szereg a,ł-a;r-aar*+-.. jest zbież- 
l 
ny przy O<r<1, a suma jego jest nie większa od Ee” 
=i 
12. Jeżeli w dodatku szereg aę+a,-+a;+... jest zbieżny, to szereg 
aotar +azr? +... jest również zbieżny przy O<źr<l1, a suma jego jest nie 


większa od mniejszej z pośród dwuch liczb, z których jedna =, 
druga zaś jest sumą szeregu a5+4, a; +-... 

13. Szereg 

1+ aa m - +.. jest zbieżny Tetotnie, AM 

l 1.2 1.23 1 1.29 234 
14. Szeregi 
p t y dz: 2 +... 
1.2 1.234 l 1.23 12345 


są zbieżne. 
15. Ogólny szereg harmoniczny 


l l 1 

a a+b *a+% jek 
gdzie a, b są liczbami dodatniemi, jest rozbieżny, a s, dąży do +œ. 

1 

a+nb 4 n(a+b) 
16. Szereg (uo— u) + (u, — uz) + (t= tia) t- 
jest zbieżny wówczas i tylko wówczas, jeżeli u, dąży do granicy, gdy 
RPO. 


1 1 
Up = ; pozostaje porównać z szeregiem E a j 
5 J 


17. Jeżeli szereg w +u, +.. jest rozbieżny. wówezas rozhieżnym 
jest każdy szereg, jaki można z niego utworzyć, grupując jego wyrazy 
i zamykając je w nawiasy. 


18. Jeżeli szereg zbieżny składa się wyłącznie z wyrazów dodat- 
nich i jeżeli z dowolnie wybranych jego wyrazów utworzymy nowy 8ze- 
reg, to i ten nowy szereg będzie zbieżny. 

72. O przedstawianiu funkcji zmiennej ciągłej rzeczy- 
wistej za pomocą granic. W poprzednich paragrafach mie- 
liśmy nieraz do czynienia z granicami kształtu 


lim g,(2) 


nr 


jak również z szeregami kształtu 


u,(-©) +-u4(©) r.„.elim [u,(7)-+uy(2)--.-.4 ula). 


Odznaczały się one tym, że funkcja zmiennej n, której grani- 
cy szukaliśmy, zawierała prócz n inną jeszcze zmienną z. 
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Oczywista rzecz, że granica jest w takim razie funkcją zmien- 
nej x. Tak np. w $ 68 mieliśmy do czynienia z funkcją 


fla)=lim nf/a—1); 
n=>©0 
tak samo, suma szeregu gieometrycznego 1--1--27+-... jest funk- 
cją zmiennej x, a mianowicie funkcja ta ma wartość flaj=T—, 


jeżeli —1<x<l, przy innych zaś wartościach tej zmiennej 
funkcja ta jest nieokreśloną. 

Wiele „dziwacznych” funkcji, rozpatrywanych w rozdzia- 
le IF, możemy z łatwością w ten sposób zinterpretować; czy- 
telnik przekona się o tym z następujących przykładów. 

Przykłady XXXVI. 1. 4,(x)=x. W tym przykładzie n nie figu- 
ruje wcale we wzorze na wartość funkcji; przy wszelkim «a mamy 
g(x) =lim 4,(v)=z. 

2. q,„(1)=z/n. Przy wszelkich wartościach na «a, mamy 
q(x)=lim g,(x)=0. 

3. q,lc)=na. Jeżeli x>0, to q,(a)>+m; jeżeli c <0, to 9,(z)>—w0. 
Tylko przy x=0 funkcja g,(x) dąży do granicy (mianowicie do zera), 
gdy n>w. Wobec tego ę(x)=0 przy «=0, przy innych zaś wartościach 
na a funkcja (x) nie jest określona. 

4. op,(x)=l/nx; 9,(x)=ner/(na-+-1). 

5. qn(x)=x"”. Mamy ylfa)=0, (-1<a<1); yg(xz)=l, (x=1), dla in- 
nych zaś wartości x funkcja nie jest określona. 

6. q„(x)=ax"(l—x). Funkcja różni się od poprzedniej tym, że 
o(x)=0 przy x=l1. 

7. p,(a)=a«"/n. Funkcja (x) tym się różni od (x) poprzedniego 
zadania, że przy «=l oraz przy x=—l mamy 4(«)=0. 

8. mlz)=x"/(x" +1). |[p(x)=0, (—1<x<1); ę(v)=3, (=I); ę(0)=1, 
(v<—1 albo x>1), natomiast przy «= —1 funkcja (x) nie jest określona.|] 

9. gn(w)=s"/(x"—1) Ufa" +1) 1/(z"-1)y 1/(e"+ae") lz" —«""). 

10. pn(r)=(e"—1)lx"+1);  (na*—lna"+l);  (a*—n)(e"+n). 
[W pierwszym przypadku mamy y4(x)=1, gdy |x|>l, y(x)=—l, gdy 
|a|<1, ę(x)=0, gdy x=1, natomiast przy x=—1 funkcja ę(x) nie jest 
określona. Drugi i trzeci przykład tym się różni od pierwszego, że 4(x) 
jest w zupełności określona przy x=l.] 

ll. Znależć przykład funkcji takiej, żeby było s(x)=1, gdy |x|>1; 
4(e)=— l, gdy |x|<1, wreszcie q(x)=0, gdy 1=+1. 

12. q,(z)j=a.i(x**—I)/(a"" LI]: nifc raT"-+mn). 

13. 9,(x)=l|x"flx)tg(xhi(x"+1). [Mamy 4(x)=f(x), gdy |x|>I; 
ę(x)=g(x), gdy |x| <1; ę(x)==ż1f(x)--g(x)], gdy x=1, a przy «=—1 funk- 
cja (x) nie jest określona. 
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14. 4,(x)=(2/x)arectg(nx). [ę(v)=l, gdy x>0; (x)=, gdy «=0; 
g(z)=—1, gdy x <0. Funkcja ta gra ważną rolę w teorji liczb; oznacza 
się ją zazwyczaj symbolem sgna.| 

15. g,(z)=sinnxr. [y(«x)=0, gdy x jest liczbą całkowitą: przy in- 
nych wartościach x funkcja ta nie jest określona.] 

16. Jeżeli g„(x)=sin(n! cx), wówczas ą(x)=0 przy wszelkich wy- 
miernych wartościach x. 

17. qn(«)=(cos?rn)*. [ę(x)=1, gdy x jest całkowite, przy innych 
zaś wartościach x mamy y(«) —0.] 

18. Jeżeli N = 1752, wówczas liczba dni w roku N po Chr. wyra- 
ża się wzorem 


lim (305+ (cos? + Nn)” — (cos? ,4, Nr)” + (c08? s45 Nn)”4. 


73. Wyższa i niższa granica funkcji. W niniejszym paragrafie 
i w kilku następnych zbadamy dokładniej różne możliwe przypadki za- 
chowania się funkcji g(n), gdy n>w .*) 

Jeżeli istnieje taka liczba H, że przy wszelkim n mamy Ħ< (n), 
powiadamy, że funkcja ę(n) posiada kres dolny albo że jest ograniczona od 
dołu. Jeżeli istnieje taka liczba K, że przy wszelkim n mamy K>ę(n), 
powiadamy, że (n) posiada kres górny albo że jest ograniczona od góry. 
Jeżeli funkcja jakaś posiada oba kresy: górny i dolny, powiadamy o niej 
krótko, że jest funkcją ograniczoną. Rzecz jasna, że funkcja ograniczona 
może albo dążyć do graniey, albo wykonywać wahania skończone. 

Przypuśćmy, że 4(n) jest funkcją ograniczoną i że H<y(n)<K. 
Oznaczmy przez ¢ dowolną liczbę rzeczywistą. Możliwe są dwa przy- 
padki: (1) albo istnieje nieskończenie wiele wartości n, przy których 
p(n)>3, (2) albo też istnieje tylko skończona liczba takich wartości n, 
czyli możemy znaleźć taką liczbę no(¢), że przy n=mo(6) mamy (w) =4. 

Liczby rzeczywiste $ możemy podzielić na dwie klasy L, R, zali- 
czając je do klasy L, jeżeli zachodzi przypadek (1), do klasy zaś R, je- 
żeli zachodzi przypadek (2). Rzecz jasna, że każda liczba należy bądź 
do jednej, bądź do drugiej klasy i że każda liczba klasy L jest mniejsza 
od każdej liczby klasy R, a prócz tego H należy do L, liczba zaś K na- 
leży do R. W ten sposób uczyniliśmy zadość wszystkim trzem warun- 
kum twierdzenia Dedekinda, zatym musi istnieć taka liczba v, że przy 
wszelkim dodatnim è mamy: (1) 4(n)>v—8 dla nieskończenie wielu war- 
tości n; (TI) 4(n)<v+8, jeżeli n=n,(2). Liczbę v nazwiemy wyższą granicą 
funkcji 4(n), gdy nw, i oznaczać ją będziemy symbolem 

lim 4(n)=v. 
n—>0 

W taki sam sposób możemy ustalić istnienie takiej liczby A, że 
przy wszelkim dodatnim è funkcja (n) musi spełniać dwa następujące 


*) Rozważania te są mniej elementarne od poprzednich; czytelnik 
może przy pierwszym czytaniu opuścić te ustępy i przejść odrazu do 
$ 78. 
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LE = 


warunki: (1) ę(n) <A+8 dla nieskończenie wielu wartości n, (II) q(c) >X—8, 
skoro tylko n=>n.(3). Liczbę A nazwiemy niższą granicą funkcji i ozna- 
czymy ją symbolem 

lim g(n)==h. 

n=»0 

74. Ponieważ dla nieskończenie wielu wartości n mamy yf(n)>v—38, 

a dla dostatecznie wielkich n mamy ę(n)<v+8, zatym, jakkolwiek małą 
byłaby liczba 8, w przedziale (v—6, v+8) zawiera się zawsze nieskończe- 
nie wiele wartości funkcji 4(n). Wobec tego możemy wyznaczyć taki 
ciąg wartości zmiennej n, powiedzmy my, ma, ... npe., ŻE 


Pind >+, 


gdy k>w. A ponieważ 4(n)<v+-8 przy dostatecznie wielkich wartościach 
n, zatym żadna liczba $ większa od v nie może posiadać tej własności. 
Widzimy, że wyższa granica funkcji (n) jest największą liczbą, do której dą- 
żyć może, jako do granicy, ciąg (n) wybrany z pośród wartości funkcji sw). 
Tak samo dowodzimy, że niższa granica jest najmniejszą liczbą, 
do której zmierzać może, jako do granicy, ciąg wartości funkcji (n). 


75. Dolny i górny kres funkcji ograniczonej. Przy badaniu 
funkcji (n) możemy nieco zmodyfikować postępowanie $ 73, a wtedy 
otrzymamy inny przekrój w dziedzinie liczb rzeczywistych. Zaliczymy 
mianowicie ¢ do klasy Z, jeżeli przy jakiejkolwiek wartości n mamy 
g(n)>4, natomiast do klasy R zaliczymy liezbę 6 wówczas, jeżeli przy 
wszystkich n mamy ę(n) 2%. Otrzymany przekrój wyznacza pewną liczbę 
h, którą nazwiemy kresem górnym funkcji 4(n). W takim razie h jest naj- 
mniejszą liczbą rzeczywistą 6 taką, że 4(n) S$ przy wszystkich wartościach n. 

W sposób zupełnie analogiczny możemy określić kres dolny y funk- 
cji (n) jako największą liczbę $ taką, że 4(n)=>6 przy wszelkich warto- 
ściach na n. Przedział (h, g) jest najmniejszym przedziałem, zawierają- 
cym wszystkie wartości funkcji y(n). 

Co się tyczy górnego kresu h, to mogą zachodzić dwa przypadki. 
Może się zdarzyć, że dla jednej lub kiłku (a nawet dla nieskończenie 
wielu) wartości n mamy q(n)=h. W takim razie h jest największą z po- 
śród wartości funkcji (n). Ale może również zdarzyć się, że 4(u)<h 
przy wszelkich wartościach na w. W tym przypadku, jakkolwiek małą 
byłaby liczba dodatnia ô mamy zawsze dla niektórych wartości m nierów- 
ność 4(n)>h—8, możemy zatym wyznaczyć taki ciąg ni, no,- -nę że 


olm) >h, 


gdy k+w. Ale w takim razie, jak wiemy, k musi równać się wyższej 
granicy v naszej funkcji; w tym przypadku funkcja (n) nie posiada naj- 
większej wartości. Jednym słowem: jeżeli 4(n) posiada największą w "tość, 
to górny kres równa się tej największej wartości funkcii, jeśli zaś v(n) mie po- 
siada największej wartości, to górny kres równa się wyższej granicy funkcji. 

Zasadniczą własność liczby h można jeszcze inaczej sformułować: 
górny kres h jest najmniejszą liczbą < taką, że przy wszelkich wartościach na 
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n i przy wszelkich dodatnich wartościach na 6 mamy zawsze ę(n)<6-+8. Przy 
takim sformułowaniu staje się rzeczą oczywistą, że v<h. Istotnie, v jest 
najmniejszą liczbą $ taką, że przy dostatecznie wielkich wartościach na n 
mamy q(n)<6+8; otóż to orzeczenie jest zawsze prawdziwe, jeżeli jest 
prawdziwym poprzednie orzeczenie, dotyczące liczby k 

Tak więc » =h, a w przypadku szczególnym, gdy 4(n) nie posiada 
największej wartości, mamy v=khk. Może jednak zdarzyć się, że v=kh, po- 
mimo że (n) posiada największą wartość; ma to np. miejsce wów- 
czas, gdy przy wszelkim n mamy g(n)=l. Łatwo znaleźć przykład funk- 
cji, w której v<h; np. gdy ọ(n)=l/n, mamy v=0, k=l. 

Chcąc zdać sobie sprawę z różnicy. zachodzącej między górnym 
kresem funkcji a jej wyższą granicą, zauważmy, że istnienie wyższej 
granicy zależy od zachowania się funkeji gdy nc, i że wskutek tego 
zmiana skończonej liczby wartości funkcji ę4(n) nie może wywrzeć wpły- 
wu na wyższą jej granicę. Natomiast zmiana taka może się odbić na 
górnym kresie funkcji. Jeżeli np. funkcję q(n)=l/m zmienimy w ten spo- 
sób, że umówimy się iż 4(1)=0, wówezas v pozostanie bez zmiany, na- 
tomiast h będzie się teraz równało 4, nie zaś 1. 

Wysnuć można analogiczne wnioski, dotyczące à i g. W szczegól- 
ności g równa się najmniejszej wartości funkcji q(n), jeżeli taka wartość 
istnieje, jeżeli zaś nie istnieje, wówczas g=h. 


Przykłady XXXV. 1. Jeżeli przy wszelkim n mamy y(n)< K, wów- 
czas y< K i h< K. To samo powiedzieć można i wówczas. gdy q(n) ZK. 
Sformułować analogiczne twierdzenie o A ig. 

2. Jeżeli przy wszelkim n mamy 4(n)=a, to A=v=g=h=a. 

3. Jeżeli g(n)=l/u, to A=v=g=0, lecz k=l. 

4. Jeżeli ę(u)=(—1)”, wówczas A=g=—1, a v=h=l. 


=] 
5. Jeżeli go RE wówczas A=v=(, g=—1, h=4. 
n 


Jeżeli ę(n)=(—1)7)1+(1/n)j, wówczas A=—1, v=l, g=—2, h=3h. 

7. Niech będzie g(n)=sinnt'r, gdzie *>0. Jeżeli * jest liczbą 

całkowitą, mamy A=v=g=h=0. Jeżeli * jest liczbą wymierną lecz nie 

całkowitą, mogą zachodzić różne przypadki. Przypuśćmy np., że +=n/q, 

gdzie p, g są to liczby dodatnie nieparzyste względern siebie pierwsze, 

i niech będzie 4>1. Funkcja (n) przybiera powtarzające się okresowo 
wartości 


sin(pr/q), sin(2pn/q),..., sini(2q—L)pr/qgl, sin(2qpr/q), ... 
Łatwo sprawdzić, że największe i najmniejsze wartości liczbowe 
funkcji 4(m) są cos(n/2q) oraz —cos(r/2q), tak iż 
A=g=— cos(x/24), v=h=cos(x/2q). 


Czytelnik zbada w taki sam sposób przypadek, gdy liczby p, q nie 
są obie nieparzyste. 
Trudniejszy do zbadania jest przypadek, gdy % jest liczbą niewy- 
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mierną. Można dowieść, że w tym wypadku h=g=—l, *=h=1. Można 
również dowieść, że wartości (n) tak są rozsiane w przedziale (—1, 1), 
że jeśli © jest dowolną liczbą tego przedziału, wówczas istnieje taki ciąg 
M, nare, ŻE 4(ny)>6, gdy K>o *). 

8. Jeżeli (nl, wówczas A=v=l. 


76. Ogólna zasada zbieżności w zastosowaniu do funkcji 
ograniczonej. Opierając się na poprzednich paragrafach, możemy sfor- 
mułować warunek konieczny i dostateczny, by funkcja ograniczona gfx) 
dążyła do granicy. Ważny ten warunek nazywają zazwyczaj ogólną za- 
sadą zbieżności. Zaczniemy od następującego twierdzenia. 


TWIERDZENIE I. Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby funkcja 
ograniczona dążyła do granicy, jest ten, żeby niższa i wyższa granica funkcji 
były tożsame. 

Innemi słowy: aby funkcja ę(n) dążyła do granicy l, trzeba i wy- 
starcza. żeby było v=h=/. Właściwie dowód twierdzenia jest już impli- 
cite zawarty w rozważaniach $$ 73—74, ze względu jednak na wielką do- 
niosłość tego twierdzenia, podamy szczegółowy jego dowód. 

Przedewszystkim warunek ten jest konieczny. Istotnie, jeżeli 
o(n)>l, a 8 jest dowolną liczbą dodatnią, wówczas 


1-d<q(n) <1-+8 


przy wszelkich dostatecznie wielkich wartościach n, tak iż tylko skoń- 
ezona liczba wartości funkcji ę(n) może być większa od /--8. Ale istnie- 
je nieskończenie wiele wartości funkcji większych od v—8, musi więc być 


1+8>v—8 


czyli l=». W taki sam sposób dowodzimy, że /£ SA, że zaś A £v, musi 
więc być h=v=l. 

Powtóre, rzeczony warunek jest dostateczny, gdyż conajwyżej 
skończona liczba wartości funkcji q4(») może być mniejsza od A—38 lub 
większa od v+-8, jeśli więc A=v=/l, wówczas tylko skończona liczba war- 
tości funkcji może nie leżeć w przedziale (/—3, /+-2). Wobec tego 4(n) >l 

Stąd wypływa ogólna zasada zbieżności, którą wypowiemy w po- 
staci następującego twierdzenia. 


TWIERDZENIE 2. Warunek konieczny i dostateczny, aby funkcja (n) dą- 
żyła do granicy, polega na tym. żeby do każdej zadanej liczby dodatniej è moż- 
na było dobrać taką liczbę no(ż), by przy na >n, = nò) było zawsze 

| 4622) —p(n,)| <8. 

Przedewszystkim warunek ten jest konieczny. Istotnie, jeśli 
g(n)->l, możemy znaleźć taką liczbę no, by przy nÆ n było 

l—58<yin)<l+ $È, 

*) Proste dowody tych twierdzeń można znależć w pracy: Hardy 


and Littlewood, „Some problems of Diophantine Approximation“, Acta 
Mathematica, vol. XXXVII. 


www.rcin.org.pl 


— 175 — 


a więc przy ni Æ no OTAZ nı = Ro musi być 


IeGD=reON<S.".... 8... (W 


Powtóre, warunek jest wystarczający. Aby tego dowieść, wy- 
starczy wykazać, że wynika z niego równość A=v. Gdyby było A<v. 
wówczas przy dowolnie małym 8 mielibyśmy zawsze nieskończenie wiele 
wartości n takich, że s(n)<A-+8, oraz nieskończenie wiele takich warto- 
ści n, że y(n)>v—8, a więe jakkolwiek wielką byłaby liczba nọ, mogli- 
byśmy znależć większe od niej liczby n, i n2, spełniające warunek 


pln) — pln) >v—h—28. 


` 


Otóż przy dostatecznie małym è mamy nierówność v—21—28> 4(v—), 
zatym zachodzi nierówność 


£(m) — y(n) > b — À), 
co przeczy nierówności (1). Musi więc być A=v i, co zatym idzie, 4(n)>l. 


77. O funkcjach nieograniczonych. Poprzestawaliśmy dotąd na 
badaniu funkcji ograniczonych, ale ogólna zasada zbieżności dotyczy 
wszelkich funkcji=ograniczonych i nieograniczonych, tak iż w twierdze- 
niu 2, mówiąc o funkcji (n), możemy usunąć przymiotnik „ograniczona“ 

Przedewszystkim, jeżeli (n) dąży do granicy I, musi to być funk- 
cja ograniezona, gdyż tylko skończona liczba jej wartości może być 
większa od ¿+8 lub mniejsza od /—8, wszystkie zaś inne jej wartości za- 
warte są w przedziale (/—8, /+-8). 

Powtóre, jeżeli spełnione są warunki twierdzenia 2, to musi być 


1e(7:) — g(m,)| <8, 


skoro tylko m, = no I na żn,. Obierzmy jakąś liczbę m, większą od ny. 
Mamy wówczas 
ę(n,) —8< pln) < yin) tè, 


jeżeli na=zn,. Wobec tego funkcja nasza jest ograniczona i możemy do 
niej zastosować drugą część dowodu poprzedniego paragrafu. 

Ogólna zasada zbieżności ma niezwykłą doniosłość teoretyczną. 
Tak samo jak twierdzenia $ 62, daje ona możność rozpoznania, czy dana 
jakaś funkcja 4(n) dąży czy nie dąży do granicy. Ale zasada zbieżno- 
ści ma tę wyższość nad twierdzeniami $ 62, że jest od nich ogólniejsza. 
W elementarnych jednak badaniach można się obejść bez niej, posługu- 
jąc się różnemi specjalnemi twierdzeniami. Ta też czytelnik przekona 
się, że w dalszym ciagu bardzo rzadko wypadnie nam odwoływać się do 
tej zasady *). 

Zauważmy jeszcze, że jeśli 


ę(n)=s„=u, Hurt. Hin g 


wówczas z ogólnej zasady zbieżności funkcji wynika warunek konieczny 


*) Kilka dowodów, podanych w rozdziale VIII, dałoby się uprościć 
przy pomocy tej zasady. 
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i dostateczny zbieżności szeregów nieskończonych, czyli następujące 
twierdzenie: 


TWIERDZENIE 3. Warunek komieczny i dostateczny zbieżności szeregu nie- 
skończonego ú; +u: +. polega na tym, żeby do każdej dowolnie zadanej liczby 
dodatniej 6 można było dobrać liczbę no taką, by przy wszelkich wartościach na 
n, i Wa, czyniących zadość warunkowi ną>n, = no, zachodziła nierówność 


ty 1 Ft +2 tot u, | EB. 


78. O granicach funkcji zespolonych i o szeregach, 
utworzonych z wyrazów zespolonych. W niniejszym roz- 
dziale badaliśmy tylko funkcje rzeczywiste zmiennej n oraz 
szeregi, utworzone z wyrazów rzeczywistych. Z łatwością 
jednak możemy te same pojęcia i określenia rozciągnąć na 
przypadek, gdy mamy do czynienia z funkcjami zespolonemi 
oraz z szeregami, których wyrazy są zespolone. 

Przypuśćmy, że funkcja q(n) jest zespolona, a mianowicie 

ę(n)=pln)-rio(n), 
gdzie p(n), a(n) są to funkcje rzeczywiste zmiennej n. 

Jeżeli p(n) i c(n) dążą odpowiednio do granie r, s, gdy n>o, 
wówczas powiadamy, że (n) dąży do granicy l=r--ts, co wyra- 
żamy symbolem 

lim g(n)=l. 

Niech w, jest liczbą zespoloną, a mianowicie u,=v,--tw,,; 

powiadamy, że szereg 
Wy tH tigt ttt... 


Jest zbieżny i że suma jego l=r--ts, jeżeli zbieżne są oba szeregi 


ya. (OKAZ 201-407. 
i jeżeli sumami ich są odpowiednie liczby r, s. 
Powiedzenie: „szereg u, -|-u,--... jest zbieżny i ma za su- 
mę l” jest równoznaczne z powiedzeniem: „suma 


Sn FU, U U, = +05 -...--0,-|-4(0, + Wz-|-1..-|-%0,) 


dąży do granicy l, gdy n=co”. 

Mówiąc o funkcjach i szeregach rzeczywistych, ustaliliś- 
my pojęcia rozbieżności i wahania się skończonego lub nieskończo- 
nego. Przy badaniu funkcji i szeregów zespolonych możemy 
natrafić na tak wielką ilość rozmaitych przypadków, że usta- 
lenie odpowiednich pojęć i określeń byłoby rzeczą niepraktycz- 
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ną. Wobec tego w każdym poszczególnym przykładzie poprze- 
staniemy na zaznaczeniu, jak zachowuje się część rzeczywista, 
a jak część urojona funkcji lub szeregu. 

79. Czytelnik sam dowiedzie nastepujących twierdzeń, 
wynikających bezpośrednio ze znanych nam własności funkcji 
rzeczywistych. 

(1) Jeżeli limy(n)=l, a p jest liczbą stałą, wówczas 
lim g(n+-p)=l. 

(2) Jeżeli u,--u,--... jest szeregiem zbieżnym i ma za 
sumę l, wówczas szereg a-+-b--c--..--k+-m;--u4-+-... jest rów- 
nież zbieżny i ma za sumę a--b--ec+-...-|-k--l. Tak samo zbież- 
ny jest szereg uy;1-4p;2+-... i suma jego równa się 

lu, —19—...—u5. 
(3) Jeżeli lim y(n)=l oraz lim p(n)=m, wówczas 
lim ję(n)--Y(n); =1--m. 

(4) Jeżeli lim p(n)=l, wówczas lim kę(n)=kl. 

(5) Jeżeli lim ę(n)=l, a limy(n)=m, to limę(n).hl(n)=lm. 

(6) Jeżeli szereg u,--u,-... jest zbieżny i ma za sumę I, 
a szereg v,|-v;--... ma za sumę m, wówczas szereg (u,v) + 
-(w4-|-v,)--... jest zbieżny i suma jego równa się /--m. 

(7) Jeżeli / jest sumą szeregu u,--u,+-..., wówczas 
ku-ku... jest szeregiem zbieżnym, którego suma =kl. 

(8) Jeżeli u, +,-+... jest szeregiem zbieżnym, to limu, =0. 

(9) Jeżeli u,--u,+-... jest szeregiem zbieżnym, wówczas 
zbieżnym jest każdy szereg, otrzymany z niego przez zamyka- 
nie grup kolejnych wyrazów w nawiasy. Sumy wszystkich tych 
szeregów są tożsame. 


Dla przykładu dowiedziemy twierdzenia (5). Niech będzie 
o(n)=p(n)+-ie(n), V(n)=p'(n)+ie'(n), l=r+is, m=r' +is'. 


W takim razie  p(n)=r, sl(u)->a, p'(w)or/, a/(n)+s. 


Ale ę(w).Y(n)=pp' —s6' +1(pa' +p'a), 

a pp —ca—ryr'— 88, po +p'a—>ra'+r'a, 
tak iż pn) Hn) >rr' — se' +i(rs' +r'8), 

czyli gl(m)p(n) >(r-ris)(r" ris" )=lm. 


Nieco odmienny charakter mają następujące twierdzenia: 


Wykład czystej matem. 12 
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(10) Aby funkcja qlm)=p(n)--is(n) dążyła do zera, ydy 
n—>oo, trzeba i wystarcza, żeby do zera dążyła funkcja 


ę(n) = V [pln)]*--[o(n)]?. 

Jeżeli p(n) i o(n) dążą do zera, wówczas, rzecz jasna, dąży do ze 
ra również N/g?+-a*. Odwrotne twierdzenie wynika z tego, że wartości 
liczbowe p i a nie mogą być większe od /p?+a?. 

(11) Albo ogólniej: aby funkcja q(n)=p(n)-+-is(n) dążyła 
do granicy l, trzeba i wystarcza, żeby funkcja 

' g(n)—l 
dążyła do zera. 

(12) Twierdzenia 2 i 3, dowiedzione w $$ 76—77, pozo- 
stają słuszne i wówczas, gdy ę(n) i w, są zespolone, 

Mamy dowieść, że istnienie nierówności 

katei e e =, . . «(0 
Przy nz>n, Æ no jest warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby funk- 
cja y(n) dążyła do 1. 

Jeżeli q(n)>l, wówczas p(n)+r, s(n)->8s, możemy więc do każdej 

liczby dodatniej è dobrać takie dwie liczby no i ma”, że 
|e(n»)—p(n,)|<38 oraz  |a(ns)—o(n,)| <48, 
przyczym w pierwszej nierówności zakładamy n>n, 2 ng, w drugiej zaś 
+ >. M, EZ n”. 
Stąd wynika, że 

14(03)—4n,)| =|e(na) — pln) | + |s(na) —s(n,) | <8, 
skoro tylko n;>n, Z no, gdzie m jest większe zarówno od my. jak od n”%o. 
Tak więc warunek (1) jest konieczny. Aby dowieść, że jest on zarazem 
wystarczający, dość jest zauważyć, że przy n>n =n, mamy 

(pln) —e6u) | | P(02)—g(n,)| <À. 

Wobec tego p(n)->r; w taki sam sposób dowodzimy, że co(n)—>s. 

80. Granica funkcji z”, gdy nc i gdy z jest dowolną 
liczbą zespoloną. Podobne zagadnienie, dotyczące liczb rze- 
czywistych, zbadaliśmy w $ 65. 

Jeżeli 2*—>/, wówczas, na mocy tw. (1) $ 79, mamy 
z"+1—,], Ale, na mocy tw. (4) $ 79, musi być 


ERE E A Al 


zatym l=zl, co jest możliwe albo wówczas, gdy /=0, albo też 
gdy z=1. Jeżeli z=1, mamy ż*=1. Pomijając ten szczegól- 
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ny przypadek, dochodzimy do wniosku, że granica funkcji z” 
o ile istnieje, może być tylko zerem. 
Ale z=r(cos ił isin %), gdzie r jest liczbą dodatnią; zatym 


2* =rr(cos mt 4-4 sin nd), 


tak iż 2” =r", Widzimy, że 2" może dążyć do zera tylko 
wówczas, gdy r< l, a stąd i z tw. (10) $ 79 wynika, że 


limz*=0 
wówczas i tylko wówczas, gdy r<l. W żadnym innym przy- 
padku z* nie może dążyć do granicy, z wyjątkiem, oczywiście, 
tego przypadku, gdy z=l i z” —1. 
81. Szereg gieometryczny 1--2--27--... 
Jeżeli z=1, wówczas s„=n; w innych przypadkach mamy 


sn=1--2-27--...--21 =(1 —27)/(1—2). 


Stąd wynika, że szereg 1+-2--2?--... jest zbieżny wówczas i tyl. 
ko wówczas, ydy r="z <l i że suma jego równa stę w tym przy- 
padku 1 (12). 
Jeżeli z= r(cos -t sin ©) =r Cis , a przytym r<1, mamy 
14-22? a= l-r Cis Hr? Cis 20 uss 
l | —r cos -tir sin ił 
1-rCis$ 1—3rcos$+-r3 


Oddzielając wyrazy urojone od rzeczywistych, otrzymu- 
p: '| yen, 

jemy dwa równania 

à 1 —r cosi 

| + r cos ił + 73 cos 20 — A 

| —2r cos tł + r7 


- - r sin *% 
rsin +77 sin? +... 


l—2rcos ttr? ' 

przyczym zakładamy, że r<1. Zastępując % przed z0, wi- 
dzimy, że związki te pozostają słuszne dla wartości ujemnych 
r, byle mniejszych liczbowo od 1. Tak więc są one słuszne, 
jeżeli —i<r<l. 

Przykłady XXXVI. 1. Dowieść, że q(n)=r*cosn$% dąży do 0, je- 
żeli r<1, i dąży do 1, jeżeli r=l, a % jest wielokrotnością 2r. Dowieść 
również, że jeśli r=l a % nie jest wielokrotnością 2r, wówczas (n) wy- 
konywa wahania skończone; jeżeli r>1, a % jest wielokrotnością 27, to 
g(n)>-++oo, jeżeli zaś r>l,a % nie jest wielokrotnością 2z, to (n) wyko- 
nywa wahania nieskończone. 
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2. Ustalić analogiczne twierdzenie, dotyczące funkcji ę(n)=r"sin n*. 
zm 

3. Dowieść, że zm +ęz%tl ġ. = EN 
-z 


zm--2gm+14-9gmt2-4,,———— 
w razie i tylko w razie, gdy |z|<1. Na których twierdzeniach $ 79 mu- 


simy się oprzeć? 
4. Dowieść, że przy —l<r<l, mamy 


- | 
1 +2r cos i++ 2r?c08 Z%+...=—— . 
1 —Żrcostt>r* 


LJ 


5. Szere l4 x (- = 
i 5 c lżz  V"l+ęs/ 
AZ 
jest zbieżny i ma za sumę 1--z, jeżeli Ww. <1. Dowieść, że warunek 
I Zi 


ten jest równoważny warunkowi, że część rzeczywista zmiennej z musi 
być większa od —!/,. 


ZADANIA DO ROZDZIAŁU IV. 


1. Przy n=0, 1, 2,... funkcja (n) przybiera wartości 1,0,0,0, 1,0,0.0,1,.. 
Zależność między n a (n) przedstawić zapomocą wzoru, nie zawierają- 
cego funkcji trygonometrycznych. [z(n)=111+(—1)*+i7+(—4)"|.] 

2. Jeżeli (n) stale rośnie a Y(n) stale maleje, gdy no, i jeżeli 
przy wszelkich wartościach na n mamy Y(n) > (n), wówczas obie te funk- 
cje dążą do granicy, przyczym lim o(n) =limY(n). [Wynika z § 62]. 

PPR - SBE b w 

3. Jeżeli z(n) (i t- | + Mn) =|1- = 

n 4 n 
wówczas q(n+l)>v(n) a Y(n+1)<s(n). 

4. Dowieść również, że przy wszelkich wartościach na » mamy 
YV(n)>y(n) i że obie te funkcje dążą do granicy, gdy n>w. 

5. Weźmy pod uwagę wszystkie różne pary liczb takie, że suma 
każdej pary =n. Oznaczmy przez Ś„ średnią arytmetyczną iloczynów 
tych par; dowieść, że (S,/n*?)—+'/5. 

( Mathem. Tripos. 1905), 

6. Jeżeli a,=+lx+-(4A/x)|, ce=bFlx,+(A/x,)|, itd. i jeżeli xz, A są 
liczbami dodatniemi, wówczas lima„= YA. 

Za— y A AU VA 2"] 
ya” (aryd) | 


7. Jeżeli (n) jest liczbą dodatnią całkowitą przy wszelkim n, 


|Dowieść najpierw, że 
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i jeżeli ę(nj>o, gdy nw, wówczas z**)>0, gdy 0<x<1, jeśli zaś 
«>l, to z?"0>+w. Zbadać zachowanie się tej funkcji przy innych 
wartościach na z. 


8. Jeżeli a, stale rośnie lub stale maleje wraz z n, wówczas to 
samo powiedzieć można o funkcji (a, +0+-...+-an)/n. 

9. Jeżeli z,,,= Vk+a„, gdzie k, w, są to liczby dodatnie, wów- 
czas ciąg £i, X», Xas: jest ciągiem rosnącym lub malejącym, zależnie 
od tego, czy x, jest mniejsze czy też większe od dodatniego pierwiastka 
równania x?*=x--k. Jeżeli pierwiastek ten oznaczymy przez a, wówczas 
mamy cya, gdy n>o. 

10. Jeżeli x, ,,=k/(1+a,„), gdzie k i «x, są liczbami dodatniemi, 
wówczas z dwuch ciągów «,, 23, £s,- OTAZ X2, L4, Xe,- jeden jest ro- 
snący, drugi zaś malejący, i oba dążą do granicy, którą jest dodatni 
pierwiastek równania x*+«x=k. 

11. Niech będzie f(x) funkcja ciągła (patrz Rozdział V) i rosnąca przy 
wszelkich wartościach zmiennej x; wyznaczamy ciąg m, 23, ©3,... ZApO- 
mocą równania z, ,,; =/(zn). Zbadać, czy æn dąży do jednego z pier- 
wiastków równania x=f(x). Zbadać w szczególności przypadek, gdy rów- 
nanie to posiada tylko jeden pierwiastek, rozróżniając przytym przypa- 
dek, gdy krzywa y=f(x) przecina prostą y=x z dołu do góry, od przy- 
padku, gdy y=f(x) przecina tę prostą z góry na dół. 

12. Jeżeli xı, x są liczbami dodatniemi i jeżeli ©, FZ(En HE); 
wówczas jeden z ciągów 2,, £3, Tg,- OTAZ £2, L4, Le,- jest rosnący, 
drugi malejący i oba dążą do granicy (x; +22). 

13. Wykreślić krzywą, wyznaczoną przez równanie 


a*"sin — + a? 
lim = 
Yy n-p x?” +1 
(Mathem. Tripos, 1901) 


1 
14. Funkcja y=lim —— 


maal +n sin? mr 
równa się 0, z wyjątkiem tylko przypadku, gdy œ jest liczbą całkowitą: 
wówczas y=l. 
hoi iim 4(c) +ng(e) sintaz 
y= r = 


ur 1-Fnsin?nr 


równa się o(x), z wyjątkiem tylko przypadku, gdy x jest liczbą ceałkowi- 
tą: wówczas y=4V(r). 


15. Dowieść, że wykres funkcji 


on Z") tz "4(r) 
y le == — 
se» 4a 


składa się z części wykresów funkeji q(x) i 4(x) oraz (w ogólnym przy- 
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padku) z dwuch punktów odosobnionych. Czy y jest określone przy 
a=|l,c=—1, x=0? 

16. Funkcja y, równająca się 0 przy wszelkim wymiernym a, przy 
wszelkim zaś niewymiernym x równająca się l, daje się przedstawić za- 
pomoeą wzoru 

y=lim sgn |sin*(mizx)|, 


gdzie sgnr=lim (2/r) arctg (nzr) - 


n-p 
|Przy x wymiernym mamy, poczynając od pewnej wartości m, 
sin?(m!rax)==0, a więc i sgnisin?(m!ra)|=0; jeżeli z jest liczbą niewymierną, 
wówczas sin*(m!lra) jest zawsze liczbą dodatnią, a więc sgnisin*(m!ra)|=1.| 
Dowieść, że tę samą funkcję można przedstawić zapomocą wzoru 


y=l-lim | lim |cos(m! zx){*"]. 
mac ns" 


17. Znaleźć sumy szeregów 


E AE ne 
1 yyl} 17(741)..(7rk) 
L L z z” 
18. Jeżeli |z laj. to — Z — m) |] > 4 tam | 
z-—a a a a 
4422 ` L L a a 
jeżeli zaś |z| al, to —=— 1+— 4 U 
z—a z £ z 


19. Rozwinięcie funkcji (4z+ B)/(az*+2bz + c) według potęg 
zmiennej z. Niech «, 8 będą pierwiastkami równania az?+2bz+c=0, 
tak iż a2?+2bz--c=a(ż—a)(z—8). Możemy założyć, że 4, B, a, b, c są to 
liczby rzeczywiste, a prócz tego a8. W takim razie 

Az + B 1 [Aat B AR +B 


az*-+ 2bz+ c a(a=8)' z=a z= 
Należy rozróżniać dwa przypadki, zależnie od tego, czy b°>ac, czy też 
bł <ac. 

(1) Jeżeli b?>ac, to a, B są różne i rzeczywiste. Jeżeli |z| jest 
mniejsze od |a| i od ||, możemy rozwinąć 1/(z—u) oraz 1/(z—8) we- 
dług potęg rosnących zmiennej z (zadanie 18). Jeżeli 'z| jest większe 
i od |a| i od |8|, wówczas rozwijamy ułamki według potęg malejących 
zmiennej z, jeśli wreszcie |z| zawiera się między |a| i |B], wówczas je- 
den ułamek rozwijamy według potęg malejących, drugi według potęg ro- 
snących. Jeżeli |z| równa się albo |a|, albo |p|, takie rozwinięcia nie 
gą możliwe. 

(2) Jeżeli bł<ac, wówczas a, 8 są liczbami zespolonemi sprzężo- 
nemi. Możemy tedy napisać 


a=pCisz, g=pCis(—$4), 
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gdzie p?=of=c/a, pcosp=l(a+-$)=—b/a, wobec czego cosy=— Vbtac, 
sinę= V 1—(bzfac). 
Jeżeli |z| <p, możemy oba ułamki rozwinąć według potęg rosną- 
cych zmiennej z. Spółczynnik przy z” równa się 
Ap Sin nę + Bsin j (n+1)ẹ | 
agwttsin s 


Jeżeli |z| >p, mamy analogiczne rozwinięcie według potęg maleją- 
cych, jeżeli zaś |z| =p, wówczas żadne tego rodzaju rozwinięcie nie jest 
możliwe. 


20. Jeżeli |z| <1, to 


122-327 +-...+(n+l)z" +..=1/(1—2)* 


21. Rozwinąć TE według potęg rosnących lub malejących z, 
ż=a 
zależnie od tego, czy |ż|<|a|, czy też |z|>|a|. 


22. Jeżeli bł=ac i jeżeli |az| < |b], to 


v 


1Iz+ B k 
az? +2bz+C 871 
j" 
gdzie pn =". (n+1)a B- nil. Znaleźć analogiczne rozwinięcie we- 
dług potęg malejących dla przypadku, gdy |az| > |b]. 


23. Wyniki, otrzymane w zadaniu 19, sprawdzić na funkcji 1/(1-+2?). 
24. Dowieść, że przy |z|<1 mamy 
l 2? 
m M Z p! RIAR 4 Lrt. 
lt etz’ v3 o 
25. Rozwinąć według potęg rosnących z funkcje (1+2)/(1+™, 


(1+23/(1+23) oraz (1 +2+2°)/(1 +z). Przy jakich wartościach z otrzyma- 
ne wyniki są słuszne? 


26. Jeżeli a/(a+bz-+-cz?*)=1--p,z--p,z*+-.. , wówczas 
a+ ez a’ 
ltp stpt + 5e —————— 
PIR a—cz a*—(b* — Zac) z +rez* 


(Mathem. Tripos, 1900.) 
27. Jeżełi lim s,=2, to 
n—> w 


8h 8271-78, 
lim —— 


UZ n 


l. 


[Niech będzie s„=/+t,; musimy dowieść, że (t,+t++-...+t„)/n dąży 
do zera, jeżeli t„—>0. 


Podzielmy liczby t,, ty, t, na dwie grupy, mianowicie na 
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ty, tąs.otp I NA tp+1, tp+2,.., tw. Zakładamy, że p jest funkcją zmien- 
nej n, dążącą wraz z n do nieskończoności, ale dążącą do œ wolniej niż 
n, wobec tego mamy p/n>0. Możemy np. założyć, że p jest częścią cal- 
kowitą pierwiastka yn. 

Oznaczmy przez e dowolną liczbę dodatnią. Jakkolwiek małą licz- 
bą byłoby e, możemy znaleźć takie ny, żeby przy n= no wartości bez- 
względne liczb tp--1, tp+2,... tn były wszystkie mniejsze od 4e, wobec cze- 
go musi być 

tp+17tp+27T.-7T ty zt” PO >. 


n n 


Jeżeli A jest największym modułem liczb ty, tę,..., mamy nierów- 
ność 


[titit ttp] | pd 


n n 


a ponieważ p/n—0, zatym przy dostatecznie wielkim m, i przy n=m 


> EE E A W 
musi być = <4:. Tak więc przy n= no mamy 
n 
tyt tą”i te _|tytłat -+tp h tpit- + tn 
Sie 0 || 1 4 t 
n E! n n 


i twierdzenie zostało dowiedzione. 

Czytelnik, o ile pragnie nabrać wprawy w rozwiązywaniu zaga 
dnień dotyczących granic, powinien dokładnie przestudjować powyższe 
rozumowanie. Chcąc dowieść, że dane jakies wyrażenie dąży do zera, 
musimy nieraz rozbijać je na dwa różne wyrażenia i dowodzić, że oba 
one dążą do zera.] 


28. Jeżeli g(n)—g(n—1)l, gdy nœ, wówczas Ņ(n)/n>l. 

[Jeżeli q(n)=s,+-5+...+8,, to ę(n)—qg(n—1)=s, i zadanie sprowa- 
dza się do poprzedniego.| 

29. Jeżeli s„=4+|1—(—1)7), tak iż s„ równa się 1 lub 0 zależnie 
od tego, czy n jest liczbą nieparzystą czy parzystą, wówczas 

(8,+8+..+8,)/n>ż, gdy nw. 

[Dowodzi to, że twierdzenie, dowiedzione w zadaniu 27, nie daje 
się odwrócić.] 

30. Jeżeli przez cn, s, oznaczymy sumy pierwszych n wyrazów 
szeregów 

4+c0stt+cos2%+..., sin #+sin 20+.. 


+ 
UJ 
wówczas lim(a ta+...F6)/n=0. Mi Hst Sn) n=kctg> ; 
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ROZDZIAŁ V. 


O GRANICACH FUNKCJI ZMIENNEJ CIĄGŁEJ. O FUNKCJACH 
CIĄGŁYCH I NIECIĄGŁYCH. 


82. O granicy funkcji 4(v), gdy ©. Powróćmy do 
funkcji zmiennej ciągłej rzeczywistej. Poprzestaniemy na roz- 
ważaniu funkcji jednoznacznych*) które oznaczać be- 
dziemy symbolem y(x). Zakładamy, że œ przybiera kolejno 
wszystkie wartości, odpowiadające punktom na prostej Z, po- 
czynając od pewnego oznaczonego punktu tej prostej i posu- 
wając się wciąż wprawo. Jeżeli z zmienia się w ten sposób, 
powiadamy, że z dąży do œ, i piszemy x—œ. Różnica mię- 
dzy „dążeniem n do oo”, o którym była mowa w zeszłym roz- 
dziale, a „dążeniem x do œo“ polega na tym, że punkt rucho- 
my P, odpowiadający zmiennej x, zlewa się po kolei ze wszyst- 
kiemi punktami prostej L, leżącemi wprawo od początkowego 
położenia punktu P, gdy tymczasem zmienna » dążyła do oo 
skokami. Różnice tę wyrażamy słowami: œ dąży do co w spo- 
sób ciągły. 

Na początku zeszłego rozdziału mówiliśmy, że istnieje 
bardzo ścisła zależność między funkcjami zmiennej z a funk- 
cjami zmiennej n. Każdą funkcję zmiennej n możemy uważać 
za wynik wybrania pewnych oznaczonych wartości z pośród 
tych, które przybiera funkcja zmiennej x. Mówiliśmy o róż- 
nych sposobach zachowania się funkcji (n), gdy nso. Musi- 
my teraz zająć się analogicznym zbadaniem funkcji (£); otrzy- 
mane przy tym określenia i twierdzenia są niemal dokładnym 


*) Wobec tego w niniejszym rozdziale symbol yx oznacza funk- 
cję jednoznaczną + x, nie zaś funkcję dwuznaczną, mającą dwie war- 
tości: tyg i — va. 


www.rcin.org.pl 


— 186 — 


powtórzeniem tych, które podaliśmy w poprzednim rozdziale. 
Mamy tedy następujące określenie. 


OKREŚLENIE 1. Powiadamy, że (x) dąży do granicy l, gdy 
x dąży do os, jeżeli do każdej z góry zadanej dowolnie małej liczby 
dodatniej è możemy dobrać taką liczbę «,(8), że przy wszelkich war- 
tościach zmiennej x, nie mniejszych od x (ò), wartość bezwzględna 
funkcji różni się od I mniej niż o 8, t. J. jeżeli przy x=a,(8) ma- 
my zawsze 
|p(z)=l|<6. 
Jeżeli funkcja taką własność posiada, piszemy 
lim g(x) =L, 
n—> æ 
albo krócej (o ile nie grozi to wywołaniem nieporozumienia) 
lim ę(x)=ł lub 4(x:)—l. 
Tak samo mamy 
OKREŚLENIE 2. Powiadamy, że (x) dąży do œ, jeżeli do 
każdej zgóry zadanej, dowolnie wielkiej liczby dodatniej A możemy 
dobrać taką liczbę sco(A), że przy każdym xcza,(1) mamy 


G(z)>A. 


Tę własność funkcji oznaczamy symbolem 4(1)—>oeo. 
W sposób analogiczny określamy symbol q(2)— >. 
Mamy wreszcie 


OKREŚLENIE 3. Jeżeli ę(x) mie czyni zadość warunkom, po- 
danym w dwuch poprzednich określeniach, powiadamy, że (x) wa- 
ha się (oscyluje), gdy x dąży do o. Jeżeli przy x>a, mamy 
zawsze (x) < K, gdeite K jest liczbą stałą, powiadamy, że (£) 
wykonywa wahania skończone, w przeciwnym zaś razie mówimy, 
że q(x) wykonywa wahania nieskończone *). 


*) Podając analogiczne określenie w $ 57, założyliśmy, że |(n)|< K 
przy wszelkich wartościach n, nie zaś tylko przy n= no. Ale w grun- 
cie rzeczy te dwie hipotezy są równoważne, jeśli chodzi o funkcję zmien- 
nej całkowitej, gdyż jeśli |ę(n)|<K przy n= no, to musi być |ẹ(n)|<K' 
przy wszelkim n, gdzie K’ jest największą z liczb (1), ę(2)....,ę(no— 1),K. 
Natomiast jeśli chodzi o funkcje zmiennej ciągłej, wówczas sprawa nie 
przedstawia się tak prosto, gdyż istnieje nieskończenie wiele wartości a, 
mniejszych od zo. 
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Czytelnik pamięta, że w poprzednim rozdziale zbadaliśmy 
szczegółowo kilka mniej ścisłych sposobów określania symbo- 
lów ę(n)->l, q(n)>oo. To samo dałoby się powtórzyć i teraz. 
Możnaby np. powiedzieć, że 4(x) jest prawie równe l albo że 
(x) jest bardzo wielką liczbą, gdy x jest wielką liczbą, uży- 
wając przytym wyrazów „prawie równy“, „wielki“ w takim 
samym sensie, jak w rozdziale IV. 


Przykłady XXKVH. 1. Jak zachowują się tunkcje */a, 1+(/e), 
Sa EL eek mir Vale] gr a>: 

Pierwsze cztery funkcje odpowiadają dokładnie analogicznym funk- 
cjom zmiennej n, które zbadaliśmy w rozdziale IV. Co się tyczy trzech 
ostatnich, to [z|>0, «—[x| wykonywa wahania skończone, a 

te]-+ Væ- [r] >o, gdy uw. 

Zauważmy, że ofa)=x—[x] waha się między 0 a 1 i że funkcja ta 
równa się C, gdy a jest liczbą całkowitą; wobec tego, jeśli utworzymy 
z niej odpowiednią funkcję 4(n), będzie ona zawsze równa 0, zatym bę- 
dzie dążyć do granicy 0. To samo da się powiedzieć o funkejach 

ę(a)=sincn, g(n)=sin nn=0. 

Widzimy, że z własności funkcji q(x)->l, 7fr)++wo, ę(a)>—w wy- 
nikaja odpowiednie własności funkcji 4(m), ale odwrócić tego twierdze- 
nia niż można. 

2. W taki sam sposób zbadać funkcje 


-——, msing, («xsinan)?, tgun, acostzrn+-b sin?zr 
z 


i zbucować odpowiednie wykresy. 

3. Podać ilustrację gieometryczną Określenia 1, analogiczną do 
podan:j w $ 52. 

+ Jeżeli (x)=, przyczym ł-=0, wówczas funkcje y(x).c0Szr oraz 
4(%)sh xx wykonywują wahania skończone. Jeżeli g(x) > +œ albo 
læ)», wówczas funkcje te wykonywują wahania nieskończone. Wy- 
kresy tych funkcji mają kształt linji falistej, wahającej się między krzy- 
wemi y=ẹ(x) i y:=—4(m). 

5. Zbadać zachowanie się funkcji 

y=/l(a)cos?ar -|- F(ux)sin*er, 
gdy >, jeżeli f(x) i F(x) są jakiemiś prostemi funkcjami, np. x albo 
x’, [Wykres funkcji y jest krzywą, wahającą się między krzywemi y=/(x) 
i y=2(2)] 

83. Granica funkcji, gdy >—c. Czytelnik z łatwo- 
ścią am sformułuje określenia symbolów „x——o0* oraz 


lim gfr)=l, (x)=. 
>- 
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Istotnie, jeżeli x=—y, to 4(2)=g(—y)=4(y), a y dąży do 
+œ, gdy x dąży do —. Tak więc zagadnienie, dotyczące 
zachowania się (<) gdy 1——oo, sprowadza się do zagadnie- 
nia o zachowaniu się 4(y), gdy Y— + oo. 

84. Twierdzenia, odpowiadające twierdzeniom $$ 56 — 60. 
Twierdzenia o granicach sumy, iloczynu i ilorazu funkcji, dowiedzione 
w rozdziale IV, pozostają słuszne dla funkcji zmiennej ciągłej; czytelnik 
sam zauważy, jakie zmiany uczynić należy w wysłowieniu tych twier- 
dzeń. Nie tylko zresztą same twierdzenia, ale i dowody pozostają słusz- 
ne i wymagają tylko drobnych zmian. 

85. O funkcjach stale rosnących lub stale malejących. Jeżeli 
przy wszelkim x, >x, mamy p(as)zzę(x,), wówczas y(x) nazywamy funkcją sta- 
le rosnącą. Oczywista rzecz, że w wielu razach warunek ten jest speł- 
niony, poczynając dopiero od pewnego z, t.j. gdy za>x,=2%,. Następne 
twierdzenie $ 62 wymaga tylko zastąpienia » przez x, a w dowodzie wy- 
maga kilku drobnych i oczywistych zmian wysłowienia. 

Jeżeli mamy zawsze g(a)>4(x,), tak iż (x) niema nigdy równych 
wartości przy różnych wartościach zmiennej niezależnej, wówczas (Œ) 
nazywamy funkcją stale rosnącą w ściślejszym znaczeniu. Przekonamy się, 
że w wielu wypadkach rozróżnienie tych pojęć jest potrzebne ($$ 101—102). 

Czytelnik powinien zbadać, czy następujące funkcje są stale ro- 
snące (przynajmniej poczynając od pewnej wartości æ): 


rx, «+sinx, w+2sinx, «+28iNnm, 


[a], [rx]+sinr, [æ] + vV æ ia] 
86. Granica funkcji, gdy z dąży do zera. Przypuśćmy, 


że mamy 
lim 4(«x)=1. 


Niech będzie y=l/x. W takim razie mamy 
sgl(1)=g(1/y) MV). 


Jeżeli coo, to y—0, a p(y) dąży do granicy I. 

A teraz zapomnijmy na chwilę o zmiennej x i rozważaj- 
my (y) po prostu jako funkcję zmiennej y. Chodzi nam o te 
wartości y, które odpowiadałyby dużym wartościom z, tj. cho- 
dzi nam o małe dodatnie wartości na y. Funkcja 4(y) posiada 
tę własność, że, przy dostatecznie małym y różni się dowolnie 
mało od l. Albo, wyrażając się ściślej: jeżeli mówimy, że 
lim g(x)=/, znaczy to, że dla każdej dowolnie małej liczby © 
możemy znaleźć takie x,, żeby przy x>1, było g(x)—l <ò; 
ale ten sam fakt mamy prawo wysłowić tak: do każdej dowol- 
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nie małej liczby dodatniej 8 możemy dobrać taką liczbę yo =l/x,, 
że przy każdym dodatnim y<<y, mamy zawsze qg(y)—1 <8. 

To prowadzi do następujących określeń: 

A. Jeżeli do każdej dowolnie malej liczby dodatniej 8 może- 
my dobrać taką liczbę y (ò), żeby przy O <y<y,(0) było zawsze 


ęly) —I <ò, 


wówczas powiadumy, że p(y) dąży do granicy l, gdy y dąży do ze- 
ra przez wartości dodatnie i piszemy 


: lim ę(y)=l. 
y—>+0 


B. Jeżeli do każdej dowolnie wielkie] liczby A możemy do- 
brać taką liczbe y,(X), żeby przy O<y<y,(A) było zawsze 
ly) > A 
wówczas mówimy, że (y) dąży do so, gdy y dąży do zera przez 
wartości dodatnie, ti piszemy 
l (9)->30. 

W analogiczny sposób określamy orzeczenia: „ę(y) dąży 
do granicy l, gdy y dąży do 0 przez wartości ujemne“, 
„limę(yj=l, gdy y> —0* itp. Należy np. w określeniu A 
zmienić warunek 0<y<y,(8) na —y,(8) <y <0. 

Jeżeli mamy jeee un FOE i a -i wów- 


czas piszemy krótko her TOR 


Przypadek ten ma aak wielką doniosłość, że musimy po- 
dać ścisłe jego określenie. 

Jeżeli do każdej dowolnie małej liczby dodatniej 0 możemy 
dobrać takie y,(8), żeby przy wszelkich wartościach y różnych od 
zera, lecz liczbowo równych y,(0) lub mniejszych od ya), funkcja 
ply) różniła się od l mniej niż o 8, wówczas powiadamy, że v(y) 
dąży do granicy l, gdy y dąży do 0, i piszemy 

lim ẹ(y) =}. 
y—0 

Tak samo, jeżeli zarówno przy y—--0, jak i przy y—>—0, 
mamy g(y)—co, powiadamy krótko, że g(y)>so gdy y—0. To 
samo da się powiedzieć o przypadku, gdy v(y)——o0o. 


Jeżeli wreszcie ę(y) nie dąży ani do granicy, ani do +co 
lub —oso, gdy y— +0, powiadamy, że (y) waha się. Oczywi- 
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sta rzecz, że wahania te mogą być zarówno skończone jak nie- 
skończone. W podobny sposób określamy funkcję wahającą się 
dla przypadku, gdy y—>—0. 

87. Granica funkcji, gdy x dąży do a. Przypuśćmy, że 
ęl(yj>l gdy y—0, i wprowadźmy podstawienia 

y=c—a, p(y) —4(x—a) =4(0). 

Jeżeli y—0, to z=a, a funkcja p(z)—l, co piszemy w po- 

staci symbolu 


lim t(x) =}, 


albo krótko: t4(r)+ł. Symbol ten (i odpowiednie orzeczenie) 
określamy w taki sposób: jeżeli do każdej dowolnie zadanej licz- 
by dodatniej $ możemy dobrać taką liczbę e(8), że przy 0< x—a <e(8) 
mamy zawsze 

ie(r)—l1<8, 
wówczas powiadamy, że (x) dąży do granicy l, gdy x dąży do a. 


i piszemy 
iaa) St 
qa 


Jeżeli poprzestaniemy na rozważaniu wartości œ więk- 
szych od a, tj. jeżeli w powyższym określeniu zastąpimy wa- 
runek 0 < z—a <e(5) przez warunek 0<x<a+e(0), otrzymamy 
określenie orzeczenia: „funkcja q(x) dąży do l, gdy x dąży do 
a ze strony prawej*; orzeczenie to możemy wyrazić symbolem 

lim g(2) = L. 
a—>a—0 
W sposób analogiczny określamy orzeczenie i symbol 


lim ẹ(x) =l. 
©—a—U 


Wobec tego orzeczenie lim g(x)=l jest równoważne dwom 
T—a 


naraz orzeczeniom 
limę(z)=6 i lmeęlz)=t. 
0 


c—a+-0 t©—>a— 

W sposób analogiczny można określić, co znaczy „sp(%)—>00 
gdy ca przez wartości większe (lub mniejsze) od a”. Nie 
zatrzymujemy się dłużej nad tą sprawą, gdyż określenia te są 
analogiczne do ustalonych poprzednio w przypadku szczegól- 
nym, gdy a=0; a zresztą, jeśli chodzi o zbadanie, jak zacho- 
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wuje się taka funkcja, gdy xa, można ją zawsze zastąpić 
przez inną, znaną nam, a to kładąc x -a=y i badając, jak za- 
chowuje się funkcja (y), gdy y->0. 

88. Funkcje stale rosnące lub stałe malejące. Jeżeli istnieje 
liczba s taka, że przy a—s<x'<u'<a-+e mamy zawsze q(x )<p(a''), powia- 
damy, że y(x) rośnie stale w pobliżu w=a. 

Przypuśćmy, że z<a i że y=l/(a—x). Gdy >a—0, wówczas y>w, 
a funkcja 4(x)=q4(y) jest stale rosnącą funkcją zmiennej y, nie większą 
jednak od (a). Z $ 85 wynika, że (x) dąży do granicy nie większej od 
(a), co wyrażamy symbolem 
lim ş(æ)=ş(a+0). 

—a+0 


r 

W podobny sposób określamy symbol ş(a—0); rzecz jasna, że mamy 

p(a—0) = (a) < g(a-+-0). 

Takie same rozważania przeprowadzić można co do funkcji stale 
malejących. 

Jeżeli przy a—e<a' <x" <a+e mamy zawsze y(fx' )<y(zx'), a nigdy 
nie może być q(x)=+fux'), wówczas (x) nazywamy funkcją stale rosnącą 
w ściślejszym znaczeniu. 

89. Wyższa i niższa granica oraz zasada zbieżności. Bardzo 
wiele z tego, co mówiliśmy w $$ 03—77, da się zastosować do funkcji 
zmiennej ciągłej x, gdy ta funkcja dąży do granicy a. W szczególności, 
jeżeli (x) jest funkcją ograniczoną w przedziale, zawierającym a (t.j. je- 
żeli możemy znaleźć takie liczby e, H, K, że przy a—e<« Satse mamy 
H< s(a) < K)*), wówczas możemy określić granicę niższą A oraz wyższą v 
przy a=a i dowieść, że warunkiem koniecznym i dostatecznym, żeby 
ęg(x)>l, jest Ah=v=ł. Można również ustalić twierdzenie. analogiczne do 
ogólnej zasady zbieżności, mianowicie: warunek konieczny i dostateczny, by 
funkcja (xŒ) dążyła do granicy, gdy aa, jest ten, żeby przy każdym danym 
d można było znaleźć taką liczbę (8), że |yp(xs)—ypla,)|<0, skoro tylko 
0< |22—a| < |x1—a| 2203). 

Przykłady XXXVIII. 1. Jeżeli przy x>a mamy 

plr), Wat, 3 
wówczas 22)+ (6) +1+1, q(2).Y(0)>U, a o(a)/Vla)>UV, jeżeli tylko 0. 

2. Jeżeli m jest liczbą całkowitą dodatnią, to x” 0, gdy 2—0. 

3. Jeżeli m jest liczbą całkowitą ujemną, to a* >+, gdy 1 >+-0, 
a x”—>—æ lub x*>+w, gdy «>—0, zależnie od tego, czy m jest licz- 
bą nieparzystą czy parzystą. Jeżeli m=0, wówczas a" =1 i x” +1. 


4, lim (a+br+ca?--...+ka") =a. 


'—0 


*) Pojęcie funkcji ograniczonej w przedziale zbadamy szczegółowo 
w $ 95. 
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arbx ter? +... +ka"" 


5. lim z =Ś, jeżeli a0. Przy a=0, a+0, 
DJ—0) q rac+qa? +... rka a 
B=Æ0, funkcja dąży do -- lub —, gdy «++0, zależnie od tego, czy 
a i B mają znaki jednakowe czy różne; rzecz się ma wprost przeciwnie, 
gdy x+—0. Przypadek, gdy u=0, a=0, rozważymy w Przykł. XXXIX.5. 
Zbadać przypadek, gdy a=F0, lecz mianownik ma kilka spółczynników 
równych zeru. 


6. lim «%=a”, jeżeli m jest dowolną liczbą całkowitą. [Jeżeli m>0, 
c—ra 


kładziemy z=y+a i stosujemy Przykł. 4. Jeżeli m<0, stosujemy Przy- 
kład 1. Wyjątkowy przypadek zachodzi, gdy a=0 i m<0. Wynika stąd, 
że lim P(a)=P(a), jeżeli P(x) jest dowolnym wielomianem.] 


7. lim R(«)=R(a), jeżeli R oznacza dowolną funkcję wymierną 
x—a 


i jeżeli a nie jest pierwiastkiem mianownika tej funkcji. 


8. lim z”=a” przy wszelkich wymiernych wartościach na m, Z wy- 
c—a 


jątkiem tylko przypadku, gdy a=0 i m<0. |Przy a>0 wynika to odra- 
zu z nierówności (9) i (10) w $ 67. Istotnie, |x"—a”*|<H|a—a|, gdzie 
H oznacza większą z dwuch wartości bezwzględnych |mæ™™| i |ma*"'|. 
(Porówn. Przykł. XXXIA4.) Jeżeli a<0, kładziemy c=—y i a=—b. Wów- 
czas 

lim «"=lim(—1)"y*=|(—1)7%"=aax".] 


90. Czytelnik zapewne nie zrozumie odrazu, dlaczego 
trzeba dowodzić takich twierdzeń, jak podane w Przykł. 4, 5, 
6, 7, 8, dlaczego nie można poprostu położyć x=0 lub x=a 
i otrzymać odrazu odpowiednie granice a, a/a, a", P(a), R(a). 
Jest rzeczą niezmiernej wagi, żeby czytelnik dokładnie zrozu- 
miał, gdzie tkwi błąd w jego rozumowaniu. 

Orzeczenie lim {x)=} 

10 

dotyczy wartości, które przybiera funkcja g(x), gdy x przybie- 
ra wszelkie wartości, dowolnie bluzkie zeru, lecz od zera różne”). 
W tym orzeczeniu niema wcale mowy o tym, co dzie- 
je się z funkcją, gdy x=0. Może zdarzyć się, że funkcja 
wcale nie jest określona przy x=0, albo że ma wtedy war- 
tość różną od l Dla przykładu weźmy funkcję (x), która 
równa się zeru przy wszelkich wartościach x, z wyjątkiem tyl- 
ko x=0, przy którym ş(x)=1. Mamy wówczas 


*) Np. w $ 86 w określeniu A postawiliśmy warunek 0<y& y0; 
pierwszą z tych dwu nierówności włączyliśmy w tym celu, żeby zazna- 
czyć, że y nie może równać się zeru. 


www.rcin.org.pl 


= 19 — 


lim g(2) =0, 


gdyż przy « dowolnie blizkim zera, zawsze ę(x)=0; lecz za- 
razem q(0)=1. Wykres tej funkcji składa się ze wszystkich 
punktów osi z, z wyjątkiem tylko punktu (0,0), oraz z punktu 
odosobnionego (0,1). 

Czytelnik może zarzucić, że funkcja ta została sztucznie 
określona, by służyć mogła do naszego celu. Ale można z ła- 
twością podać funkcje, wyrażone zapomocą prostych wzorów 
i zachowujące się w pobliżu zera tak, jak powyższa funkcja. 
Weźmy np. pod uwagę funkcję 

y(z) =[1—27], 
gdzie [1—-x°] oznacza największą liczbę całkowitą, nie większą 
od 1—2x%. Przy x=0, mamy y4(x)=[1]=l, natomiast przy 
0<x<l lub przy —1l<x<0 mamy O<l-a?<1l, a więc t(x)= 
= [1-2] =0. 

Albo też weźmy funkcję 

y=cja, 
o której była już mowa w rozdziale II. Funkcja ta ma stałą 
wartość 1, jeżeli r==0, natomiast przy x=0 nie jest ona wca- 
le określona. Istotnie, jeżeli powiadamy o jakiejś funkcji (œ), 
że jest ona określona przy x=0, chcemy przez to powiedzieć, 
że możemy znaleźć jej wartość, kładąc c=0 we wzorze, wyra- 
żającym funkcję. Otóż w danym wypadku jest to rzeczą nie- 
możliwą, gdyż otrzymalibyśmy wyrażenie 0/0, które nic zgoła 
nie znaczy. Czytelnik mógłby powiedzieć: „podzielmy wpierw 
licznik i mianownik przez æ“, ale i to jest rzeczą niemożliwą, 
gdy x=0. Niemniej jednak 
lim (cf) = 1, 
gdyż x/x jest stale równe 1, dopóki z różni się od zera o ja- 


kąkolwiek, dowolnie małą liczbę. 


(c --1)2— 
EEUE =x%+2, dopóki x0, a przy x=0 
waj 


Tak samo 4(x)= 
funkcja (x) nie jest określona. Niemniej jednak lim 4(2) = 2. 
cz—0 


Z drugiej strony jest rzeczą oczywistą, że w wielu wy- 
padkach limę(x) może równać się y(0), czyli wartości, którą 
przybiera funkcja przy «=0. Np. jeżeli q(v)=x, wówczas 


Wykład czystej matem. 13. 
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g(0)=0 i limy(x)=0. Takie funkcje w praktyce najczęściej 
się zdarzają. 

Przykłady XXXIX. |. lim (a*—a?)/(a—a)=2a. 

T—pa 

2. lim (x*—a*)/(x—a)=ma""!, jeżeli m jest liczbą całkowitą lub 
zerem. 

3. Dowieść, że funkcja poprzedniego zadania ma tę samą granicę 
przy wszelkim wymiernym m, byle a było liczbą dodatnią. [Wynika to 
odrazu z nierówności (9) i (10) w $ 67.] 

a” — 2a +1 


4. lim — s = 
a—1 2” — 3a? +2 


5 Zbadać zachowanie się funkcji 
p(r)=(aqr" rar" * Hak aa” * 5 (bga" byo" * zat wHbpa” *P) 


gdy x dąży do zera przez wartości dodatnie lub przez ujemne. 

[Jeżeli m>n, lim ę(«)=0. Jeżeli m=n. lim ę(1)=ag/bo. Jeżeli m<n, 
a nm jest liczbą parzystą, wówczas 4(x)>+0, gdy ay/bo>0, oraz 
p(x)>—w, gdy ag/bo<0. Jeżeli m<n, a n—m jest liczbą nieparzystą, 
wówczas przy ag/b,>0 mamy 4(x)>+w0, gdy x--0 oraz y(a)>—0, gdy 
©>—0, natomiast przy ayby<0 mamy 4(«4)%—0, gdy «+0 oraz 
p(w)>+o gdy 1—0.] 

6. O małych różnych rzędów. Łatwo dowieść, że 

lim (x*/r)=0, lim (+7*/x*)=0, ... 
1—0 r—b 0) 

Fakt ten można wyrazić inaczej, mówiąc, że gdy x dąży do zera, 
wówczas m, «*,.. dążą również do zera, ale x? dąży do zera prędzej niż z, 
x? dąży jeszcze prędzej, itd. W wielu zagadnieniach może być rzeczą 
dogodną posiadanie skali, za pomocą której można byłoby zmierzyć, jak 
prędko maleje dana jakaś funkcja, dążąca do 0 wraz ze zmienną v. Sa- 
ma przez się nasuwa się myśl użycia w tym celu funkcji a, æ’, a*,... 

Powiemy tedy, że (r) jest małą pierwszego rzędu, jeżeli 4(w)/« 
dąży do granicy różnej od 0, gdy «+0. Np. 2x--3x*+-x7 jest małą pierw- 
szego rzędu, gdyż birn (Erann eia e 

c— 


W taki sam sposób określamy małe rzędu drugiego, trzeciego, ... 
Nie należy sądzić, że nasza skala jest zupełna. Gdyby tak było, wówczas 
każda funkcja (Œ) dążąca do zera musiałaby być małą pierwszego rzę- 
du, albo drugiego, albo jakiegoś innego wyższego rzędu. Łatwo przeko- 
nać się, że tak nie jest. Np. funkcja ę(x)=x * dąży do zera prędzej niż 
x, lecz wolniej niż x?. 

Czytelnik pomyśli może, że skala nasza dałaby się uzupełnić przez 
wprowadzenie ułamkowych rzędów, że moglibyśmy np. powiedzieć: x» jest 
małą rzędu ”/,. Przekonamy się jednak wkrótce, że i wówczas skala 
nie byłaby zupełna. A z drugiej strony rzędy całkowite, określone po- 
wyżej, są w zastosowaniach praktycznych o tyle ważniejsze od wszelkich 
innych, że nie warto próbować uzupełniania naszej skali. 


www.rcin.org.pl 


= [90 == 


Liczby wielkie różnych rzędów. Możemy ustalić analogiczne 
określenia dla przypadku, w którym (æ) przybiera duże wartości, gdy 
x jest małą liczbą. Powiemy tedy, że q(x) jest liczbą wielką rzędu k, 
jeżeli ọ(x)/x"=x"ş(x) dąży do granicy różnej od zera, gdy 2—0. 

Można również ustalić odpowiednie określenia dla przypadku, gdy 
xæ lub gdy x>a. Jeżeli np. s'ę(x) dąży do granicy różnej od zera, 
gdy x>0, wówczas powiemy, że (x) jest liczbą małą rzędu k, gdy æ 
jest wielką liczbą, jeżeli zaś (x—a)*ę(x) dąży do granicy różnej od zera, 
gdy ca, powiemy, że (z) jest liczbą wielką rzędu k, gdy x jest blizkie a. 


7%. limyl+r=limyir=l1. 


„ V1l+z—vl=—a 
8. lim t 


=], [Pomnożyć licznik i mianownik przez 
z 


VI+tz+Vl=ar.] 

9. Zbadać zachowanie się funkcji (V1+x*— V1— z”)/a" w zało- 
żeniu, że 10 i że m i n są liczbami całkowitemi dodatniemi. 

10. lim(v1l+xz+a'"—1)/0="fa. 


= Vl+Fa—vl+a* 
11. lim -= — = 


Vl=a—vl=xr 
12. Zbudować wykres funkcji 


a ALE — + l + 1 BL. 2 l i aN 
la-1 z='h æ- #—-YJilr-1 z—-', z" -f 


Czy funkcja ta dąży do granicy, gdy x—0? 


sin r 


13. lim =l. 


T 


[W podręcznikach elementarnej trygonometrji można znależć do- 
wód następujących nierówności (które zresztą wynikają bezpośrednio 
z określenia miary łukowej i funkcji trygonometrycznych **): 


przy Ocg mamy 


Stąd wynika, że cos r< — z] 


*) W tym i w następnych przykładach należy rozumieć, że 2—0, 
jeżeli nie jest wyraźnie zaznaczone, do jakiej wartości dąży z. 

*#) Określenie miary łukowej opiera się na założeniu, że każde- 
mu łukowi koła daje się podporządkować jednoznacznie liczba, zwana 
długością łuku. Dowód nierówności, o których mowa, opiera się na pew- 
nych własnościach „długości*, np. na tym, że cięciwa jest krótsza od 
podpartego przez nią łuku: w szkole średniej zakładamy zazwyczaj te 
własności, jako „oparte na intuicji gieometrycznej". W rozdziale VII po- 
mówimy o sposobach przeprowadzenia ścisłego dowodu tych twierdzeń. 
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sin z 


z z 
czyli 0<1— < |-- cos w =Zsin*— 


r 


w p x? sin x `) : 
Ale 2sin—<2($a)"'<—, zatym lim (1- ,=0 czyli 
2 2 z—+0 i d 


sin m 
lim sz]; 


z—>+0 z 


sin m 
Ponieważ 


jest funkcją parzystą, zatym twierdzenie zostało 


T 


dowiedzione.] 


„,  |—008m . Sinam 
14. lim—— 15, lim——=a. Czy to jest prawdą 
r x 
przy a=0? 
are sina 
16. lim———=1L [Kładziomy x=siny. 
© 
tg a are tg ax 
i7. im SEa lim mg 
w w 
C086C 1 —Otg w 1+ cosr 
18. Mm Sg, 10. lim $, 


20. Jak zachowują się funkcje sin (1/%), (1/x). sin (1/x), «sin (l/æ), 
gdy x—0? [Pierwsza wykonywa wahania skończone, druga nieskończo- 
ne, trzecia dąży do zera. Żadna z nich nie jest określona przy x=0.] 


sin (1/2) ; 
21. Czy funkcj =. dąży do granicy, gd 0? 
zy tunkcja y sin (1/a) ąży g y, BUY x> 


[Nie. Mamy y=1 z wyjątkiem przypadku, gdy sin (1/x)=0, czyli 
gdy ©=l/m, 1/2m,...,—1/n, —l/2m,.. Przy tych wartościach na œ, funkcja 
przybiera kształt '/,, który nie ma żadnego sensu, zatym y nie jest okre- 
ślone dla nieskończenie wielu wartości zmiennej z, leżących w pobliżu 
wartości x=0.] 


22. Dowieść, że przy m całkowitym mamy [x]|>m oraz a—[«x]->0, 
gdy x>m+-0, i że [x|>m—1, x—[x|>1, gdy am—0. 


91. Funkcje ciągłe zmiennej rzeczywistej. Czytelnik 
posiada wyobrażenie krzywej ciągłej. Np. krzywą Č na rys. 37 
nazwie on niewątpliwie ciągłą, natomiast o krzywej C’ powie 
zapewne, że jest ona naogół ciągła, ale staje się nieciągłą 
w punktach z=6 a=". 

Każdą z tych krzywych możemy uważać za wykres ja- 
kiejś funkcji; stąd powstaje myśl nazwania ciągłemi tych 
funkcji, których wykresy są krzywemi ciągłemi; wszystkie in- 
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ne funkcje wypadnie nazwać nieciągłemi. Postarajmy się zba- 
dać dokładniej, na jakich własnościach opiera się ta klasyfi- 
kacja funkcji. 

Przedewszystkim jest rzeczą jasną, że badanie własności 
funkcji y=ęs(x), której wykresem jest krzywa C, daje się spro- 
wadzić do badania jakiejś własności, którą ta krzywa posiada 
w każdym swoim punkcie. Jeśli chcemy określić pojęcie cią- 
głości dla wszystkich wartości zmiennej x, musimy najpierw uczy- 
nić to dla poszczególnych wartości tej zmiennej. Obierzmy tedy 


Rys. 37. 


jakąś wartość zmiennej z, np. z=$, i zastanówmy się, jakie 
są własności charakterystyczne funkcji 4(x) przy x=$. 

Przedewszystkim, funkcja %(x) jest określona przy 1=$. 
Oczywista rzecz, że warunek ten jest konieczny, gdyż w prze- 
ciwnym razie na krzywej brakowałoby punktu, odpowiadają- 
cego wartości z=$£. 

Powtóre, funkcja ę(:c) jest określona przy wszystkich warto- 
ściach © w pobliżu «=£. Ściślej mówiąc, możemy znaleźć taki 
przedział, którego wewnętrznym punktem jest z=$, że każdej 
wartości ©, należącej do tego przedziału, odpowiada w zupeł- 
ności określona wartość funkcji ę(r). 

Po trzecie, ydy x dąży z którejkolwiek strony do $, wówczas 
(x) dąży do wartości ($). 

Wymienione cechy nie wyczerpują wszystkich własności, 
które posiada obraz krzywej C, ale są to niewątpliwie naj- 
prostsze i najbardziej zasadnicze własności: wykres jakiejkol- 
wiek funkcji, posiadający te własności, odpowiada naszej in- 
tuicji linji krzywej ciągłej. Wobec tego przyjmujemy powyż- 
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sze własności za cechy charakterystyczne ciągłości i wypowia- 
damy następujące 

OKEŚLENIE. O funkcji (x) powiadamy, że jest ciągła przy 
x=Ł¢, jeżeli dąży oną do granicy, gdy x dąży do $, czy to z jednej 
czy z drugiej strony, i jeżeli obie te granice naszej funkcji rów- 
nają się ę(£). 

Teraz możemy określić, co należy rozumieć przez ciągłość 
w przedziale. Powiadamy, że funkcja yz) jest ciągła w pew- 
nym przedziale wartości zmiennej z, jeżeli jest ciągła dla każ- 
dej wartości x tego przedziału. Funkcję (x) nazywamy wszę- 
dzie ciągłą, jeżeli jest ona ciągła przy wszelkich wartościach 
zmiennej x. Więc np. funkcja g(x)=[zx] jest ciągła w prze- 
dziale (e, 1—e), gdzie e jest dowolną liczbą dodatnią, mniejszą 
od !/,, funkcja zaś p(x)=x jest wszędzie ciągła. 

Jeżeli przypomnimy sobie określenie granicy, będziemy 
mogli sformułować określenie funkcji ciągłej w następujący 
sposób: 

ę(x) jest funkcją ciąyłą przy x=¢, jeżeli do każdej dowolnie 
zadanej liczby dodatniej $ możemy dobrać taką liczbę e(8), że 


pic) —g(5)| <ò, 
o dle tylko 0< xc—E|<e(0). 


Często musimy rozważać zachowanie się i własności funk- 
cji w jakimś oznaczonym przedziale (a, b). W tym wypadku, 
jeżeli chodzi o ciągłość funkcji przy krańcach przedziału, po- 
wiadamy, że funkcja (x) jest ciągła przy x=a, jeżeli qę(a-+-0) 
istnieje i równa się (a); tak samo powiadamy, że 4(x) jest 
ciągła przy x=b, jeżeli p(b—0) istnieje i równa się y(b). 

82. Powyższe określenie ciągłości można w prosty spo- 
sób zilustrować gieometrycznie. Poprowadźmy dwie równole- 
głe proste y=yv(4)—e, y=y(£)+-s. Nierówność g(r) — q(5)| <e 
wyraża fakt, że pomiędzy temi dwiema prostemi leży punkt 
krzywej, odpowiadający wartości x. Tak samo nierówność 
|r—ś|Sy wyraża fakt, że x leży w przedziale (ł—ņ, £--7). Wo- 
bec tego nasze określenie funkcji ciągłej powiada, że jeżeli 
poprowadzimy dwie dowolnie blizkie siebie proste poziome, 
będziemy mogli wyznaczyć zapomocą dwuch prostych piono- 
wych taki pas płaszczyzny, że część krzywej, zawarta w tym 
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pasie będzie jednocześnie zawarta między naszemi prostemi 
poziomemi. 
Zbadamy teraz ciągłość niektórych szczególnych typów 


Y 


funkcji. W rozdziale ĮI mieliśmy już z niemi do czynienia, 
lecz tam, jak w swoim czasie zaznaczyliśmy, byliśmy zmusze- 
ni założyć, że funkcje te są ciągłe. 


Przykłady XL. i. Suma (lub iloczyn) funkcji, ciągłych w pew- 
nym punkcie, jest funkcją ciągłą w tym punkcie. iloraz dwuch funkcji, 
ciągłych w pewnym punkcie, jest również funkcją ciągłą w tym punkcie, 
o ile mianownik nie równa się w tym punkcie zeru. [Wynika z Przykł. 
XXXVIII, 1] 

2. Wielomian zmiennej æ jest funkcją ciągłą przy wszelkich war- 
tościach z. Funkcja ułamkowa wymierna jest ciągła przy wszystkich 
wartościach a z wyjątkiem tylko tych, przy których mianownik przybie- 
ra wartość 0. [Wynika z Przykł. XXXVIII, 6, 7.] 


3. vaux jest funkcją ciągłą przy wszelkich dodatnich wartościach a 
[Przykł. XXXVIII, 8.] Funkcja ta nie jest określona przy «a <0, natomiast 
przy x=0 jest ona ciągła, na mocy uwagi, uczynionej w końcu § 91. To 
samo powiedzieć można o m'n, gdzie m, n są to dowolne liczby dodatnie 
całkowite, a n jest liczbą parzystą. 

4. Funkcja amm, gdzie n jest liczbą nieparzystą, jest ciągła przy 
wszelkich wartościach na z. 

5. Funkcja l/æ nie jest ciągła przy x=0. Nie posiada ona żadnej 
wartości przy x=0, jak również nie dąży do żadnej granicy, gdy «2—90. 

6. Zbadać ciągłość funkcji c—m» przy «x=0, gdzie m, n to liczby 
całkowite dodatnie. 

7. Jeżeli a jest pierwiastkiem równania Q(x)=0, wówczas funk- 
cja wymierna R(x)=P(x)/Q(x) jest nieciągła przy «a=a. Np. funkcja 
(x? +1)/(x?—3x0-+2) jest nieciągła przy x=1. Jeżeli funkcja wymierna jest 
nieciągła przy jakiejś wartości x, wówczas można zauważyć dwa 
fakty: (a) funkcja nie jest określona dla tej wartości x, (b) funkcja dąży 
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do +œ lub do —«, zależnie od tego, z której strony œ zbliża się do tej 
swej wartości. Ten szezególny rodzaj nieciągłości nazywają nieskoń- 
czonością funkcji. Jest to najpospolitszy rodzaj nieciągłości. 


8. Zbadać ciągłość funkcji 
v (v—a) (b—m), V(x—a) (b-z2). —, | —., 
9. Funkcje sina, cosx są ciągłe przy wszelkich wartościach s. 
f = DH ' h 
[Mamy sin(x+h)—sins=2sin — ©08 (r+ >): 


wartość liczbowa tego iloczynu jest mniejsza od wartości liczbowej kh.] 

10. Przy jakich wartościach na x funkcje tgx, ctga, Secux, COseC z 
są ciągłe lub nieciągłe? 

11. Jeżeli f(y) jest funkcją ciągłą przy y=% i jeżeli ę(x) jest funk- 
cją ciągłą zmiennej z, przyczym 4(t)=%, wówczas /|ę(x)| jest funkcją 
ciągłą przy z=4. 

12. Jeżeli ę(x) jest funkcją ciągłą przy pewnej wartości x, wów- 
czas każdy wielomian kształtu a|(ę(a)|"--.. jest funkcją ciągłą przy tej 
samej wartości x. * 

13. Zbadać ciągłość funkcji 

l/(acoste+bsinie), V2+cosz, V1l+sinz, l/Vi+sinz, 

14. Funkcje sin(l/x), «sin(l/x), a?*sin(l/«a) są ciągłe przy wszel- 
kich wartościach x, z wyjątkiem tylko x=0. 

15. Funkcja 4(x), równa zeru przy x=0, przy innych zaś wartościach 
«© równa «sin(l/x), jest ciągła przy wszelkich wartościach na w. 

16. Funkcje [x] oraz x—[x| są nieciągłe przy wszelkich całkowi- 
tych wartościach na m. 

17. Zbadać ciągłość następujących funkcji: 

e], (Val, Va=lel. laltVs=la, [Że], lal+l-2]. 

18. Klasyfikacja nieciągłości. Powyższe przykłady nasuwają po- 
mysł następującej klasyfikacji różnych typów nieciągłości: 

(I) Przypuśćmy, że (x) dąży do granicy, gdy xa czy to przez 
wartości mniejsze od a, czy przez wartości od a większe. Oznaczmy te 
granice przez ę(a—0) i ę(a--0). Aby funkcja (œ) była ciągła przy c=a, 
trzeba 1 wystarcza, żeby (x) była określona przy «=a i żebyśmy mieli 
ę(a—0)=vp(a)=g(a+0). Nieciągłość może powstać w rozmaity sposób. 

(a) Może się zdarzyć, że q(a—0)=4(a+-0), ale q(a) nie jest okre- 
ślone albo też nie równa się 4(a—0) ani 4(a-+0). Np. jeżeli o(x)=xsin(1/x) 
i a=0, wówczas 4(0—0)=4(0--0)=0, ale (x) nie jest określone przy «=0. 
Jeżeli 4(x)=[l1—x°] i a=0, wówczas g(0—0)=v(0+0)=0, ale ę(0)=1. 

(8) Może zdarzyć się, że ę(a—0)=Fę(a++0). W takim razie (a) mo- 
że równać jednej którejkolwiek z tych granie, może jednak nie równać 
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się ani jednej ani drugiej, a nawet może być nieokreślone. Przykładem 
pierwszego przypadku jest funkcja q(x2)=[x], dla której q(0—0)=—]1, 
4(0+0)=y(0)=0. Przykładem drugiego przypadku jest ę(«)=[«a]-[—2], 
gdzie ę(0—00=—1, (0+0)=1, g(0)=0. Przykładem trzeciego przypadku 
jest funkeja p(w)=[x] +æ sin(1/x), dla której p(0—0)=— 1, g(0+0)=0, a (0) 
jest nieokreślone. 

We wszystkich tych przypadkach powiadamy, że funkcja 4(x) ma 
prostą nieciągłość w punkcie a=a. Do tej samej kategorji możemy 
zaliczyć te przypadki, w których funkcja jest określona tylko z jednej 
strony wartości x=a, tak iż istnieje jedna tylko z dwuch granie g(a+0), 
p(a—0), ale o(u) albo wcale nie jest określone, albo jest różne od tej 
z dwuch powyższych granie, która dla danej funkcji istnieje. 

Z rozważań $ 88 wynika odrazu, że funkcja, stale rosnąca lub stale 
malejąca w pobliżu wartości u=a, może mieć conajwyżej prostą mieciągłość 
przy c=a. 

(II) Może się zdarzyć, że z dwuch granic g(a—0), g(a+-0) istnieje 
jedna tylko (albo nie istnieje żadna) i że np. przy nieistnieniu granicy 
ę(a-+0) mamy 4(x)>+w0 lub ę(rj>—w, gdy a*a+0, tak iż (x) dąży 
albo do granicy albo do + œ lub do —, gdy x dąży do a z jednej lub 
z drugiej strony. Do tego typu należą np. funkcje ẹ(x)=l/x i ẹ(x)=1/x?, 
gdy a=0. W takich wypadkach powiadamy, że w punkcie x=—a funkcja 
y(x) posiada nieskończoność albo, że przechodzi przez nieskończoność. 
Do tej kategorji zaliczamy te funkcje, które dążą do +œ lub ~œ, gdy 
wa Z którejś jednej strony, lecz zarazem nie są określone po drugiej 
stronie wartości z=a. 


(III) Punkt nieciągłości, nie należący do żadnej z dwuch poprzed- 
nich kategorji, nazywamy punktem nieciągłości oseylacyjnej. Takim 
jest np. punkt x=0 dla funkcji sin (l/æ) lub (1/2) sin (1/2). 


sin 
19. Zbadać rodzaj nieciągłości funkcji SE , le] + [—2], coseca, 
a 


sin (1/x) 9 
——— przy x=0. 
sin (1/c) SUE 

20. Funkcja, równa 1 przy x wymiernym, przy « zaś niewymier- 
nym równa 0, jest nieciągła przy wszelkich wartościach z. Wszędzie 
nieciągła jest również każda funkcja, która jest określona wyłącznie dla 
niewymiernych, albo wyłącznie dla wymiernych wartości a. 


Viz, VIe, cosec (L/2), 


21. Funkcja, która równa się x przy « niewymiernym, przy a zaś 
wymiernym i równym p/q równa się v(1-p*)/(1+-q7), jest nieciągła dla 
wszelkich ujemnych i dla wszelkich dodatnich wymiernych wartości zmien- 
nej x, natomiast jest ciągła dla dodatnich niewymiernych wartości z. 

22. Zbadać, które z funkcji, rozważanych w Przykł. XXXIV, są 
nieciągłe i określić rodzaj ich nieciągłości. [Dla przykładu zbadajmy 
funkcję y=limax". Tu y jest określone przy —l<a<l, a mianowicie: 
y=0 przy —l<a<l, oraz y=l przy x=l. Punkty z=l i «=—1 są punk- 
tami prostej nieciągłości.| 
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93. O zasadniczej własności funkcji ciągłych. Czytel- 
nik sądzi może, że analiza wyobrażenia krzywej ciągłej, prze- 
prowadzona w § 91, nie jest najprostsza ani najbardziej natu- 
ralna, że prostszą byłaby następująca analiza. Niech A, B be- 
dą dwoma punktami na wykresie funkcji ę(x) i niech spółrzęd- 
ne ich będą odpowiednie £o, (£) oraz x, q(x,). Wykreślmy 
dowolną prostą A, przechodzącą pomiędzy punktami Á i B. 
Zdrowy rozsądek powiada, że jeśli wykres funkcji (æ) jest cią- 
gły, musi on przeciąć prostą A. 

Jeżeli uważamy to za zasadniczą własność krzywych cią- 
głych, wówczas bez szkody dla ogólności rozumowania możemy 
przypuścić, że prosta A jest równoległa do osi x-ów. Rzędne 
punktów 4, B nie mogą w takim razie być równe sobie; przy- 
puśćmy, że v(x,)>ę(x,). Niech y=y będzie równaniem prostej 
A; mamy wobec tego nierówności g(zy) <q < (x) Orzeczenie: 
„wykres funkcji ę(x) przecina prostą A” jest równoznaczne 
z orzeczeniem: „istnieje wartość œ, zawarta między x, i £i, 
przy której g(r)==q". 

Wnosimy stąd, że funkcji ciągłej (x) powinniśmy przy- 
pisać następującą własność: 

jeżeh | qlty)=y> Pl) =V 
í jeżeli yy <q<y,: wówczas istnieje taka wartość zmiennej z, za- 
warta między «x, t zy, przy której ę(yj=n. Innemi słowami: gdy 
x zmienia stę od x, do x, wówczas y must bodaj raz jeden prey- 
bierać wszelkie wartości, zawarte między yo i Yı. 


Dowiedziemy, że jeśli (x) jest funkcją ciągłą, w znacze- 
niu $ 31-go, wówczas posiada ona istotnie taką własność, Istnie- 
ją wartości x, leżące w prawo od 2, i takie, że qg(x) <q. W rze- 
czy samej, (£) <, zatym q(x)<n, jeżeli różnica ę(x)—4(25) 
jest liczbowo mniejsza od n—ę(x,). Ponieważ jednak (£x) jest 
funkcją ciągłą przy u=2,, zatym dla wartości z, dostatecznie 
blizkich x,, warunek ten jest spełniony. W taki sam sposób 
dowodzimy, że istnieją wartości z, leżące w lewo od 2,, ta- 
kie, że q(z) > y. 

Teraz możemy dowieść naszego twierdzenia zapomocą 
sprowadzenia do niedorzeczności. Jakoż przypuśćmy, że niema 
żadnej wartości x, zawartej między x, i x,, dla której byłoby 
ę(xj=q. W takim razie dla każdej wartości « przedziału 
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(£o, xı) funkcja g(x) ma wartość albo większą, albo mniej- 
szą od 4. 

Podzielmy wszystkie wartości «z przedziału (x,, x) na 
dwie klasy L, R, a to w następujący sposób: 

(1) do klasy Z zaliczmy wszystkie takie wartości © zmien- 
nej z, dla których spełniona jest nierówność y(x)<y nie tylko 
przy x=Łť, ale również przy jakimkolwiek z, zawartym w prze- 
dziale (2%, 6); 

(2) do klasy R zaliczmy wszystkie inne wartości zmien- 
nej x, tj. wszystkie wartości 6, które albo spełniają nierów- 
ność g(()=n, albo też mają tę własność, że w przedziale (£, 0) 
istnieje jakaś wartość zmiennej «x, spełniająca nierówność 
HTT. 

Rzecz jasna, że podział ten spełnia trzy warunki twier- 
dzenia Dedekinda i że wyznacza on przekrój w dziedzinie liczb 
rzeczywistych. Niech £, będzie liczbą rzeczywistą, odpowia- 
dającą temu przekrojowi. Zgodnie z naszą hipotezą, musi być 
PEEN. 

Przypuśćmy z początku, że (č) > 1, że więc £, należy do 
klasy wyższej, 1 niech będzie ę(%)=ņ-H%. W takim razie, dla 
wszelkiego © <£, mielibyśmy g(f')<q, zatym byłoby 

ę(6)—P(0) >, 
co przeczy warunkowi ciągłości funkcji przy x1=G,. 

Teraz przypuśćmy, że (čo) <% Jeżeli (>, wówczas 
albo zachodzi nierówność (t) =, albo też możemy znaleźć ta- 
ką liczbę £', zawartą między ©, i ©, że będzie s($')=>7. W każ- 
dym razie możemy znaleźć liczbę, dowolnie mało różniącą się 
od č, a przytym taką, że odpowiadająca jej wartość funkcji 
różni się od y(Q,) więcej niż o k. Znów mamy wniosek, sprzecz- 
ny z hipotezą ciągłości funkcji ę(x) przy x=64,. 

Tak więc przypuszczenie, że (x) nie przybiera nigdzie 
wartości 7, jest mylne, i twierdzenie zostało dowiedzione. Oczy- 
wista rzecz, że musi być mianowicie g(t,) =1. 

94. Łatwo przekonać się, że twierdzenie odwrot- 
ne nie jest słuszne. Np. funkcja przedstawiona na rys. 
39, jakkolwiek jest nieciągła, jednak przybiera przynajmniej 
raz jeden każdą wartość, zawartą między (x) i g(x,). Powiem 
więcej: funkcja może nie być ciągłą, pomimo że przybiera 
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w pewnym przedziale każdą wartość tylko raz jeden, Niech 
będzie np. funkcja wl), określona w przedziale od x=0 do 
æ=] w następujący sposób: przy x=0, 4(x)=0; przy 0<z<Y, 
q(2)="/,—ż; przy z='/,, ę(%)="/3; przy |Jj<t<l, ę(0)="/,—2; 
wreszcie przy x=1, q(«%)=l. Wykres funkcji mamy na rys. 40; 
zawiera on punkty O, C, F, lecz nie zawiera punktów 4, B, 
D, E. Rzecz jasna, że gdy z zmienia się od 0 do 1, (x) przy- 
biera raz i tylko raz jeden każdą wartość między ę(0)=0 
i e(1)=1, a jednak funkcja 4(x) jest nieciągła przy x=0, *,, 1. 


D 
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Zresztą krzywe, z któremi mamy do czynienia w mate- 
matyce elementarnej, składają się zawsze ze skończonej 
liczby części, wzdłuż których y zmienia się 
w tym samym kierunku. Otóż łatwo wykazać, że jeśli 
y=g(x) stale rośnie lub stale maleje, gdy « zmienia się od 2, 
do x,, wówczas dwa pojęcia ciągłości, omówione w $$ 91 1 98, 
są równoważne, to znaczy, że jeśli ę(«) przybiera każdą war- 
tość między q(x,) i (xı) wówczas q(x) musi być funkcją ciągłą 
w znaczeniu, omówionym w § 91. Istotnie, niech £ będzie ja- 
kąkolwiek wartością zmiennej x, zawartą między 2, i x}. Gdy 
«—6 przez wartości mniejsze od £, wówczas (x) dąży do gra- 
nicy 4(1—0); gdy x—¢t przez wartości większe od $, wówczas 
(x) dąży do granicy ẹ(t-+ 0). Funkcja nasza jest ciągła wów- 
czas i tylko wówczas, jeżeli 


p(—0)=q(6) =q(G+-0). 


Gdyby którekolwiek z tych dwu równań było niesłuszne, 
np. pierwsze, to funkcja g(x), wbrew naszym założeniom, nie 
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mogłaby przybierać żadnej wartości, zawartej między ęq(1—0) 
i ę(6). Tak więc ẹ(x) musi być funkcją ciągłą. 


95. Obszar zmienności funkcji ciągłej. W niniejszym 
i w następnym paragrafie dowiedziemy kilku ogólnych twier- 
dzeń, dotyczących funkcji ciągłych. Weźmy pod uwagę funk- 
cję ę(w), co do której zakładamy na razie tylko tyle, że jest 
ona określona przy każdej wartości x, należącej do przedzia- 
łu (a, b). 

Może istnieć taka liczba K, że r(x)gK przy wszelkich 
wartościach x, należących do tego przedziału. W takim razie 
powiadamy, że funkcja ę(x) jest ograniczona od góry (porówn. 
$ 73 i nast.). 

Jeżeli istnieje jedna taka liczba K, to istnieje ich nie- 
skończenie wiele, gdyż każda liczba K'> K czyni zadość temu 
samemu warunkowi. Istnieje jednak najmniejsza liczba K, któ- 
rej nie może przekroczyć funkcja (Œ). Istotnie, podzielmy 
zbiór wszystkich liczb rzeczywistych na dwie klasy L, R, za- 
liczając do L te wszystkie liczby, które mogą być przekroczo- 
ne przez naszą funkcję, do Æ zaś te, których (x) nigdy nie 
przekroczy. Otrzymujemy w ten sposób przekrój w dziedzinie 
liczb rzeczywistych, któremu odpowiada jakaś liczba Jf, Ta 
liczba M musi należeć do klasy AR, gdyż w przeciwnym razie 
funkcja g(x) mogłaby przybrać wartość od M większą, np. 
„M]--0, a wówczas istniałoby nieskończenie wiele liczb, zawar- 
tych w przedziale od M do M+-8, i takich, że funkcja (æ) 
przekroczyłaby każdą z nich. Otóż to jest niemożliwe, gdyż 
liczby większe od MM w żadnym razie nie mogą należeć do 
klasy L. Tak więc M jest najmniejszą liczbą, której nie może 
przekroczyć funkcja y(x); tę liczbę M nazywamy kresem (gór- 
nym) wyższym funkcji (x) w przedziale (a, b). 

Tak samo może się zdarzyć, że istnieje największa liczba 
m, poniżej której nie mogą spaść wartości funkcji (x); powia- 
damy wówczas, że (x) jest funkcją ograniczoną od dołu, 
a liczbę m nazywamy dolnym (niższym) kresem tej funkcji. 
Jeżeli istnieją obie liczby Mi m, nazywamy %(x) funkcją ogr a- 
niczoną w przedziale (a,b). Są to liczby: największa 
i najmniejsza, dla których sprawdzają się nierówności 


m<ę(20) sM, 
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gdy x jest zawarte w przedziale (a, b). Rzecz jasna, że, jeśli 
a<b<c, a funkcja (x) jest ograniczona zarówno w przedziale 
(a,b), jak i w przedziale (b, c), to jest również ograniczona 
w przedziale (a, c). 

Jeżeli nie istnieje liczba M, o której wyżej była mowa, 
wówczas (x) nie posiada górnego kresu i może przybierać 
wartości, większe od jakiejkolwiek zadanej liczby. Tak samo 
zdarzyć się może, że (x) nie posiada dolnego kresu. 

TWIERDZENIE I. Funkcja (x), ciągła w przedziale (a, b), 
jest w tym przedziale ograniczona. 

Dla zmiennej z możemy znaleźć przedział (a, b), w któ- 
rym g(x) jest funkcją ograniczoną, gdyż z ciągłości funkcji 
ẹ(x) w punkcie x=a wynika, że jakkolwiek małą byłaby licz- 
ba ô, możemy znaleźć przedział (a, £) taki, że dla każdego x 
w tym przedziale wartość funkcji (£) zawiera się między 
g(a)—0 i ę(a)++8. Tak więc ẹ(x) jest w tym przedziale ogra- 
niczona. 

Podzielmy teraz wszystkie punkty ķ przedziału (a, b) na 
dwie klasy Z, R, zaliczając do L te punkty 6, w których 4(6) 
jest funkcją, ograniczoną w przedziale (a, t), do klasy zaś R 
wszystkie inne punkty. Klasa Z niewątpliwie istnieje; pozo- 
staje tedy dowieść, że klasa Æ nie istnieje. Jakoż przypuść- 
my, że R istnieje, i niech ß będzie liczbą, odpowiadającą prze- 
krojowi, wyznaczonemu przez L i R. Funkcja 4(v) jest ciągła 
w punkcie x=$, zatym, jakkolwiek mała byłaby liczba 8, mo- 
żemy wyznaczyć przedział (8—4q, 8+-%)*), w którym 


(8) —8 < zle) < ę(8) +ò. 

Tak więc ẹ(x) jest ograniczona w przedziale (B—ń, B+). Ale 
By należy do klasy L, zatym funkcja (x) jest ograniczona 
w przedziale (a, 3—4) i, co za tym idzie, w przedziale (a, 8+7). 
Według naszego założenia, B--q powinno należeć do klasy h, 
tak iż (x) nie może być ograniczona w przedziale (a, p+). 
Ta sprzeczność wskazuje, że klasa R nie istnieje i że (x) jest 
ograniczona w całym przedziale (a, b). 

TWIERDZENIE 2. Jeżeli funkcja (x) jest ciągła w prze- 


*) Jeżeli =b, należy przedział ten zastąpić przez (3—1, 5), a licz- 
bę 8+7 zastąpić w tym dowodzie przez 8. 
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dziale (a, b) i jeżeli M, m stanowią jej górny i dolny kres w tym 
przedziale, wówczas (x) musi w tym przedziale przybrać przynaj- 
mniej raz jeden każdą z wartości M, m. 

Istotnie, niech będzie dowolna liczba dodatnia 6; może- 
my znaleźć taką wartość a, że będzie M—q(z)<8 czyli 
1/[M=y(x)]> 1/6. Tak więc 1/[lf—g(x)] nie jest funkcją ogra- 
niczoną i, na mocy twierdzenia 1, nie może być ciągłą. Ale 
M—s(x) jest funkcją ciągłą, zatym 1/[M—g(x)] może być nie- 
ciągła tylko w tych punktach, w których mianownik równa 
się zeru (Przykł. XL, 1.). Takim jest właśnie punkt, w któ- 
rym M=yg(x). W taki sam sposób okazać można, że istnieje 
punkt, w którym m=q(z). 

Dowód ten jest dość subtelny, to też wskażemy wkrótce 
dowód bezpośredni tego twierdzenia. 


Przykłady XLI. 1. Jeżeli przy x=0 mamy g(x)=0, przy innych 
zas wartościach zmiennej x, mamy 4(r)=l/«x, wówczas (æ) nie posiada 
ani górnego ani dolnego kresu w żadnym przedziale, którego punktem 
wewnętrznym jest z=0, np. w przedziale (—1, +1). 

2. Jeżeli przy «=0 mamy y(x)=0, przy innych zaś wartościach 
x mamy ọ(x)=l/x?, wówczas w przedziale (—1, +1) funkcja g(x) posiada 
kres dolny =0, ale nie posiada kresu górnego. 

3. Niech będzie o(x)=0 przy x=0 oraz yg(x)=sin(1/x) przy wszel- 
kich innych wartościach na œ. Funkcja y(x) jest nieciągła przy x=0. 
W każdym przedziale (—8, +8) ma ona kres dolny =—1 i kres górny 
=+1; te dwie wartości przybiera ona nieskończenie wiele razy. 

4. Niech będzie q(x)=x—[x|. Jest to funkcja nieciągła przy 
wszystkich całkowitych wartościach na a. W przedziale (0, 1) dolny jej 
kres —0, górny zaś =l. Funkcja przybiera wartość 0 przy %x=0 lub 
x=}, ale nigdy nie przybiera wartości 1. 

5. Niech będzie ę(x)=0 przy x niewymiernym oraz y(x)=4, jeżeli 
«=pjq, gdzie p,q są to liczby całkowite. Funkcja ę(x) posiada dolny 
kres 0, ale niema kresu górnego. Gdyby przy «a=p/q było o(x)=(—1)?.q, 
wówczas (Œ) nie miałaby ani dolnego, ani górnego kresu w żadnym 
przedziale. 


96. O wahaniu się funkcji w przedziale. Niech y(zr) 
oznacza dowolną funkcję, ograniczoną w przedziale (a, b), 
a M, m niech stanowią jej górny i dolny kres. Te dwie liczby 
będziemy teraz oznaczali symbolami M(a, b), m(a, b), a to w tym 
celu, żeby uwydatnić zależność kresów od liczb a, b. Różnicę 


O(a, b)=M(a, b)—m(a, b) 
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nazwiemy oscylacją (wahnięciem) funkcji ọ(x) w przedziale 
(a, b). 

Najprostsze własności tych liczb M(a, b), m(a, b), O(a, b) 
są następujące: 

(1) Jeżeli agc<b, wówczas M(a, b) równa się większej 
z dwuch liczb M(a, c) i M(c, b), natomiast m(a, b) równa stę 
mniejszej z dwuch liczb m(a, e) 4 m(e, b). 

(2) M(a, b) jest funkcją rosnącą zmiennej b, m(a, b) jest 
funkcją malejącą, a Ola, b) jest funkcją rosnącą tej samej zmien- 
nej b. 

(3) Ola, b) O(a, e)-+-O(e, b). 

Dwa pierwsze twierdzenia wypływają bezpośrednio z na- 
szych określeń. Oznaczmy przez w większą z dwuch liczb 
Mf(a, c), Mc, b) i niech będzie ò dowolna liczba dodatnia. W ta- 
kim razie musi być g(r)<u zarówno w przedziale (a, e), jak 
w (c, b), a więc i w całym przedziale (a, b). Obok tego musi 
być ę(x)>vu— 8 dla pewnych punktów przedziału (a, c) lub 
przedziału (c, b), a więc i całego przedziału (a, b), Stąd wyni- 
ka, że M(a, bj=v. W taki sam sposób ustalamy analogiczną 
własność liczby m. Dowiedliśmy tedy twierdzenia (1); twier- 
dzenie (2) jest prostym wnioskiem z niego. 

Oznaczmy teraz przez M, i M, odpowiednio większą 
i mniejszą z dwuch liczb Mffa,c), M(e, b); tak samo m, i m, 
niech będą mniejszą i większą z dwuch liczb m(a, e), m(c, b). 
Ponieważ c należy do obu przedziałów, zatym y(c) nie jest 
większe od M, i nie jest mniejsze od m,. Musi więc być 
M,żm, i mamy 

O(a,b)=M m, SM HM, — m —m,. 
Ale O(a, e) + O(c, b)=M +M, —m, —m,, 
a stąd wypływa twierdzenie (3). 

97. Inny dowód twierdzenia 2, $ 95. Niech ¢ oznacza dowolną 
liczbę przedziału (a, b). Funkcja Ma, 6) rośnie stale wraz z ¢ i nigdy 
nie przekracza M. Możemy tedy zbudować przekrój liczb 6, zaliczając 
do niższej klasy L wszystkie te liczby ¢, dla których Mda, $)< M, do 
wyższej zaś klasy R te liczby 4, dla których M(a, $)=M. Niech p będzie 


liczbą, odpowiadającą temu przekrojowi. Jeżeli a<pf<b, to przy wszel- 
kim dodatnim 4 mamy 


M(a, 8-1 < M, M(a, 8+19)=M, 
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a więc (tw. (1), $ 96) 
M-n, B+ =M. 


Tak więc, gdy z jest dowolnie blizkie 8, funkcja (æ) przybiera war- 
tości dowolnie zbliżone do M, że zaś (x) jest ciągła, zatym musi być 
ę(8)=M. 

Jeżeli B=a, to M(a,a+4)=M. Jeżeli $=b, to M(a, b— r) < M, czyli 
M(b—'n,b)=M. Obu tych przypadków łatwo dowieść. 

Twierdzenia można dowieść również przez dzielenie przedziału na 
połowy (jak w $ 64). Jeżeli przedział PQ, w którym M jest górnym kre- 
sem funkcji (x), podzielimy na połowy, wówczas w jednej z tych połó- 
wek P,Q, to samo M musi być znów górnym kresem naszej funkcji. Po- 
stępując dalej w taki sam sposób, utworzymy ciąg przedziałów PQ, P,Q, 
PQ,- takich, że w każdym z nich górnym kresem funkcji (x) będzie 
liczba M. Te przedziały dążą do pewnego punktu 7; łatwo dowieść, że 
w tym punkcie 4(x) przybiera wartość M. 


98. O zbiorach przedziałów na prostej. Twierdzenie 
Heinego-Borela. Dowiedziemy teraz kilku twierdzeń, dotyczą- 
cych oscylacji funkcji. Twierdzenia te są oderwane, ale bar- 
dzo doniosłe, szczególnie w teorji całkowania. Wszystkie one 
zależą od pewnego ogólnego twierdzenia, dotyczącego prze- 
działów na prostej. 

Przypuśćmy, że mamy daną mnogość przedziałów na pro- 
stej. Nie czynimy żadnych założeń co do rodzaju tych prze- 
działów: może ich być liczba skończona lub nieskończenie wie- 
le, mogą one zachodzić na siebie lub nie zachodzić *), niektóre 
z nich mogą być zawarte w innych. 

Może nie od rzeczy będzie podać kilka przykładów mnogości prze- 
działów. 

(1) Jeżeli przedział (0, 1) podzielimy na n równych części, otrzy- 
mamy mnogość skończoną, złożoną z n przedziałów, nie zachodzących 
na siebie i dokładnie pokrywających cały odcinek. 

(2) Każdemu punktowi ¢ przedziału (0, 1) podporządkujmy prze- 
dział (5—e, $+-e), gdzie e jest liczbą dodatnią mniejszą od 1; punktowi 0 
podporządkujmy przedział (0, 0-+-e), a punktowi 1 przedział (l—e, 1). 
Prócz tego odrzućmy każdą część przedziału, wystającą poza punkty 0 
il. Określiliśmy w ten sposób nieskończoną mnogość przedziałów, śród 
których jest wiele zachodzących na siebie, 


*) Wyrazu „zachodzić na siebie“ użyliśmy w zwykłym znaczeniu: 
dwa odcinki zachodzą na siebie, jeżeli mają spólne punkty oprócz swych 
krańców. Np. przedziały (0, *5) oraz (s, 1) zachodzą na siebie. Nato- 
miast o przedziałach (0, '/,) i (1⁄2, 1) można powiedzieć, że stykają się. 

Wykład czystej matem. 14. 
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(3) Każdemu punktowi wymiernemu p/q przedziału (0,1) podpo- 
rządkujmy przedział 


gdzie e jest liczbą dodatnią mniejszą od 1. Uważajmy O za 0/1, a 1 za 
1/1] i odrzućmy części przedziałów, wystajace poza punkty 0, 1. Otrzy- 
mujemy nieskończoną mnogość przedziałów zachodzących na siebie, gdyż 
w przedziale, podporządkowanym punktowi p/q, istnieje nieskończenie 
wiele punktów wymiernych różnych od p/q. 

TWIERDZENIE HEINEGO-BORELA. Przypuśćmy, że mamy da- 
my przedział (a, b) oraz mnogość M przedziałów, z których każdy 
zawiera się w przedziale (a,b). Przypuśćmy dalej, że mnogość M 
posiada następujące własności: 

(1) każdy punkt wewnętrzny przedziału (a, b)*) jest zarazem 
punkiem wewnętrznym przynajmniej jednego przedziału mnogości M; 

(2) punkt a jest lewym krańcem przynajmnie) jednego prze- 
działu mnogości, t tak samo punkt b jest prawym krańcem przy- 
najmniej jednego przedziału tej samej mnogości, 

Jeżeli te dwa warunki są spełnione, wówczas można z mno- 
gości M wybrać skończoną liczbę przedziałów, tworzących nową 
mnogość, która posiada własności (1) i (2). 


Wiemy, że a jest lewym krańcem przynajmniej jednego 
przedziału mnogości M, np. przedziału (a, a,). Wiemy również, 
że a, leży wewnątrz przynajmniej jednego przedziału tej mno- 
gości, powiedzmy przedziału (a,', a,). Tak samo a, leży we- 
wnątrz przedziału (a, a,) tej samej mnogości, itd. 

Rzecz jasna, że jeżeli po skończonej liczbie takich kro- 
ków, np. po n krokach, dojdziemy do punktu a,, zlewającego 
się z punktem b, wówczas twierdzenie zostanie dowiedzione, 
gdyż otrzymamy skończony zbiór przedziałów, wybra- 
nych z mnogości M i posiadających rzeczone dwie własności. 
Jeżeli jednak a, nie zlewa się nigdy z b, wówczas punkty 
dy, dy, Qz,... muszą dążyć do jakiegoś punktu granicznego, 
gdyż każdy następny leży w prawo od poprzedniego, ale nie 
jest z góry wykluczone, że ten punkt graniczny leży gdziekol- 
wiek na odcinku (a, b). 


SA Ik, le punkt, należący do przedziału (a, b), lecz różny od jego 
krańców. 


www.rcin.org.pl 


- 211 — 


Przypuśćmy, że zastosowaliśmy powyższe postępowanie 
na wszelkie możliwe sposoby, czyli otrzymaliśmy wszelkie 
możliwe zbiory punktów typu a,, dy, a,,... Dowiedziemy, że 
istnieje śród tych zbiorów przynajmniej jeden, który dosięga punk- 
tu b po skończonej liczbie kroków. 

O każdym punkcie é, należącym do przedziału (a, b), mo- 
żemy powiedzieć jedno z dwojga: (1) albo 6 leży w lewo od 
jakiegoś punktu a,, należącego do jednego z tych zbiorów, 
(2) albo też rzecz się ma przeciwnie, t.j. ć nie leży w lewo od 


Rys. 41. 


żadnego punktu a, żadnego z tych zbiorów. Wszystkie punkty £ 
możemy podzielić na dwie klasy Z, R, zaliczając do Z te punk- 
ty, które spełniają warunek (1), do R zaś te, które spełniają 
warunek (2) Klasa L niewątpliwie istnieje, gdyż wszystkie 
punkty przedziału (a,a,) należą do niej. Postaramy się do- 
wieść, że klasa R nie istnieje. 

Gdyby istniała klasa R, wówczas L leżałaby w lewo od 
R i dwie te klasy wyznaczałyby przekrój w dziedzinie liczb 
rzeczywistych, należących do przedziału (a, b). Temu przekro- 
jowi odpowiadałaby jakaś liczba 6,. Punkt é należałby do ja- 
kiegoś przedziału mnogości M, powiedzmy do przedziału ($, £'). 
Punkt ¢' należałby do Z, t.j. musiałby leżeć w lewo od jakie- 
goś wyrazu a, jednego z naszych zbiorów. Ale w takim razie 
mamy prawo założyć, że przedziałem (¢', £") jest przedział 
(a; A,;.1), ktory został podporządkowany punktowi a, przy 
omówionej poprzednio konstrukcji zbioru aj, a, a,,... Wszyst- 
kie punkty, leżące w lewo od $”, leżą w lewo od a„.,, zatym 
z prawej strony punktu & istnieją punkty, należące do klasy 
L, co przeczy określeniu klasy R. Wobec tego klasa Æ nie 
może istnieć. 

Tak więc każdy punkt ć należy do klasy Z. Otóż b jest 
prawym krańcem jakiegoś przedziału, należącego do mnogości 
M, powiedzmy przedziału (b,, b), a zarazem należy do Z. W ta- 
kim razie w zbiorze a;, a, a,... istnieje wyraz a, taki, że 
a,>b,. Przedział (az, a„,1), który chcemy podporządkować 
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punktowi a,, możemy utożsamić z przedziałem (b,, b) i w ten 
sposób otrzymamy zbiór, którego wyraz następujący po n-tym, 
czyli wyraz a,,1 zlewać się będzie z b, jednym słowem otrzy- 
mamy skończony zbiór przedziałów, posiadający dwie rzeczo- 
ne własności. 

Zbadajmy teraz przedziały, o których mówiliśmy na po- 
czątku niniejszego paragrafu. 

(1) Przedział ten nie czyni zadość warunkom twierdze- 
nia: punkty 1n, 2/n, 3/n,.. nie leżą wewnątrz żadnego prze- 
działu mnogości M. 

(2) Ten przedział czyni zadość warunkom twierdzenia. 
Zbiór przedziałów 


(U,2e), (s, 8z), (2s, 48), ....(1—2s, 1), 


podporządkowanych punktom e, Że, 3e,..., l—e posiada dwie 
rzeczone własności. 

(3) W tym przykładzie możemy dowieść, że przy dosta- 
tecznie małym e istnieją punkty przedziału (0, 1), nie leżące 
wewnątrz żadnego przedziału mnogości M. 

Gdyby każdy punkt przedziału 0, 1), z wyjątkiem, oczy- 
wiście, krańców, leżał wewnątrz jednego z przedziałów mno- 
gości M, moglibyśmy wybrać z tej mnogości skończony zbiór 
przedziałów, posiadających tę samą własność, a przytym takich, 
że suma ich byłaby większa od 1. Otóż mamy dwa przedziały 
o długości =2e, dla których q=1, oraz 4—1 przedziałów, pod- 
porządkowanych każdej innej wartości q i takich, że ich dłu- 
gość =. Wobec tego suma jakiejkolwiek skończonej 
liczby przedziałów mnogości M nie może być większa od ilo- 
czynu 2s przez sumę szeregu 

l TAE RER SENN 
ros "337 43 


(W rozdziale VIII dowiedziemy, że szereg ten jest zbieżny). 
Tak więc przy dostatecznie małym e, założenie, że każdy punkt 
przedziału (0, 1) lezy wewnątrz jednego z przedziałów mnogo- 
ści M, prowadzi do sprzeczności. 

Czytelnikowi wyda się może, że ten dowód jest zbyt dłu- 
gi, że istnienie w przedziale (0, 1) punktów, nie leżących we- 
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wnątrz żadnego przedziału mnogości M, wynika odrazu z fak- 
tu, iż suma wszystkich przedziałów tej mnogości jest mniejsza 
od 1. Ale taki dowód byłby oparty na twierdzeniu wcale nie 
oczywistym (w przypadku nieskończenie wielu przedziałów), 
którego nie można dowieść bez pomocy tw. Heinego-Borela 
lub jakiegoś innego równoważnego mu. 


99. Zastosujmy teraz tw. Heinego-Borela w celu ustale- 
nia dwuch bardzo ważnych twierdzeń, dotyczących oscylacji 
funkcji ciągłej. 


TWIERDZENIE 1. Jeżeli funkcja (x) jest ciągła w przedzia- 
le (a, b), możemy ten przedział podzielić na skończoną liczbę pree- 
działów (a, £i), (£1, Zy). Ln; b) takich, że w każdym z nich oscy- 
lacja funkcji g(«) będzie mniejsza od dowolnej, z góry zadanej 
liczby dodatniej 8. 

Niech é będzie dowolną liczbą, zawartą między a i b. Po- 
nieważ (x) jest ciągła przy x=6, zatym możemy znaleźć taki 
przedział (£—e, $-|-e), że oscylacja funkcji będzie w nim mniej- 
sza od 8. Rzecz jasna, że dla każdego $ i dla każdego ð istnie- 
je nieskończenie wiele takich przedziałów, gdyż jeśli jakaś 
liczba e czyni zadość wymienionemu warunkowi, to każda licz- 
ba mniejsza od s tymbardziej musi mu czynić zadość. Wybór 
wartości na e zależy, oczywiście, od ć; nie mamy narazie po- 
wodu do myślenia, że jakakolwiek wartość na e, odpowiadają- 
ca pewnej oznaczonej wartości na 6, czyni zadość naszemu wa- 
runkowi przy innych wartościach na $. Przedziały, związane 
w ten sposób z punktem 6, nazwiemy „przedziałami dla ð 
i punktu 87. 

Jeżeli =a, możemy wyznaczyć przedział (a, a-|-e), a więc 
i nieskończenie wiele takich przedziałów, które posiadają rze- 
czoną własność. Nazwiemy je „przedziałami dla ò i punktu a”. 
W taki sam sposób wyznaczamy „przedziały dla 8 i punktu b”. 

Weźmy teraz pod uwagę mnogość M przedziałów, złożo- 
ną ze wszystkich „przedziałów dla ô i dla wszystkich punktów 
przedziału (a, b)”. Mnogość ta czyni zadość warunkom twier- 
dzenia Heinego-Borela: każdy punkt wewnętrzny przedziału 
(a, b) jest zarazem punktem wewnętrznym przynajmniej jedne- 
go przedziału mnogości M, każdy zaś z punktów a i b jest 
krańcem przynajmniej jednego przedziału tej mnogości. Może- 
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my tedy wyznaczyć mnogość skończoną MW’ przedziałów, po- 
siadających te same własności i wybranych z pośród mnogo- 
ści M. 

W przypadku ogólnym przedziały mnogości M' zachodzą 
na siebie (jak na rys. 42). Ich punkty krańcowe dzielą prze- 
dział (a, b) na skończoną mnogość M” przedziałów, z których 
każdy zawiera się w jakimś przedziale mnogości M’ i odzna- 


cza się tym, że oscylacja funkcji ę(x) jest w nim mniejsza od ô. 
W ten sposób dowiedliśmy twierdzenia 1. 


TWIERDZENIE 2. Do każdej, z góry zadanej liczby 8 możemy 
dobrać taką liczbę r, że gdy podzielimy przedział (a, b) w dowolny 
sposób na przedeiały krótsze od n, wówczas oscylacja funkcji læ) 
bedzie w każdym z mich mniejsza od ò. 


Obierzmy 8,<460 i zbudujmy, jak w twierdzeniu 1, skoń- 
czoną mnogość m przedziałów takich, żeby w każdym z nich 
oscylacja funkcji (x) była mniejsza od 8,. Niech 4 będzie dłu- 
gością najkrótszego przedziału mnogości m. Możemy podzielić 
przedział (a, b) na części krótsze od 4, każda z tych części mu- 
si leżeć całkowicie wewnątrz conajwyżej dwuch przedziałów 
mnogości m. Wobec tego, na mocy (3), $ 96, oscylacja funkcji 
(x) w każdej części, krótszej od 7, nie może być większa od 
podwojonej oscylacji tej funkcji w przedziale, należącym do 
mnogości m, czyli musi być mniejsza od 20, < ò. 

Twierdzenie to ma zasadniczą wagę w teorji całek okre- 
ślonych (rozdział VII). Bez tego twierdzenia (lub innego, rów- 
noważnego mu) niepodobna dowieść, że funkcja, ciągła w prze- 
dziale, musi posiadać w tym przedziale całkę. 


100. O funkcjach ciągłych kilku zmiennych. Pojęcia 
ciągłości i nieciągłości można rozszerzyć na funkcje kilku 
zmiennych niezależnych. Powstają tu jednak kwestje o wiele 
trudniejsze i bardziej złożone od tych, które roztrząsaliśmy 
w niniejszym rozdziale. Nie możemy tych kwestji szczegóło- 
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wo rozważać, niemniej jednak musimy ustalić pojęcie funkcji 
ciągłej dwuch zmiennych. 


Funkcja f(x, y) dwuch zmiennych x, y nazywa się ciągłą 
przy =$, y=Ņ, jeżeli do każdej dowolnie zadanej liczby dodatniej 8 
możemy dobrać taką liczbę z(8), że przy 

0<|1—ć|<e(8) oraz Os y-n <e(0) 
mamy gim, 9) —g(6, n) <. 

Innemi słowy: funkcja f(x, y) nazywa stę ciągłą przy «=, 
y=n, Jeżeli możemy wykreślić kwadrat, którego boki równają się 
2e(0) å są równoległe do osi spółrzędnych, a środek leży w punkcie 
(6, n), t jeżeli wartość funkcji (x, y) w każdym punkcie, leżącym 
wewnątrz lub na konturze tego kwadratu różni stę od pÉ, n) mniej 
miż o 8. 

W określeniu tym zakładamy, że funkcja y(z, y) jest okre- 
ślona we wszystkich punktach kwadratu, a w szczególności 
w punkcie (£, 4). Określenie to wypowiadają niekiedy w na- 
stępującej postaci: íx, y) jest funkcją ciąglą prey 1=$, Y=9, 
jeżeli ę x, y)— pÉ, n), gdy rż, a y>r w dowolny sposób. 

Ta forma określenia jest pozornie prostsza, ale zawiera 
zdania, których znaczenie nie zostało wyjaśnione i które da- 
dzą się wyjaśnić dopiero zapomocą nierówności takich, jak 
użyte przez nas w poprzednim określeniu. 

Z łatwością dowieść można, że suma, iloczyn oraz (w ogól- 
nym przypadku) iloraz funkcji ciągłych dwu zmiennych są funk- 
cjami ciągłemi. Wielomian całkowity dwu zmiennych jest cią- 
gły przy wszelkich wartościach tych zmiennych. Wszystkie 
funkcje dwu zmiennych z, y, jakie najczęściej spotykamy w ele- 
mentarnych zagadnieniach analizy, są naoyół ciągłe, to znaczy, 
że bywają nieciągłe tylko dla pewnych szczególnych par war- 
tości x, y. 

Czytelnik powinien dokładnie zdać sobie sprawę z tego, że powie- 
dzenie: „funkcja (x, y) jest ciągła względem obu zmiennych“ zawiera 
coś więcej niż powiedzenie: „funkcja (x, y) jest ciągła względem każdej 
zmiennej z osobna“. Jeżeli funkcja v(x,y) jest ciągła względem obu 
zmiennych a, y, to musi być ciągła względem zmiennej x (lub y), gdy 
druga zmienna y (lub x) ma jakąkolwiek stałą wartość, ale twierdzenie 


odwrotne nie jest słuszne. Weźmy np. pod uwagę funkcję, określoną 
w następujący sposób: 
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pix, y)=0, gdy x lub y równają się zeru, 


cy ' ; i TE- 
lx, y)=— gdy ani x, ani y nie równają się zeru. 


© --y 


ah 


Jeżeli y ma stałą wartość, to (æ, y) jest funkcją ciągłą zmiennej x, 
a w szczególności jest funkcją ciągłą przy x=0, gdyż przy a=0 mamy 
elx, y)=0, a przy «+0 mamy y(x, y)->0. Tak samo dowieść można, że 
ẹ(x, y) jest funkcją ciągłą zmiennej y, jeżeli « ma stałą wartość. Ale 
ta sama funkcja y(a, y), rozpatrywana jako funkcja dwu zmiennych, jest 
nieciągła w punkcie x=0, y=0. Istotnie, w tym punkcie wartość jej =0, 
jeżeli zaś x i y dążą do zera wzdłuż prostej y=ax, wówczas 


2a. h 
ls, y)= Ipa , limę(a. y)=——. 


i ta granica może być dowolną liczbą, zawartą między —1 a +1. 


101. O funkcjach uwikłanych. W rozdziale II natrafiliśmy już 
na pojęcie funkcji uwikłanej. Jeżeli np. x i y związane są z sobą za- 
leżnością 

y—ay-y—c=0 . . . . . . . . . (1) 
nazywamy y funkcją uwikłaną zmiennej z. 

W rozdziale [I zakładaliśmy, że takie równanie dokładnie określa y 
jako funkcję zmiennej x, w rzeczywistości jednak założenie to wcale nie 
jest oczywiste. Musimy teraz zbadać tę sprawę nieco dokładniej. 

Wprowadzimy najpierw pewien dogodny termin. Przypuśćmy, że 
punkt (a, b) możemy otoczyć takim kwadratem, że dla każdego punktu 
tego kwadratu spełniony jest pewien warunek. Taki kwadrat nazwiemy 
otoczeniem punktu (a. b) i powiemy, że rzeczony warunek jest spełniony 
w otoczeniu albo w pobliżu punktu (a, b). Rozumieć przez to będziemy, 
że można znaleźć jakiś kwadrat, w którym ten warunek jest spełniony. 
Rzecz jasna, że ten sam termin da się zastosować do funkcji jednej 
zmiennej, z tą tylko różnicą, że zamiast kwadratu wypadnie brać pod 
uwagę odcinek prostej. 

'PWIERDZENIE. *) Jeżeli funkcja f(x,y) dwuch zmiennych x, y spełnia 
trzy następujące warunki: 

(1) f(x, y) Jest ciągła w otoczeniu punktu (a, b), 

(II) f(a, b)=0, 

(U) przy wszelkich wartościach x w pobliżu a, funkcja f (æ, y) jest sta- 
le rosnącą funkcją (w ściślejszym znaczeniu wyrazu) zmiennej y (porów. § 88), 

wówczas (1) istnieje jedna tylko funkcja y=o(x), która, podstawiona za- 
miast y do równania f(x, y)=0, czyni mu zadość przy wszelkich wartościach 
na « w pobliżu a, 


*) W, H. Young, Proceed. London Mathem. Society, New Series, vol. 
VII, p. 404. 
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(2) p(x) jest funkcją ciągłą przy wszelkich wartościach na x w po- 
bliżu a. 


Na rysunku P jest punktem (a, b), kwadrat zaś przedstawia „oto- 
czenie“ punktu (a, b), w którym to otoczeniu spełnione są warunki (I) 
i (III). Jeżeli punkty Q, R obierzemy tak, jak na rysunku, wówczas z (II) 
wyniknie, że f(x, y) ma wartość dodatnią w punkcie Q, a ujemną w punk- 
cie R. Ponieważ f(x, y) jest funkcją ciągłą zarówno w Q, jak w R, mo- 
żemy zatym poprowadzić równolegle do osi x-ów odcinki QQ”, RR’ w ten 
sposób, że odcinek Q'R’ będzie równoległy do osi y-ów i że f(x,y) bę- 
dzie przybierać wartości dodatnie wzdłuż odcinka QQ’, ujemne zaś wzdłuż 
odcinka RR’. W szczególności f(x,y) musi mieć wartość dodatnią 
w punkcie Q', ujemną zaś w R', a więc, na mocy własności (HI) i § 98, 


Rys. 43. 


funkcja f(x, y) w jednym i tylko w jednym punkcie odcinka Q'R' musi 
równać się zeru. Niech punktem tym będzie P'. W taki sam sposób 
na każdym odcinku, równoległym do osi rzędnych i zawartym między 
RR' a QQ', wyznaczymy po jednym punkcie, w którym f(x, y)=0. Rzecz 
jasna, że tę samą konstrukcję można byłoby wykonać w lewo od odcin- 
ka QR. Zbiór wszystkich punktów takich, jak P’, daje nam wykres żą- 
danej funkcji y=q(z). 

Musimy jeszcze dowieść, że (œ) jest funkcją ciągłą. W tym celu 
najlepiej jest odwołać się do pojęcia granicy wyższej i niższej funkcji 
o(x), gdy x*a ($ 89). Przypuśćmy, że gdy «a=a, funkcja (x) posiada 
granicę niższą A i wyższą v. Rzecz jasna, że punkty (a,h) i (a,v) leżą 
na QR. Możemy przytym znaleźć taki ciąg wartości z, że (x)>4, gdy 
«wa poprzez liczby tego ciągu, a ponieważ fix, o(x)i=0, funkcja zaś 
f(x, y) jest funkcją ciągłą zmiennych z, y, zatym 


f (a, )=0. 


Mamy tedy A=—b. W taki sam sposób wykazujemy, że v=b. Stąd wyni- 
ka, że p(x) dąży do granicy b, gdy aa, i że zatym q(x) jest funkcją ciągłą 
w punkcie ca=a. W taki sam sposób dowodzimy, że w otoczeniu punk- 
tu a funkcja g(x) jest ciągła przy wszelkich wartościach æ. 

Rzecz jasna, że twierdzenie pozostanie słuszne, jeżeli w warunku 
(HI) zastąpimy wyraz „rosnący“ przez wyraz „malejący“. 
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Dla przykładu zbadajmy równanie (1) na str. 216 , zakładając a=0, 
b=0. Rzecz oczywista, że warunki (I) i (II) są spełnione. Prócz tego 
przy dostatecznie małych wartościach na x, y i y' znak różnicy 


f(2,9)-Fa y =y y Ny yy yy yy ty" —0—1) 
jest przeciwny znakowi różnicy y—y. Wobec tego spełniony jest waru- 
nek (III), w którym wyrazy „funkcja rosnąca“ zastąpiliśmy przez „funk- 
cja malejąca“. Stąd wynika, że istnieje jedna i tylko jedna funkcja cią- 
gła y, która równa się zeru przy x=0 i czyni zadość tożsamościowo rów- 
naniu (1). 
Do tego samego wniosku doszlibyśmy, badając funkcję 


YPG =P>W=U. 
W tym wypadku szukaną funkcją jest 


y= ll +e V 1 +ówra?), 
w której bierzemy dodatni pierwiastek kwadratowy. 


102. O funkejach odwrotnych. Przypuśćmy w szczególności, 
że f(x, y) ma kształt F(y)—x. W takim razie mamy następujące twier- 
dzenie: 


Jeżeli F(y) jest funkcją zmiennej y. ciągłą w pobliżu y=b i stale ro- 
snącą (lub stale malejącą) w ściślejszym znaczeniu tego wyrazu, i jeżeli F(b)=a, 
wówczas istnieje jedna tylko funkcja ciągła y=yę(x), która równa się b przy 
©=a i czyni zadość tożsamościowo równaniu F(y)=x w pobliżu a=a. 


Funkcję w ten sposób określoną nazywamy funkcją odwrotną wzglę- 
dem F(y). 

Przypuśćmy np., że y$=a, a=0, b=0. Wszystkie warunki twier- 
dzenia są spełnione, wobec czego x=x,y jest funkcją odwrotną. 

Gdybyśmy założyli, że ył=a, to warunki twierdzenia nie byłyby 
spełnione, gdyż y? nie jest funkcją stale rosnącą zmiennej y w przedzia- 
le, zawierającym wartość y=0: funkcja ta rośnie przy y dodatnim, male- 
je zaś przy y ujemnym. Jakoż wniosek naszego twierdzenia w tym wy- 
padku nie jest słuszny, lecz równanie y*=« wyznacza dwie funkcje, mia- 
nowicie r=yy, c=— vy. Obie te funkcje równają się zeru przy s=0 
i obie są określone tylko dla dodatnich wartości zmiennej x, tak iż rów- 
nanie ma czasem dwa rozwiązania, czasem zaś nie ma żadnego. 

Czytelnik zbada w taki sam sposób ogólniejsze równanie 


2 0 +. 
y “=m, y” =. 


Inny ciekawy przykład mamy w równaniu 


y —y—c=0. 
Tak samo równanie 
sin y=x 


posiada jedno rozwiązanie, mianowicie arcsing, i rozwiązanie to równa 
się zeru, gdy x=0. W danym wypadku istnieje wprawdzie nieskończe- 
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nie wiele innych rozwiązań, ale te nie czynią zadość postawionemu przez 
nas warunkowi 

Czytelnik powinien poszukać bezpośredniego dowodu naszego twier- 
dzenia, a więc dowodu, niezależnego od $ 101. Powinien on też dowieść, 
że funkcja odwrotna jest również stale rosnąca (lub malejąca). 


ZADANIA DO ROZDZIAŁU V. 


1. Jeżeli ani a, ani b nie równają się zeru, wówczas 
ax" +ba""'-+..+k=ax"(1+ez), 
gdzie e, jest liczbą małą pierwszego rzędu, gdy x jest dużą liczbą. 
2. Jeżeli a-F0 i P(r)=ax" ba" "'+...+k, wówczas, przy dostatecz- 
nie wielkich wartościach z, wartość liczbowa wielomianu P(x) ma ten 


sam zak, co a. To samo da się powiedzieć o różnicy P(x-+4) — P(x), gdzie 
A jest dowolną stałą. 


3. W ogólności mamy 
(ac” +b"! +... +k) (Ax" + Bx" +...+ K)=a+-(B/2)(1-+ex), 
gdzie u=a/4, B=(bA—aB)/A?, a e, jest liczbą małą pierwszego rzędu, gdy 
x jest dużą liczbą. Jakie przypadki szczególne mogą tu zachodzić? 
4. Funkcję (ax? +-ba +e)/(Aa?+ Bx+-C) przedstawić w postaci 


a-+-(8/x)+(r/x?)(1-+e„), gdzie s, jest liczbą małą pierwszego rzędu, gdy « 
jest dużą liczbą. 


5. Dowieść, że limyz|Va+a—vVal=lha. 
zo 


6. Dowieść, że Vata=y/ch'a(a//x)(1 + ez), gdzie e jest małą 
pierwszego rzędu, gdy x jest dużą liczbą. 
7. Wyznaczyć « i B w ten sposób, by przy «aw funkcja 
Vax?+2bx-- c—ux — B dążyła do zera. 
Dowieść, że 
: pm ac—b* 
lim z| v ast + żb0-0—uz—f]=—s"— . 
a 


8. Znależć lima| Væ? + Va'tl-wyŻ. 
g> © 
9. Dowieść, że (seca — tg x) +0, gdy z. 


10. Dowieść, że q(x)=l—cos(l—cosx) jest małą czwartego rzędu, 
jeżeli x jest małą liczbą. Znależć granicę, do której dąży y(x)/x*, gdy 
«c >0. 

11. Dowieść, że 4(x)=xsin (sinq2)-sin?a jest małą szóstego rzę- 
du, jeżeli x jest małą liczbą. Znaleźć granicę, do której dąży y(x)/x', 
gdy c >0. 

12. Z punktu P, leżącego na przedłużeniu promienia 0A, prowadzi- 
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my do koła styczną PT, a z punktu styczności T kreślimy TN prosto- 
padle do OA. Dowieść, że gdy P zbliża się nieograniczenie do A, wów- 
czas NA/AP+l1. 


13. Do łuku koła prowadzimy trzy styczne: dwie w jego końco- 
wych punktach, trzecią zaś w środkowym jego punkcie. Oznaczmy przez 
A pole trójkąta, utworzonego przez dwie pierwsze styczne i przez cięci- 
wę łuku, a przez A” pole trójkąta, utworzonego przez trzy styczne. Do- 
wieść, że 1/14, gdy długość łuku dąży do zera. 

sin(1 
14. Przy jakich wartościach a funkcja an) dąży do +œ lub 
c 
do —», gdy «+0. [Do +œ, gdy a>l; do —o, gdy a<—l; przy 
—l=a=l funkcja waha się.] 


15. Jeżeli ę(x)=1/g, gdy x=p/q, przy wszelkim zaśyniewymiernym 
x mamy y(x)=0, wówezas ę(x) jest funkcją ciągłą dla wszystkich niewy- 
miernych wartości zmiennej z, nieciągłą zaś dla wszystkich wymier- 
nych wartości x. 


16. Określamy funkcję (x) w następujący sposób: g(0)=0; przy 
0<x<1 mamy y(x)=l—a; g(1)=1. Dowieść, że funkcję tę można przed- 
stawić zapomocą wzorów 


I-r+le]-[l-«] oraz 1-ax— lim (cos***'r 


nn" 


w). 


17. Dowieść, że funkcja, przedstawiona na rys. 40, da się wyrazić 
za pomocą wzoru 
$-t h [21] h [1 -2r]. 


18. Niech będzie ọ(x)=xv przy x wymiernym oraz ş(x)=l—x przy 
x niewymiernym. Dowieść, że gdy « rośnie od 0 do 1, y(x) przybiera 
Taz i tylko raz jeden wszystkie wartości od 0 do 1, ale jest nieciągła 
przy wszelkich wartościach zmiennej x, z wyjątkiem tylko r=3. 


19. Gdy x wzrasta od = do 2 wówczas y=sinv jest funkcją 


ciągłą i rosnącą stale (w ściślejszym znaczeniu) od —1 do 1. Dowieść 
istnienia funkcji x=arcsiny, ciągłej i stale rosnącej, gdy y wzrasta od 
—1 do 1. 


20. Dowieść, że najmniejsza wartość liczbowa, jaką przybiera 
arctga przy różnych wartościach zmiennej y, jest funkcją ciągłą i stale 


rosnącą od -— do = gdy y przybiera wszelkie możliwe wartości rze- 
czywiste. 


21. Wzorując się na rozumowaniach $$ 101—102, zbadać rozwią- 
zania równań 


yoy-2=0, y=y-a=0, yy +z’ =0 


w otoczeniu punktu x=0, y=0. 
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22. Jeżeli ax?+2bxy+cy*+2dc--2ey=0 i jeżeli A=2bde— ae? — ced’, 
wówczas jedna wartość na y daje się wyrazić wzorem y=ax-+-fa*+-qa'(1-+-e-), 
gdzie a=—dje, B=4A/2e', r=(cd—be)A/2e5, 

a e, jest małą pierwszego rzędu, gdy œ jest małą liczbą. 

[Jeżeli y=ax+n, wówczas 

—2eq=a'x + 2ba(1 tax) +e(1-- ax)? =Aax*"+-2 Brq One. 

Rzecz jasna, że w jest małą drugiego rzędu, zy małą trzeciego rzę- 
du, a n? małą czwartego rzędu, i że —2en=4x?—(AB/eja*, przyczym błąd 
jest rzędu czwartego.] 


23. Jeżeli c=ay--by*”-+-cy*, wówczas jedna wartość na y da się wy- 
razić zapomocą wzoru 
y=aax-t-Ba* +ya?(1 +8), 
gdzie a=l/a, B=—b/a', q=(2b?—ac)a', a e, jest małą pierwszego rzędu, 
gdy x jest małą liczbą. 
24. Jeżeli r=ay-+by”, gdzie n jest liczbą całkowitą większą od 1, 
wówczas jedną wartość y możemy wyrazić zapomocą wzoru 
y=ax-+ Bo” ya? I(1 tez), 
gdzie a=1/a, ĝ=—b/a"t!, q=nbtja"""", a s, jest małą rzędu (n—1)-sze- 
. 80, gdy x jest małą liczbą. 
25. Dowieść, że najmniejszy dodatni pierwiastek równania zy=sinx 
jest funkcją ciągłą zmiennej y w przedziale (0, 1) i stale maleje od m do 
sin 
0, gdy y wzrasta od O do 1. |Jest to funkcja odwrotna względem p 
© 


zastosować § 102.] 
26. Najmniejszy dodatni pierwiastek równania cy=tga jest funk- 


cją ciągłą zmiennej y w przedziale (1, w) i rośnie stale od 0 do z gdy 


y rośnie nieograniczenie, poczynając od 1. 


www.rcin.org.pl 


ROZDZIAŁ VI. 
O POCHODNYCH I CALKACH. 


103. O pochodnych. Powróćmy do rozważania własno- 
ści, które intuicja nasza przypisuje krzywym. Widzieliśmy 
w poprzednim rozdziale, że najprostsza i najoczywistsza z nich 
jest związana z wrażeniem spójności, jakie czyni na nas krzy- 
wa. Tę własność ujęliśmy w formę ścisłego określenia, mia- 
nowicie określenia funkcji ciągłej. 

Krzywe, z któremi mamy do czynienia w matematyce ele- 
mentarnej, posiadają, oczywiście, wiele innych ciekawych wła- 
sności, a między innemi tę, że mają w każdym punkcie stycz- 
ną. W gieometrji elementarnej określamy nieraz styczną w punk- 
cie P, jako „graniczne położenie cięciwy PQ, gdy punkt Q 
zbliża się nieograniczenie do P”. Zakładamy przez to, oczy- 
wiście, istnienie „położenia granicznego”. Zbadajmy nieco do- 
kładniej to założenie. 

Na rys. 44 punkt P na krzywej jest stały, Q zaś jest 
punktem zmiennym; PM, QN są równoległe do osi y-ów, a pro- 
sta PR jest równoległa do osi x-ów. Spółrzędne punktu P 
oznaczmy przez z, y, spółrzędne punktu Q przez c--h, y--h. 
Rzecz jasna, że h może być liczbą dodatnią lub ujemną, zależ- 
nie od tego, czy N leży w prawo czy w lewo od M. 

Założyliśmy, że krzywa posiada w punkcie P styczną 
(czyli że istnieje w zupełności oznaczone „graniczne położenie” 
cięciwy PQ). Przypuśćmy, że styczna PT tworzy z osią x-ów 
kąt 4. Orzeczenie: „PT jest granicznym położeniem cięciwy 
PQ” będziemy uważali za równoznaczne z orzeczeniem: „kąt Ļ 
jest granicą, do której dąży kąt QPR, gdy Q dąży po krzy- 
wej do P z jednej lub z drugiej strony tego punktu”. Będzie- 
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my musieli rozróżnić dwa przypadki: jeden ogólny, drugi wy- 
jątkowy. 


Przypadek ogólny zachodzi wówczas, gdy pi gdy za- 
tym styczna PT nie jest równoległa do osi y-ów. W tym przy- 
padku % RPR dąży do granicy 4, a 


RQ 


PR =tg RFQ 


dąży do granicy tg vy. 


Y 


Rys. 44. 


~ BQ NQ—MP eeth ea) 
OB PR Z:MN=-"l" E RAM 
a więc lim PETOT a, 


SRR e a a ZAJ, | 
ħ—>0 h BY 


Zwracamy uwagę czytelnika, że we wszystkich powyż- 
szych równaniach uważamy wszystkie długości za opatrzone 
znakami (wobec czego RQ jest ujemne, jeżeli Q leży w lewo 
od P) i że dążenie powyższej funkcji od granicy nie jest za- 
leżne od znaku przy h. 

Tak więc założenie, że krzywa, będąca wykresem funkcji 
(x), posiada w punkcie P styczną, nie prostopadłą do osi z-ów, 
jest równoznaczne z założeniem, że y(x) posiada następującą 
własność: przy wartości x, odpowiadającej punktowi P, iloraz 
PSOE dąży do granicy, gdy h dąży do zera. 


Sformułowane w ten sposób założenie jest równoznaczne z trzema 
następującemi założeniami: 


g(r 44) olx) 


. s g(w—h)=z(2) 
zarówno jak LENA 2 


h -h 
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dążą do granicy, gdy h—>0, a przytym obie granice równają się sobie. 
Jeżeli te dwie granice istnieją, lecz nie równają się sobie, krzywa posia- 
da w punkcie P ostrze, jak na rys. 45. 

Przypuśćmy, że krzywa nasza posiada w każdym punkcie 
styczną, albo przynajmniej, że posiada styczną w każdym punk- 
cie pewnego łuku, odpowiadającego oznaczonemu przedziałowi 
zmienności z. Przypuśćmy dalej, że styczna ta nigdzie nie 
jest prostopadła do osi z-ów (gdybyśmy więc mieli do czynie- 
nia z kołem, wypadłoby poprzestać na rozważaniu łuków mniej- 
szych od półokręgu). Przy tych założeniach równanie kształ- 
tu (1) jest słuszne .dla każdej wartości x, należącej do rozwa- 
żanego przedziału. Każdej takiej wartości x odpowiada war- 
tość na tg; widzimy, że tg jest funkcją zmiennej z, okre- 
śloną dla wszystkich wartości x rozważanego przedziału, i że 
wartość tej funkcji możemy obliczyć, znając funkcję (x). Tę 
nową funkcję nazwiemy funkcją pochodną albo krócej: pochod- 
ną funkcji (a). Oznaczać ją będziemy symbolem 


g' (c). 


Działanie, polegające na obliczeniu ę'(x), gdy dana jest 
funkcja g(x), nosi dość niefortunną nazwę różniczkowania. 
Zanim przejdziemy do zbadania szczególnego przypadku, 
T 


w którym %$==>, postaramy się wyjaśnić na kilku przykładach 


D? 
pojęcie pochodnej. 

104. Kilka uwag ogólnych. (1) Istnienie pochodnej y9'(x) 
dla wszystkich wartości x przedziału asx<b wymaga, by funk- 
cja p(x) była ciągła w każdym punkcie tego przedziału. Istotnie 
p(1+ h)— elx) 

h 
równość lim ę(x--h)-=4(x), która stanowi istotę pojęcia ciągłości. 

(2) Mimowoli powstaje pytanie: czy twierdzenie odwrotne 
jest słuszne? Czy każda krzywa ciągła posiada w każdym 
swoim punkcie styczną i czy każda funkcja posiada pochodną 
dla każdej wartości x, przy której funkcja ta jest ciągła? *) 
Odpowiedź wypada przecząca; aby się o tym przekonać, wy- 


nie może dążyć do granicy, jeżeli nie zachodzi 


*) Pomijamy tu przypadek szczególny (który rozpatrzymy póź- 
niej), w którym styczna jest prostopadła do OX. 
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starczy wziąć pod uwagę krzywą, utworzoną przez dwie prze- 
cinające się proste (rys. 44). 


+ r- F; — olx 
Czytelnik odrazu spostrzeże, że Pera pe 


dąży do 
granicy tgß, jeżeli h>0 przez wartości dodatnie, do granicy 
zaś tga, jeżeli k>0 przez wartości ujemne. 


Możnaby powiedzieć, że krzywa nasza ma w punkcie P dwa różne 
kierunki. Są jednak przypadki, gdy krzywej ciągłej nie można przypi- 
sąć w danym punkcie żadnego określonego kierunku. Weźmy np. pod 
uwagę funkcję y=xsin(l/x). Funkcja ta nie jest określona przy a=0, 
a więc jest w tym punkcie nieciągła. Jeśli jednak określimy funkcję za- 
pomocą dwuch równań 

ę(x)=xsin(1/e) (0=F0), ę(x)=0 (x=0), 
otrzymamy funkcję, ciągłą w punkcie x=0. Wykres tej funkcji jest krzy- 
wą ciągłą. 

Ale (x) nie posiada pochodnej w punkcie x=0. Istotnie, pochod- 
na ę'(0) powinnaby równać się limię(h)—v(0)]/h czyli powinnaby rów- 
nać się limsin(1/h), a taka granica nie istnieje. 

Zostało nawet dowiedzione, że istnieją funkcje ciągłe, nie mające 
pochodnej dla żadnej wartości zmiennej niezależnej, nie możemy jednak 
zajmować się tą sprawą i odsyłamy czytelnika do obszernych kursów 
teorji funkcji. 

(3) Pomysł utworzenia funkcji pochodnej został nam nas 
sunięty przez rozważania gieometryczne, samo jednak pojęcie 
pochodnej jest absolutnie niezależne od pojęć gieometrycznych. 
Nie uciekając się do żadnych rozważań gieometrycznych, mo» 
żemy określić pochodną zapomocą równania 

ąz, PEETK) — plz) 

PR 8 
i powiedzieć, że przy oznaczonej wartości x funkcja g(x) ma 
pochodną albo nie ma pochodnej, zależnie od tego, czy istnie- 
je owa granica, czy też nie istnieje. Gieometrja krzywych 
jest tylko jedną z wielu dziedzin, w których stosujemy pojęcie 
pochodnej. 


Inne ważne zastosowanie pojęcia pochodnej mamy w mechanice. 
Przypuśćmy, że punkt porusza się po prostej w ten sposób, że w czasie 
t odległość jego od stałego punktu tej prostej wyraża się zapomocą wzo- 
ru s=z(t). Prędkość ruchomego punktu w chwili ż określamy jako 

o(t+h)— y(t) à 


lim —— 
R—0 h 


Wykład czystej matem. 15 
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Pojęcie prędkości jest właściwie iylko szczególnym przypadkiem 
pojęcia pochodnej. 


Przykłady XLII. |. Jeżeli 4(x)=stałej, wówczas 4'(x)=0. Obja- 
śnić zapomocą wykresu. 

2. Jeżeli y(c)=ax-+b, to p'(x)=a. Dowieść tego (I) na mocy okre- 
ślenia pochodnej, (II) zapomocą rozważań gieometrycznych. 

3. Jeżeli ę(a)=ax”, gdzie m jest liczbą całkowitą dodatnią, wów- 
czas g(c)==ma""". 

(ath "=a {m— 1) 

[Mamy 4(x)=lim r z =|imime""' + z 13 Dht th 

Zauważmy, że metody tej nie mamy prawa stosować do funkcji 
xP gdzie p/ą jest liczbą wymierną ułamkową, gdyż («--h)”" nie może- 
my przedstawić w postaci wielomianu (skończonego) zmiennej h. Później 
($ 111) przekonamy się, że wzór nasz i wtym wypadku pozostaje słuszny. 
Na razie czytelnik może ćwiczyć się w wyznaczaniu pochodnej poszcze 
gólnych funkcji o wykładniku ułamkowym, np. «1. 

4. Jeżeli o(x)=sina, to y'(x)=cosz, jeżeli zaś y(x)=c0osa, to 
ę'(z2) = —sin ©. 


g(054+h)—5(« 2 4 f hy 
[Jeżeli ẹ(x)=sin x, to dia 7 Ma) sin s cos( © 4 = J, granica 
(3 t - ` <r 


; A 
zaś tej funkcji przy h—>0 jest cosx, gdyż cos(x t z j> osr, 
sin(h/ 2) , 
a 
hi2 
5. Równanie stycznej Ł normalnej do krzywej y=4(x). Stycz- 
ną do krzywej w punkcie (av, yo) jest prosta, przechodząca przez ten 
punkt i tworząca z osią x-ów kąt v taki, że tgi=4g'(x,). Wobec tego 
równanie stycznej możemy napisać w postaci 


>1.] 


Y— yo=(x— xop (2%), 
a równanie normalnej (tj. prostej, prostopadłej do stycznej w punkcie 
styczności) w postaci 
(Y— yop (75) + 5— r= 0. 

Zakładamy przytym, że styczna nie jest równoległa do osi y-ów. 
Jeżeli natomiast styczna jest równoległa do osi y-ów, wówczas równania 
stycznej i normalnej są odpowiednio x=a, Y=Y0- 

6. Napisać równanie stycznej do paraboli r*=4ay w dowolnym 
punkcie tej krzywej. Jeżeli zy=2a/m, yo=a/m*, wówczas równanie stycz- 
nej w punkcie (xw, yo) ma kształt v=my+ (a/m). 


105. Wiemy już, że jeśli funkcja (x) jest nieciągła przy 
jakiejś wartości z, wówczas nie może ona mieć pochodnej przy 
tej wartości c. Np. funkcje 1/z, sin(1/x) it. p., które nie są 
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określone przy x=0, a więc są nieciągłe przy x=0, nie mogą 
mieć pochodnej przy x=0. Tak samo funkcja [x], która jest 
nieciągła przy wszystkich całkowitych wartościach na z, nie 
może mieć pochodnej przy tych wartościach na z. 
Funkcja [x] ma stałą wartość pomiędzy każdemi dwiema kolejne- 
mi wariościami całkowitemi na x. Wobec tego pochodna, którą możemy 
oznaczyć symbolem |x|, równa się zeru przy wszystkich wartościach 
niecałkowitych zmiennej x, przy całkowitych zaś wartościach na œ nie 
jest określona. Rzecz ciekawa, że tę samą własność posiada funkeja 
sinzz 
sinrz 
W Przykład. XL.r widzieliśmy, że najpospolitsze przy- 
padki nieciągłości związane są z wzorami kształtu ę(7) >oo 


Y 


Rys. 45. 


lub g(z)>—00. I w tych przypadkach funkcja nie ma pochod- 
nej przy pewnych, wyjątkowych wartościach na 2. 

Istotnie, w $ 104.1) mówiliśmy, że każdy punkt nieciągło- 
ści fumkcji p(x) jest również punktem mieciągłości pochodnej ę'(2). 
Twierdzenie odwrotne nie jest jednak słuszne, o czym łatwo 
przekonamy się, stając znów na punkcie widzenia gieometrycz- 
nym i badając ten szczególny przypadek, gdy wykres funkcji 
(x) posiada styczną, równoległą do osi y-ów. Można przytym 
rozróżnić kilka przypadków, z których najbardziej typowe zo- 
stały zobrazowane na rys. 45. W przypadkach (e) i (d) funk- 
cja ma z jednej strony punktu P dwie wartości, z drugiej zaś 
strony nie jest wcale określona. W takich wypadkach może- 
my uważać podwójne wartości, które funkcja 4(x) przybiera 
z jednej strony punktu 7, jako dwie różne funkcje (œ) i (£). 
Górną część krzywej będziemy uważali za wykres funkcji 4,(z). 
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Czytelnik przekonać się może z łatwością, że w przypad- 
ku (a) mamy 


RE = —adce 


gdy h—0; w przypadku (b) mamy 
OE O 


gdy h—0; natomiast w przypadku (c) 
DETUR og, QB SEL „EA 


w przypadku zaś (d) 
M O: BETH) | og, 
0 


Zresztą w przypadku (c) możemy brać pod uwagę tylko 
dodatnie wartości na h, w przypadku zaś (d) tylko ujemne; ten 
fakt sam przez się uniemożliwia istnienie w tych punktach po- 
chodnej (zgodnie z naszym określeniem funkcji pochodnej). 

Te cztery przypadki możemy zilustrować zapomocą nastę- 
pujących przykładów: 

(a) y=x; (b) y=—x, (e) y =x, (d) y=—x. 

Oczywista rzecz, że wyjątkową wartością zmiennej nie- 
zależnej jest tu z=0. 

106. Kilka reguł różniczkowania. We wszystkich twier- 
dzeniach niniejszego paragrafu zakładamy, że f(x) i F(x) mają 
pochodne w tym przedziale zmienności z, który rozważamy. 

(1) Jeżeli q(x)=f(x)--F(c), wówczas 

ę' (2)=f"(z)--F"(2). 
(2) Jeżeli q(x)=kf(x), gdzie k jest stałą, wówczas 
ę (c) =kf"(a). 

Czytelnik sam dowiedzie tych dwu twierdzeń, opierając 
sią na Przykł. XXXVIIL.1. 

(3) Jeżeli q(c)=f(x). F(x), wówczas 


ę (3)=f"'(2) . Fæ) +f). Fæ). 
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[(c--h)F (c--h) f(x) . E (©) 


Istotnie, ę'(x) = lim i 


A Prz F(x+h)—F (£) | aa [EEN 
=lim\/ HA) i HEF (2) h j 


=f(x). F'(æ@j+ F (£). f'(@) 


Az l 3 
(4) Jeżeli g(x)=„—- , wówczas 
Mz) 
f/x) 
TAGI 
Oczywiście należy rozumieć, że w rozważanym przedzia- 
le f(x)=z0. W takim razie mamy 


ę' (7): 


l jl (x)—f (z4 hh E, f'(x) 
hA f(arh)f(2) I = NACJI 


ę'(x) =lim 


eli NE t) EA 
(5) Jeżeli ę(2)=5r2)' wówczas 
zs l BF) F"'(2) .f(2) 
p (z)= TACIE . 
Wynika to odrazu z twierdzeń (3) i (4). 

(6) Jeżeli (x)= F[f(x)], wówczas 

ę'(1)=F"[f(x)] .f (z). 

Istotnie, niech będzie f(x)=y, f(z+h)=y-rk. Gdy h—90, 

wówczas jednocześnie k->0 oraz k/h—f'(x). Mamy więc 


FIfx--h)| — F[/(2)] 
{— 


ę'(r) =lim 


unf EUH- EFUN zl *) 
=lim] Z” GE E lim( F) 
= F" (y). f (2). 

Twierdzenie to zawiera, jako przypadki szczególne, twier- 
dzenia (2) i (4); chcąc się o tym przekonać, wystarczy zało- 
żyć F(x)=kx lub F(x)=1/x. Inny ciekawy przypadek szcze- 
gólny przedstawia funkcja /(x)=ax-+b; z twierdzenia naszego 
wynika, że aF'(ax+-b) jest pochodną funkcji F(ax--b). 

Ostatnie twierdzenie, które podamy, wymaga kilku słów 
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wyjaśnienia. Niech będzie c=ly), gdzie (y) jest dla pewnego 
przedziału zmiennej y funkcją ciągłą stale rosnącą (lub malejącą) 
w ściślejszym znaczeniu. W takim razie możemy napisać rów- 
nanie y=q(x), gdzie ę oznacza funkcję odwrotną względem v. 

(7) Jeżeli y=q(x), gdzie ę oznacza funkcję odwrotną wzglę- 
dem 4, tak że «=t(y), i jeżeli b(y) posiada pochodną 4'(y) nie rów- 
ną żeru, wówczas (x) ma pochodną 


l 


p 


„! 
e (c) = 
? 


W rzeczy samej, jeżeli q(x--h)=y--k, wówczas k—0, skoro 
tylko h—0, i mamy 


g(r<-h)=g(x) .. (yhy _ 1 


ę' (r)=lim = —_ S 

f s0 (c+h)=«© x-0 Y (y+k)— piy) Y (y) 
Otrzymaną funkcję możemy wyrazić w postaci funkcji zmien- 
nej z, a to zapomocą związku y=g(x), tak że 


1 
Ę (w) =n an 8 
, | oix) | 
Na mocy tego twierdzenia możemy znaleźć pochodną każ- 
dej funkcji, jeżeli znamy pochodną funkcji odwrotnej. 


107. O pochodnych funkcji zespolonych. Zakładaliśmy 
dotąd, że y=vr(x) jest funkcją rzeczywistą zmiennej rzeczywi- 
stej x. Jeżeli y jest funkcją zespoloną kształtu ę(«)--7v(m), 
możemy określić pochodną jako g'(c)+iv'(x). Czytelnik prze- 
kona się z łatwością, że twierdzenia (1)—(5) pozostają słuszne. 
Co się tyczy twierdzeń (6) i (7), to dla funkcji zespolonych 
istnieją wprawdzie twierdzenia analogiczne, ale dowód ich opie- 
ra się na pojęciu funkcji zmiennej zespolonej, które dopiero 
później poznamy dokładniej. 


108. Znakowanie rachunku różniczkowego. Do ozna- 
czenia pochodnej funkcji y=$s(x) służyć może nie tylko sym- 
bol ę'(2), którym dotąd posługiwaliśmy się, ale również inne 
symbole. Z nich najbardziej używane są 


gz dY 
D_u oraz + 


Najczęściej używany i najdogodniejszy z nich w wielu 
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wypadkach jest ostatni symbol. Czytelnik powinien tylko 
zawsze pamiętać, że symbol ten dy/dæ nie znaczy wcale: „licz- 
ba dy podzielona przez liczbę dz“, lecz znaczy: „wynik dzia- 
łania D, czyli djdx, wykonanego na funkcji y=g(x)”. Działa- 


s a SK: plc-h) —g (e) 
nie, o którym mowa, polega na utworzeniu ilorazu ZG) (Wi 


i na wyznaczeniu jego granicy przy h—0. 


Ten nieco dziwaczny symbol powstał w następujący sposób. Mia- 
nownik h ułamka (e(x-+h)—v(x)l/h jest różnicą dwuch wartości: c-rh i © 
zmiennej niezależnej æ; tak samo licznik jest różnicą odpowiednich war- 
tości zmiennej zależnej y, mianowicie wartości o(x+h) i (y). Dwie te 
różnice możemy nazwać odpowiednio przyrostami zmiennych x i y, i ozna- 
czyć zapomocą symboli ôg i ży. W takim razie ułamek nasz możemy 
napisać w postaci By/ix, granicę zaś, do której ten ułamek dąży, gdy 
h=>0, możemy oznaczyć symbolem dy/dx. Należy tylko pamiętać, że jest 
to symbol jednolity, że dotychczasowe rozumowania nie pozwalają nam 
na rozszczepienie go na dwa symbole dy i dx. W szczególności musimy 
podkreślić, że dy i da mie oznaczają wcale limdy i lim ôg, gdyż obie te 
granice są poprostu zerami. Czytelnik powinien oswoić się z tym sym- 
bolem pochodnej, na razie jeduak, jeżeli użycie symbolu tego sprawia mu 
trudności, może pisać pochodną w postaci Dy lub y(x). 

W rozdziale VII przekonamy się, że stając na nieco odmiennym 
punkcie widzenia, można symbolom dy i dx nadać znaczenie w zupełno- 
ści określone i że iloraz tych symboli, odpowiednio określonych, istotnie 
równa się pochodnej. 


Twierdzenie $ 106 możemy napisać w następującej postaci: 


dy dy, dy, 


(l) jeżeli y=Yy, + Yz, wówczas = 1 ? 
i. Yit Ya da dz da 


A è 1 d 
(2) Jeżeli y=ky, , wówczas Y =k SA : 
da do 
R ; dy dy. dy 
8 seli U= Ya, wiwe 1 = 2 jaiei: 
NW ZIZI a E da Yda ' "2 dr 
i R l dy l dy 
żel y = 3 hwezas -= =— LASE 
(4) Jeżeli y y, wówczas dr yi da 5 
dy dy, 
TON- y dy ” xi — Mdr 
(6) Jezeli ysu=. wówezac E n m a a; 
Ya dx ya 
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(6) jeżeli y jest funkcją x, a x jest funkcją z, wówczas 
PALĘ. B 
dz dy dze" 

M dy dx 


| 


dz = "dy 
Przykłady XLIII. 


1. Jeżeli y=yyzys, Wówczas 
dy dy, dys | dy 
— = - Ha =, 
7a Ysys x TYY: dr Uys z 
jeżeli zaś y=yyy; ...yn, WÓWCZAS 
dy_ R dy, 
dæ Ea PRZE dz ` 
: ; 4 WMI ; d EE S 
W szczególności, jeżeli y=", wówczas ——=nz”*"! , jeżeli zaś y=x", 
dz dæ 
d 
to asn" (Dowiedliśmy tego w inny sposób w Przykł. XLII.5.) 
m 
2, Jeżeli y=yy; - Yn, WÓWCZAS 
l dy _ 1 dy, 1 dy: AL dyw 
y dr yı de Yy, dz Yn de 
W szczególności, jeżeli y=z”, wówczas dy a S$, de 
y dr s dz 
109. 


Zbadamy teraz w sposób bardziej systematyczny 
różniczkowanie kilku najprostszych typów funkcji. 


A. Pochodne wielomianów. Jeżeli 


pa) =t a em Hn, WÓWCZAS 


y'r) =naqt"-1+-(n— laa"? Han 1 
W pewnych wypadkach bywa rzeczą dogodną wprowa- 


dzenie do wzoru na ę(x) spółczynników dwumianowych; w ta- 
kim razie funkcja nasza przybiera postać 


n 
a jej pochodna 


ę'(2)=nlae"1+("1 - ) aan? | "5 - jas-34-...--0,- E 
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Wzór ten na (x) piszą niekiedy w postaci 
=C Caga Ca i e Eg 


w takim razie wzór na pochodną ma kształt 


Ue E a= 
EN Chg 21:04, 0.2, DSR, 

Przekonamy się później, że ę(x) można zawsze przedsta- 

wić w postaci iloczynu n czynników, a mianowicie w postaci 


pL) =a (2—4 (L — lg) (T — ag). (L — an), 


gdzie œj, 2,,..«, są liczbami rzeczywistemi lub zespolonemi. 
W takim razie pochodna ma kształt 


p (x) "4L(x —a)(2—23)...(C—2.), 


gdzie symbol sumy X oznacza, że dodajemy do siebie wszystkie 
iloczyny, jakie dadzą się utworzyć z n—1 czynników kształ- 
tu c=. 
Czytelnik sprawdzi z łatwością, że jeśli 
pz) =a (£ — 4) (2—a4)"..„(at—a )*v, 
wówczas 
p (2) =a,im,(c—a,)""Me—a)...(0—a)"v. 


Przykłady XLIV. 1. Dowieść, że jeśli (æ) jest wielomianem, 
wówczas (x) jest spółczynnikiem przy k w rozwinięciu funkcji o(a+h) 
według potęg h. 

2. Jeżeli (x) jest podzielne przez (x—a)?, wówczas (x) jest po- 
dzielne przez x—a, i ogólnie: jeżeli (x) jest podzielne przez (z—a)”, to 
ę'(x) jest podzielne przez (x— a)". 

3. Odwrotnie: jeżeli zarówno 4(x) jak 4'(x) są podzielne przez 
x—a, to (x) jest podzielne przez (x—u)?; i ogólnie: jeżeli (æ) jest po- 
dzielne przez x—a, a (æ) jest podzielne przez (x—a)”-!, wówczas y(x) 
jest podzielne przez (x—a)™. 

4. Znaleźć elementarny algiebraiczny sposób wyznaczania pier- 
wiastków wielokrotnych równania P(x)=0, gdzie P(x) jest wielomianem. 

(Jeżeli H, jest największym spólnym dzielnikiem wielomianów P 
i P’, H, jest największym spólnym dzielnikiem wielomianów ĦA, i P”, H; 
największym spólnym dzielnikiem wielomianów H,i P”, it. d. wówczas 


HH, WED AE 
; 70 są podwójnemi pierwiastkami równania 


pierwiastki równania 
2 


a A „, HH, NPR R 
P=0; pierwiastki równania za = są potrójnemi pierwiastkami równa- 
3 


nia P=0 it.d. Może się jednak zdarzyć, że nie potrafimy rozwiązać 
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H,Hy 


tych równań. Np. jeżeli P(a)=(x— 1)'(x*—x— 1), wówczas === 


2 
HH, a : f * s 
a ——=«—l; otóż pierwszego równania, mianowicie xř—x—7=0 nie 
3 
umiemy rozwiązać.] 
5. Znaleźć pierwiastki wielokrotne równań 
«*+3x —3x?—llx—6=0, «*+2a—8a'— 1ta3-+llq*+280+12=0. 


6. Jeżeli równanie ax?+2bx--c=0 posiada pierwiastek podwójny, 
a więc daje się sprowadzić do równania a(x—a)*=0, wówczas 2(axc-+-b) 
musi być podzielne przez x —a, zatym musi być a= —b/a. Wartość a=—b/a 
musi czynić zadość naszemu równaniu. Sprawdzić, że otrzymujemy w ten 
sposób znany z algiebry elementarnej warunek ac—b*=0. 


il i 
7. Równanie —-— + + 
ca x—b ce 


nych pierwiastków tylko wówczas, gdy a=b=«. 
(Mathem. Tripos, 1905.) 
8. Równanie ax’ +3ba*+ 3cx-d=0 
ma podwójny pierwiastek, jeżeli G?+-4H*=0, gdzie G=a*?d—3abc+-2b*, 
A JEEM=L. 
[Kładąc ac+-b=y, otrzymujemy równanie y*+-3 Hy+ G=0. Równanie 
to musi mieć spólny pierwiastek z równaniem y?*-- H=0.] 


=( może mieć jedną parę rów- 


9. Jeżeli «, B, y, 6 są pierwiastkami równania 
axt +4bx + 6ca? + 4da-+-e=0, 
wówczas równanie 403 — gat — g; =Ù, 
gdzie ga =ae—tbd--3e?, gą =ace+-2bed — ad? —eb? —c*, 


ma trzy pierwiastki, które otrzymujemy przez kołowe przestawienie liter 
u, B, y w wielomianie 


aft2. |(z—B)q—8-(qr— 2) (8 è). 


Rzecz jasna, że jeśli dwa pierwiastki z pośród a, ß, y, è są sobie 
równe, wówczas dwa pierwiastki równania sześciennego są sobie równe. 
Opierając się na poprzednim zadaniu, dowieść, że g, 27g4*=0. 


10. Twierdzenie Rolle”a w zastosowaniu do wielomianów. 
Jeżeli v(x) jest dowolnym wielomianem, wówczas między każdą parą pierwiast- 
ków równania s(x)=0 leży pierwiastek równania 4 (2)=0. 

To niezmiernie ważne twierdzenie zostanie później dowiedzione dla 
innych klas funkcji, oprócz wielomianów. Narazie podajemy dowód al- 
giebraiczny dla przypadku, gdy (x) jest wielomianem. Przypuśćmy, że 
a i 8 są to dwa pierwiastki, z których pierwszy powtarza się m razy, 
drugi n razy, Mamy tedy 


ę(0)=(c—u)"fr—B)". +(x), 
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gdzie %(x) jest wielomianem, mającym stały znak, np. znak dodatni, 
przy «u :zga 48. W takim razie 


ę'(1)=(1—a)"(r—8)"+H(zr) + |m(x Nam p)" nfx—a)"(v—B)" am) 
(c=a)*""'(x—5)""(x— a)(a—BI* (r) + |m(fr —$)-+n(fz= 2). AL) 


nine 
(x—a)" (2—8)! F(=) 


Otóż F(a)=m(a—B)$(«), F(B)=nff—2)$(8), zatym F(u) i F(R) są 
znaków przeciwnych, a wobec tego F(x) musi równać się zeru przy ja- 
kiejś wartości x, leżącej pomiedzy a i $. Stąd wynika, że przy tej war- 
tości x musi być również ę'(x)=0. 


110. B. Pochodne funkcji wymiernych. Jeżeli mamy 
R(1) = P) b 
Q(x) 
gdzie P i Q oznaczają wielomiany, wówczas z $ 106.(5) wy- 
nika, że 
Pis). Qi — R'a). Px) 


K (1) = 
TETE 


W ten sposób możemy znaleźć pochodną każdej funkcji 
wymiernej. Forma, w jakiej otrzymamy tę pochodną, może 
jednak nie być najprostsza z możliwych. Jeżeli mianowicie 
Qa) i Q'(x) mają spólny czynnik, innemi słowy: jeżeli Q(x) 
posiada pierwiastki wielokrotne, wówczas pochodna R(x), obli- 
czona według powyższego wzoru, da się uprościć. 

W niektórych wypadkach dogodniej bywa zastosować roz- 
winięcie na ułamki proste. Przypuśćmy, że 


Qix) =4,(7 — 2, a(g -As TE (r Ry h"? 
Z algiebry wyższej wiemy, że 


Ay! 1 Ay 2 } r Ad m, 


R(2)=H1(r)— 


Aa r Av 2 A2 m, 


TTT 77 Ta... 
r—«w (a—a,)? (z — a,)ms 


gdzie (x) jest wielomianem. Innemi słowy, R(x) daje się 
przedstawić w postaci sumy wielomianu oraz pewnej liczby 
ułamków kształtu 
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gdzie a jest pierwiastkiem równania ęQ(x)=0. Wobec tego, na 
mocy $ 106.(4) (lub też na mocy § 107, jeżeli a jest liczbą ze- 
spoloną), mamy 

dy 1 242 1 Aa 1 242 2 


3 x $E ..."" "TĘ u — = 
(1: a,) (t=«) (T— a; 


— .. 
3 
Z 


Między innemi, dowiedliśmy w ten sposób, że pochodną 
funkcji u” jest ma”-!, przy wszelkich eatkowitych wartościach wy- 
kładnika m, zarówno dodatnich jak ujemnych. 

Wyłożona tu metoda jest szczególnie użyteczna wówczas, 
gdy musimy kilkakrotnie różniczkować funkcję wymierną. 
(Porów. Przykł, XLVIII). 


Przykłady XLV. i. Dowieść, że 


kał) Fre da\ Ipa) ~ P ” 


£ l-g? df1—27) 17 


2, Dowieść, że 


d / ax” tr2br te (ar +b Bz+ C€)—lbr+c(dx+ B) 
dz (Ax * +2 Br 0) raz (Adx*+2Br+ C)? 

3. Jeżeli Q jest podzielne przez («—a)”* i jeżeli w pochodnej R’ 
zostały wykonane wszelkie możliwe skrócenia, wówczas R” jest podziel- 
ne przez (c— a)" +, ale nie jest podzielne przez żadną wyższą potęgę 
dwumianu z—«. 

4. Mianownik pochodnej R’ nie może zawierać raz jeden czynnika 
wa. Stąd wynika, że funkcja wymierna, której mianownik zawiera raz 
jeden jakiś czynnik prosty (np. funkcja l/x), nie może być pochodną 
innej funkcji wymiernej. 

111. C. Pochodne funkcji algiebraicznych. Opierając 
się na otrzymanych poprzednio wynikach oraz na twierdzeniu 
(6), $ 106, możemy wyznaczyć pochodną każdej wyraźnej funk- 
cji algiebraicznej, 

Najważniejszą z tych funkcji jest z”, gdzie m oznacza 
dowolną liczbę wymierną. Widzieliśmy już ($ 110), że gdy m 
jest liczbą całkowitą (dodatnią lub ujemną), pochodna równa 
się ma”-!; teraz dowiedziemy, że wzór pozostaje słuszny przy 
każdej wymiernej wartości wykładnika m. Przypuśćmy, że 
y=x"=g/4, gdzie p i g są to liczby całkowite, a q jest przy- 
tym liczbą dodatnią. Niech będzie z=z'4, czyli g=z, y=e*. 
W takim razie 
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ly ydy dæ 
i 2 = FA) (3; 


|= P zpt=ma"-1. 
q 


Do tego samego wniosku prowadzi również Przykład 
XXXIX.3. Istotnie, niech będzie g(r)=x”; w takim razie 
(x4 h” — am 


g'(r)= lim 
LŚ: à 20 h 


Rzecz jasna, że i wzór ogólniejszy 
d 


(ac 4 bym =ma(ac +b)" 
dr 


pozostaje słuszny przy wszelkim wymiernym m. 

Różniczkowanie funkcji algiebraicznych uwikłanych 
zawiera pewne trudności teoretyczne, które rozważymy w roz- 
dziale VII, ale sam proces obliczania pochodnych takich funk- 
cji jest zupełnie łatwy. Sposób obliczania najlepiej zilustruje 
następujący przykład, Przypuśćmy, że y, jako funkcja zmien- 
nej x, dana jest zapomocą równania 


ay — Bacy =Ù. 


Różniczkując względem z, otrzymujemy 


zak A 
: de 7 | Yra dæ | zie, 
dy x? —qay 
SA dr ył—ac 


Przykłady XLVI. 1. Wyznaczyć pochodne następujących funkcji: 


1+x ax + b | ax?+2br-Fe 

| => z Sk -, (as+b)". (or +i". 
V l- y cz + d y Ax +2Bxr+ę © Z 
2. Dowieść że 


d © i a d LIM | a? 
biera Grow dysz "(ost 
3. Znaleźć pochodną funkcji y, jeżeli 

(l) ax” rhaytrby* rZgar2Zfyre=0: (U) aty —Bax*y*=0. 
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112. D. Pochodne iunkcji przestępnych. Dowiedliśmy 
już, że l 
D,sinx=cosz, Dgzceosg=— siny. 


Za pomocą twierdzeń (4) i (5), § 106, czytelnik dowiedzie, że 
Me iejw=secz, Dz ctg w = —coseche , 
D,secz=tgx.secxz, Dycosec x= —ctga.cosecz. 


Opierając się na twierdzeniu (7), możemy wyznaczyć po- 
chodne funkcji odwrotnych, czyli kołowych. Otrzymujemy 
mianowicie następujące wzory: 


Ą l l 
D,arc sin © = — - DZAroCOSm="" Z; 
vl—zr V 1=2? 
l 1 
D,arc tg © pr’ Darc cte x= — paa’ 
I I 
D.arcsecz="——, JDzarccosecz="————— ; 
ZY 23—|] BV w? — | 


Znak pochodnej funkcji arc sinx lub arc cosecz musi być 
zgodny ze znakiem cos(arc sin z), znak zaś pochodnej funkcji 
arc cos z lub arcsec © musi być zgodny ze znakiem sin(arc cosz). 

Często bywają potrzebne wzory ogólniej ze: 

1 a 


Dz arc sin(r/a)=— —, D.arctę (r/a) = : 
VÆ — r? a? -L r? 


które z łatwością otrzymujemy, opierając się na twierdzeniu 
(7), $ 106. W pierwszym z tych wzorów należy wziąć znak, 
zgodny ze znakiem acos|arcsin(z/a);, gdyż mamy 
a = z? +- Wa? —12, 
\ l a ) 

zależnie od tego, czy u jest liczbą dodatnią czy ujemną. 

Wreszcie twierdzenie (6), $ 106 daje możność różniczko- 
wania funkcji złożonych, zawierających symbole zarówno funk- 
cji algiebraicznych, jak i trygonometrycznych. 


Przykłady XLVII.*) 1. Wyznaczyć pochodne funkcji ġ 
cos*a, sin”*a, cosx”, sina”, cos(sina), sin(cosz), ` 


*) W tych przykładach m oznacza liczbę wymierną, a symbole 
a, b,...,a, B, mogą przybierać tylko takie wartości liczbowe, przy któ- 
rych funkcje, zawierające te symbole, są rzeczywiste. 
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a = tos r sinr 
vatcostr rb BiINY, —= =— . 
yV a?”cos?r+b*sintr 


waresinc< Vl=—a*, (1+zjarctgyrvx 


2. Sprawdzić zapomocą różniczkowania, że tunkcja arcsinæ+ 
+arccosz ma stałą wartość, jeżeli x zawiera się między 0 a 1, funkcja 
zaś aretga-+arcctga ma stałą wartość przy wszelkiej dodatniej war- 
tości z. 


3. Zmależć pochodne funkcji 


arc šin yv i=x?, aresiniżeyl=a"), arctig BRR 
|= ar 
4. Źróżniczkować funkcje 
l artb 1 aż rb 
— arc tg ——— io are sin - 4 
Vac=b* Vac — b* v=a Yb? = ac 


5. Dowieść, że tunkcje 
j z P Safla r 
2arcsinf/ "PF, Zaret =P, arcsin Ye w)(w—B) 
CS \ sa AVE z szą 
mają wszystkie tę samą pochodną 
1 
V (==) (r—56) 
6. Dowieść, że 
df / cos 39 3 
ds l Ra y cos I i cos cos S° 
7. Dowieść, że 
l d 7 j 
' | are cos /« (ax* Ho) « 
vClAczać) dx V cl Axr? 40) (Ar? +C)v ar* *c 
8. Funkcje 
l facosa rb 2 P ry 


==, AFC cos | A = arctg R= 
V a? — h" 4-4 bcosu H vy a? — t | TE - zp 2 j 


1 
m tę samą pochodną ———— 
ają tę 81 LIS rren 


9. Jeżeli X=arhcosrtesinx i jeżeli 


- 1 aX=a*+b*+c 
1 RY p | are cos = 
v a? — b*— XVvb- c 

dy 1 
wówczas —— = —. 
da x 


10. Dowieść, że pochodną funkcji F|fję(x)i] jest 
F'ifsieiif"|zfaw)lę'Gr). Uogólnić. 
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1i. Jeżeli u, v są funkcjami zmiennej x, wówczas 
D, arctg(u/v) =(v Dzu—u Dzv)/(u7 +v). 

12. Pochodną funkcji y=f(tg x+-secx)” jest my sec m. 

13. Pochodną funkcji y=cosx-+isina jest ty. 

14. Zróżniezkować funkcje xcoszg, (sinx)/a. Dowieść, że wartości 
zmiennej z, przy których styczne do krzywych y=mcosa oraz y=(sing)/æ 
są równoległe do osi x-ów, są odpowiednio pierwiastkami równań ctga=a 
oraz tgxa=r. 

15. Z łatwością można stwierdzić, że przy ażż1l równanie sinc=ax 
posiada jeden tylko pierwiastek rzeczywisty x =0, natomiast przy O0<a<l 
posiada skończoną liczbę pierwiastków rzeczywistych, która rośnie, gdy 
a maleje. Dowieść, że wartości spółczynnika a, przy których zmienia 
się liczba pierwiastków naszego równania, są wartościami funkcji cos$, 
gdzie ć jest dodatnim pierwiastkiem równania tgė=. [Żądane wartości 
są temi wartościami a, przy których prosta y=aa i krzywa y=sinx są 
do siebie styczne.] 

16. Jeżeli ę(x)=a'sin(l/a), gdy x==0, i jeżeli y(0)=0, wówczas 

p'(x) =2a sin(1/x) — cos(1/z), 
gdy «sE0, a +/(0)=0. Funkcja (æ) jest nieciągła w punkcie z=0. 
[Porówn. $ 104, (2).] 

17. Znaleźć styczną i normalną do koła a*+y?=r* w punkcie 

(x0, Yo) 


z 
18. To samo zadanie rozwiązać w przypadku elipsy — — m 51 
a? y? 
oraz hiperboli — — ——=1. 
a* b 


19. W punkcie, którego parametr =t, styczna i normalna do krzy- 
wej c=v(t), y="(t) wyrażają się równaniami 
— Ema (t) ER AUI t) 
EZO OW 


113. Różniczkowanie wielokrotne. Z g(x) możemy 
utworzyć nową funkcję ọ” (x) dokładnie w taki sposób, w jaki 
z (a) utworzyliśmy funkcję y'(x). Tę funkcję ę'(z) nazywa- 
my drugą pochodną funkcji (x). Drugą pochodną oznaczają też 
symbolami 


oraz |a—o(tie'(t) --ty—V(0)IV' (t) =0. 


Dry, (W (z): 


W taki sam sposób możemy określić n=tą pochodną funkcji 
y=ę(x); oznaczać ją będziemy symbolami 


www.rcin.org.pl 


— 241 — 


d" dy 
p(x), D'zy, (7) Y i t 


Przykłady XLVIII. 1. Jeżeli g(z)=«”*, wówczas 
p" (s)=m(m— 1)... (m-n Le", 
2. Jeżeli ọ(x)=(ax+b)”, wówczas 
ęW(r)=m(m— 1)... (m=n+-1)a"(ax-+b)""*. 
W obu tych przykładach m może mieć dowolną wartość wymierną. Je- 
żeli m jest liczbą dodatnią całkowitą i jeżeli n>m, wówczas q(9(x)=0. 
3. Za pomocą wzoru 


dr A i p P+D ~. (pFn-1)A 
w) (aP ` (z—u)7*" 

możemy napisać odrazu n-tą pochodną każdej funkcji wymiernej, jeśli 
rozwiniemy tę funkcję na ułamki proste. 


4. Dowieść, że n-ta pochodna funkcji 1/(1—x*) równa się 
1 60I=2)7%*1+(—1)(1+2)7*-1]. 


5. Twierdzenie Leibniza. Jeżeli y=uv i jeżeli umiemy napisać 
n pierwszych pochodnych funkcji u i v, wówczas n-tą pochodną funkcji 
y możemy utworzyć za pomocą wzoru 


Jien rört. HUn. 


fx) ny i 
(u0)y = tnt al |) „10 TF ( W Wy s t 


x 
* 47, 


We wzorze tym wskaźniki oznączają różniczkowanie, tak iż np. w, 
jest symbolem n-tej pochodnej funkcji u. 
W celu dowiedzenia tego wzoru zauważmy, że 


(wh =t HU , 
(uv); =ugv + 2u v, +w, 1t. d. 
Jednym słowem mamy wzór kształtu 


(tn = tin PFA 1 Unity FA 9 Wna Ha UW 2 
y 
Załóżmy, że a przy r=1,2,..n—l; dowiedziemy, że w ta» 
Ur 


1 
kim razie a, Ek ) przy r=l,2,..n. Istotnie, gdy różniczkująe 


funkcję (uv)„, tworzymy funkcję (uv),,;, otrzymujemy oczywiście przy 


wyrazie u,„,1_,%, spółezynnik, równy 


[ny rm [n+l 
Onr Ean „47 \ e J sf: (A = \ r . 


Opierając się tedy na zasadzie indukcji matematycznej, mamy pra- 
Wykład czystej matem. 16. 
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wo twierdzić, że przy wszelkich wartościach n i r zachodzi równość 
/n 
a, „=(;) i że zatym wzór Leibniza jest słuszny. 


6. n-ta pochodna funkcji z”*f(x) równa się 


awa "mn gf = m mtl pr. 
WEZ AJ o a PEFE TY (err 


nazi) mi 


~ _ „Mm=nt2łpn r 
1.3 ‘(m-n Po 
Szereg ten posiada wogóle n--1 wyrazów. 


RE nn 
7. Dowieść, że D," co8©=c0S (z + =) D” sin s=sin (z == 


7 


8. Jeżeli y=ACOsmx+ Bsinmax, wówczas D.ły-+ney=0. 
Jeżeli zaś y=A cos mz + Bsinmac+ Palæ), 
gdzie P,(x) jest wielomianem stopnia n-tego, wówczas 
Di *y+m D} y=0. 
9. Jeżeli x? Dry +x Dzy+ty=0, wówczas 
£ DY Ży+-(2n-+1)2D7*ty+ (n? +1) Dz"y=0. 


10. Jeżeli U„ oznacza n-tą pochodną funkcji (Læ + M)/(x*—2Bx+C), 
wówczas 
a:—2Be+ 0 2(«x — B) 


zaa Ż LE) , AŻ PH 
(n-F1) (n+2) npt n+l nyit Un 


(Mathem. Tripos. 1900). 
[Sprawdzić najpierw przy n=0, następnie zastosować wzór Leibniza.] 
11. Ponieważ 


a__1(_1 1)  » JE 1 | 
aa? 2ia—ai mha’ aha? 2u-ai x+tai/' 
(' a (1.a f 1 4 1 4 
zatym D," (z ra z)= 3 Ma—ai)** 1 (z+ai)"t if> 


Analogiczny wzór mamy dla D,”{x/(a?°+æ°)}. Jeżeli p= \(a?+x?), a * 
jest najmniejszym kątem, którego dostawa i wstawa równają się odpo- 
wiednio æ/p, a/p, Wówczas x+ai=p Cis *, œ—ai=p Cis(—9), a więc 


— |)" n! 
pelt). EM poni [Ctsi{n +1) —Cis}—(n+1)] 
"t1 
=(—1)". ni(æ +a*) T sini(n+ 1)arctg(a/zr)j . 
Analogicznie 
zb 
P E =I)" (z*+a?) * .eosj(n+l)arctg(a/x)i. 
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Opierając się na tym, możemy napisać n-tą pochodną funkcji 
(Xx+u)/(x? +a). Jeśli chodzi o funkcję (Qx +h)/(4ax?+2Bax-+-0C), gdzie 
B?< AC, tak iż pierwiastki mianownika są zespolone, wówczas n-tą po- 
chodną można znależć w taki sam sposób, kładąc 4x+ B=4At. Gdyby 
pierwiastki mianownika były rzeczywiste, wówczas funkcję naszą mogli- 


H i 
byśmy przedstawić w postaci qe B’ gdzie H, K, a, 8 są liczbami 
Tan ga 


rzeczywistemi, a więc n-tą pochodną możnaby napisać odrazu w postaci 
rzeczywistej. 
12. Dowieść, że 


_[ nry AT nr' 
Pacos |© + DJT Qn Sin (z sk z, 


cosa 2; 
D*|— |=— — —— 
\ æ grtt 
nr* 
P,sin (2 - „008 (x+ =) 
D, (> sin z | 2 s $ 2 Te 
x J pea n+1 


s 
gdzie Pa, Qn są wielomianami zmiennej « stopnia n i n—1. 
13. Dowieść wzorów: 
( dy^ e z dy fdyyż, de (dy dy „dyj//dyy 
Ge=i/(W): =): = (æy. 
U da! \ dx dy dæ dæ dx? H 


14, Jeżeli yzel, a y,=(l/r!). DT y oraz z,o(1/s1) D z, 


E 5 5 | 
1 1 Yy: m 
wówczas =mi 25 s fa | F"7] | , 
p y Yı wa 
z h Z 


15. Jeżeli Wly,z,uw= y z u 


przyczym kreski oznaczają różniczkowanie względem zmiennej x, wówczas 


£ w 
Wily, z, w= wli, — =). 
ly Piw ga 


16. Jeżeli ax? + Zhry-+by* t 2ga + 2fy+-c=0, 


6 dY _ _ az" 
KE a de  hetby+f' 


dy abe-+2fqh— af? —bg"— ch? 
dz? (hr+by-f)P 


www.rcin.org.pl 


— H = 


114. Kilka twierdzeń ogólnych, dotyczących pochodnych. 
W dalszym ciągu będziemy zakładali, że ę(x) jest funkcją, po- 
siadającą pochodną g'(x) przy wszelkich wartościach x rozwa- 
żanych przedziałów. Co za tym idzie, zakładamy, że (a) jest 
funkcją ciągłą. 


Znaczenie znaku pochodnej. TWIERDZENIE A. Jeżeli 
ę' (c) > 0, wówczas mamy (L) < p(T) przy wszelkich wartościach x, 
mniejszych od x, lecz dostatecznie blizkich do xo, oraz 4(x) > p(x) 
przy wszelkich wartościach «x, większych od ©, lecz dostatecznie bliz- 
kich do x. 

Istotnie, jeżeli przy h—>0 iloraz CZY CAERE 
dodatniej granicy (x), wówczas przy dostatecznie małych 
wartościach na h dzielna i dzielnik tego wyrażenia muszą mieć 
jednakowe znaki, a to było właśnie do dowiedzenia. Z punktu 
widzenia gieometrycznego twierdzenie to jest niemal oczywi- 
ste, gdyż nierówność ę'(x)>( wyraża fakt, że styczna do krzy- 
wej y=yg(x) tworzy kąt ostry dodatni z osią x-ów. Czytelnik 
sam sformułuje odpowiednie twierdzenie dla przypadku, gdy 
(z) <0. 

Bezpośrednim wnioskiem z twierdzenia A jest nastę- 
pujące, bardzo ważne twierdzenie, zwane twierdzeniem 
Rolle'a. Z powodu wielkiej jego doniosłości podkreślamy 
raz jeszcze, że opiera się ono na założeniu istnienia pochodnej 
(x) dla wszelkich wartości x, o których mowa w twierdzeniu. 


dąży do 


TWIERDZENIE B. Jeżeli q(a)=0 t g(b)=0, wówczas pomię- 
dzy a i b zawiera się przynajmniej jedna taka wartość x, że 
g'(z)=0. 

Dwa przypadki są tu możliwe: albo (x) w całym rozwa- 
żanym przedziale (a, b) równa się zeru, albo też tak nie jest. 
W pierwszym przypadku musi być w całym przedziale ę'(x1)=0. 
Jeżeli zachodzi drugi przypadek, t.j. jeżeli w przedziale (r, b) 
funkcja ẹ(x) nie równa się stale zeru, wówczas dla pewnych warto- 
ści x tego przedziału (x) musi być dodatnią lub ujemną liczbą. 
Przypuśćmy np., że (x) przybiera czasem wartości dodatnie. W ta- 
kim razie, na mocy twierdzenia 2, § 95, istnieje taka wartość $ 
zmiennej z, nie równa ani a, ani b, że v(£) jest nie mniejsze 
od wartości (x) w każdym innym punkcie przedziału. Otóż 
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musi być 4($)=0, gdyby bowiem było 4($)>0, wówczas na 
mocy tylko co wyłożonego twierdzenia A, funkcja (x) musia- 
laby przybierać wartości większe od v(ć) przy wartościach 
zmiennej x większych od 6, lecz dostatecznie blizkich do £, 
a więc niewątpliwie istniałyby wartości funkcji 4(x) większe 
od ẹ(¢) W taki sam sposób dowodzimy, że pochodna y'(£) nie 
może być ujemna. 

WNIosEk 1. Jeżeli q(a)=v(b)=k, wówczas must istnieć przy- 
najmniej jedna wartość x, zawarta między a i b, dla której ę'(2)=V. 

Wystarczy założyć ę(x)—k=y(x) i zastosować twierdze- 
nie B do funkcji 4(z). 

WNIOSEK 2. Jeżeli przy wszelkich wartościach z, należących 
do pewnego przedziału, mamy gę'(x)>0; wówczas (x) jest w tym 
przedziale funkcją rosnącą w ściślejszym znaczeniu wyrazu. 

Niech będą r,, 7, dwie wartości zmiennej z, należące do 
rzeczonego przedziału, i niech będzie z, <x,. Mamy dowieść, 
że g(x,)<yp(x,), Przedewszystkim (x) nie może równać się 
o(x,), gdyż, na mocy twierdzenia B, musiałoby istnieć takie z, 
zawarte między z, i x, że q'(2)=0. Ale ęq(x,) nie może być 
również większe od g(x,). Istotnie, 4'(x,)>0, zatym, na mocy 
twierdzenia A, (æ) musi być większe od ę(x,) dla wartości 
zmiennej x większych od æ}, lecz dostatecznie blizkich do z,. 
Widzimy tedy, że dla pewnego %,, zawartego między z, i £y, 
zachodziłaby równość g(x;)=v(x,), że więc, na mocy twierdze- 
nia B, istniałoby takie x, zawarte między z, i æ, że ę'(x)=0. 


WNIOSEK 3. Jeżeli ọ'(x)>0 w przedziale (a, b) i jeżeli 
p(a)z0, wówezas p(x) ma wartość dodalnią w przedziale (a, b). 

Czytelnik powinien starannie porównać Wniosek 2 z Twierdzeniem A. 
Jeżeli, jak w Twierdzeniu A, zakładamy tylko, że pochodna ę'(x) jest do- 
datnia w jednym punkcie v=x, wówczas możemy dowieść, że ę(x,) <p(a>), 
o ile a, i a leżą dostatecznie blizko do a, i o ile spełnione są nierówno- 
ści m, <my<az. Istotnie, na mocy Twierdzenia A, mamy ę4(«,)<4(x5) oraz 
p(©;)> (sg). Ale to jeszcze nie dowodzi istnienia przedziału, zawierają- 
cego xo, w którym to przedziale funkcja (x) byłaby stale rosnąca, 
W $ 117 powrócimy jeszcze do tej sprawy. 

115. Maximum i minimum. O wartości ($), którą przy- 
biera funkcja ę(x) gdy x=ć, powiadamy, że stanowi ona ma- 
«imum, jeżeli ($) jest większe od każdej wartości, jaką funk- 
cja ę(x) przybiera w pobliżu punktu x=. Innemi słowy: ($) 
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nazywamy maximum, jeżeli dla wartości zmiennej z możemy 
wyznaczyć taki przedział (£— e, 6--e), że mamy zawsze (£) > (£), 
skoro tylko $—s<x<$ lub też Ę<z<6+-e. 

W sposób analogiczny określamy minimum funkcji (x). 
Na rys. 47 punkty A oznaczają maxima, punkty B oznaczają 


minima. Zaznaczamy, że jakkolwiek wartość funkcji jest więk- 
sza-w punkcie B, niż w 4,, jednak w B, mamy minimum, 
w A, zaś maximum. 


TWIERDZENIE C. Równość ę'($)=0 jest warunkiem koniecz- 
nym istnienia w punkcie xz=$ maximum lub minimum funkcji 
pa) *). 

Wynika to odrazu z twierdzenia A. Żeby przekonać się, 
że warunek ten nie jest dostateczny, wystarczy rzucić okiem na 
punkt C na rysunku 47. Jeżeli np. y=%*, to g'(x1)=3a?, zatym 
z'(0)=0, ale w punkcie x=0 nie zachodzi ani maximum ani 
minimum naszej funkcji, co widać odrazu z jej wykresu (rys. 11, 
str. 40). 

W punkcie c=$ funkcja niewątpliwie osiąga maximum, je- 
żeli y'($)=0, a prócz tego y'(x)>0, przy wszelkich wartościach æ 
mniejszych od $, lecz blizkich do 6, oraz q'(0)<0 przy wszelkich 
wartościach x większych od $, lecz blizkich do $. 

Jeżeli w powyższym orzeczeniu zmienimy znaki obu nie- 
równości, wówczas w punkcie x=$ otrzymamy minimum funkcji. 

Istotnie, orzeczenie to powiada, że możemy wyznaczyć 
przedział (5—e, 6), w którym (x) rośnie wraz z x, i drugi 
przedział ($, 6--e) w którym (x) maleje, gdy æ rośnie, a to 


*) Funkcja ciągła, nie mająca pochodnej, może posiadać maxima 
i minima. My jednak takich funkcji nie rozważamy i zakładamy, że 
każda funkcja. o której mowa, posiada pochodną. 
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jest równoznaczne z powiedzeniem, że v(t) stanowi maximum 
funkcji. 

Można to jeszcze inaczej sformułować: jeżeli w punkcie 
x= pochodna g'(x) zmienia znak, a mianowicie z dodatniej 
staje się ujemną, wówczas funkcja g(x) osiąga w tym punkcie 
maximum; jeżeli zaś pochodna z ujemnej staje się dodatnią, 
wówczas (x) osiąga minimum. 


116. Warunki, przy których funkcja posiada maximum 
lub minimum, można sformułować jeszcze inaczej, i to nowe 
sformułowanie bywa w praktyce bardzo dogodne. Przypuśćmy, 
że (x) posiada drugą pochodną ę'(x). Zastrzegamy się, że 
jak z istnienia ę(x) nie wynika istnienie pierwszej pochodnej 
(x), tak samo z istnienia pierwszej pochodnej nie wynika 
istnienie drugiej, W praktyce jednak mamy przeważnie do 
czynienia z funkcjami, które posiadają drugą pochodną. 


TWIERDZENIE D. Jeżeli y'($)=0, a g'(6)=E0, wówczas (x) 
posiada maximum lub minimum w punkcie x=Ẹ, a mianowicie 
posiada maximum, jeżeli ę'($) <0, i minimum, jeżeh q'(5)>0. 


Przypuśćmy np., że ę'(6)>0. Na mocy twierdzenia A., 
pierwsza pochodna ¢'(x) musi być ujemna przy æ mniejszym 
od 6, lecz dostatecznie blizkim do $, natomiast przy x większym 
od $,lecz dostatecznie blizkim do 6 pochodna ta jest dodatnia. 
Zatym w punkcie x=6 funkcja g(x) osiąga minimum. 


117. W poprzednich rozważaniach (pomijając ostatni paragraf) 
zakładaliśmy, że (x) ma pochodną przy wszelkich wartościach x, nale- 
żących do rozważanego przedziału. O ile warunek ten nie jest spełnio- 
ny, twierdzenia nasze przestają być 
słuszne. Np. Twierdzenie B nie daje się 
zastosować do funkcji 

y=l-yx, 

gdzie pierwiastek bierzemy ze znakiem 
dodatnim. Wykres tej funkcji mamy na 
rys. 48. W danym wypadku 

g(-=e()=0, 
ale g'(x) równa się 1, gdy x jest ujemne, Fig. 48. 
natomiast przy « dodatnim równa się 
—1; pochodna ta nigdy nie równa się zeru. Przy œ=0 funkcja nie po- 
siada pochodnej, a wykres jej nie posiada stycznej w punkcie P. Rzecz 
jasna, że przy g=0 funkcja osiąga maximum, ale o'(0) nie istnieje, a więc 


www.rcin.org.pl 


— 248 — 


cecha, po której mieliśmy rozpoznać istnienie maximum, w danym razie 
zawodzi. 

W naszych rozumowaniach zakładaliśmy tylko istnienie pochod- 
nej g'(x); w szczególności nigdzie nie zakładaliśmy clągłości 
pochodnej. Tu powstaje dość subtelne zagadnienie: czy może się 
zdarzyć, żeby funkcja (x) posiadała pochodną dla wszystkich wartości 
x, ale żeby ta pochodna nie była ciągła? Innemi słowy: czy może się 
zdarzyć, żeby krzywa miała styczną w każdym swoim punkcie, ale żeby 
kierunek tej stycznej nie zmieniał się w sposób ciągły? Jeżeli zechce- 
my się oprzeć na intuicji gieometrycznej, prawdopodobnie damy na to 
pytanie odpowiedź przeczącą, a jednak taka odpowiedź nie byłaby słuszna. 

Weźmy pod uwagę funkcję (Œ), określoną w następujący sposób: 


przy a=E0 p(x)=x'sin(1/x) 
„ «=0 p(x) =0. 
Taka funkcja jest ciągła przy wszelkich wartościach zmiennej z. 
Jeżeli x=E0, mamy 
p'(0) =2a sin (1/x)— cos(1/x), 
kisin(1/k)_ 


a g'(0)=lm 
h=>0 


Tak więc pochodna y'(a) istnieje przy wszelkich wartościach na z, 
ale jest nieciągła przy x=0, gdyż 2asin(1/x) dąży do 0, gdy «+0, nato- 
miast cos(l/x) waha się pomiędzy —1 a +1, wobec czego w'(x) również 
waha się między temi samemi granicami. 

Zupełnie podobny przykład pozwoli nam na wyjaśnienie uwagi, 
uczynionej w końcu $ 114. Niech będzie 


ę(0)=0 
oraz p(a)=x?sin(1/x)+ ac (x0), 


gdzie 0<a<1. Wówczas g'(0)=a>0, tak iż warunki twierdzenia A, § 114 
są spełnione. Jeżeli jednak x0, to 


p'(x)=2xsin(1/x) — cos(1/x)+-a: 


gdy «0, pochodna ta waha się pomiędzy wyższą granicą a+1 i niższą 
a—l1. Jeżeli a—1<0, możemy znaleźć wartości na œ dowolnie mało róż- 
niące się od zera, dla których ę'(x)<0; wobec tego niepodobna znaleźć 
przedziału, któryby zawierał punkt g=0 i w którym funkcja (x) była- 
by stale rosnąca. 

Funkcja ę'(«x) nie może posiadać tego, co w rozdziale V (Przykł. 
XL, 18) nazwaliśmy „prostą nieciągłością*. Za chwilę dowiedziemy tego. 

Przykłady XLIX. 1. Sprawdzić Twierdzenie B w przypadku, gdy 
p(x)=(1— a)*(x—b)" lub też ę(x)=(x—a)"(x —b)"(c—0)?, gdzie m, n, p SĄ 
liczbami całkowitemi dodatniemi, a przytym a<b<e. 

[Pierwsza funkcja równa się zeru przy x=a lub x =b. Pochodna jej 


p'(a) =(1—a)7 "(x —b)*H(m-+-n)c—mb—na| 
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równa się zeru przy x=(mb+na)/(m+n), która to wartość zawiera się 
między a ib. W drugim przykładzie należy dowieść, że w równaniu 
kwadratowym 


(m+n-+-p)x?—fm(b-+e)-Fn(c-+a)+p(a-+b)lx--mbc-+nca-+pab=© 
jeden pierwiastek zawiera się między a i b, drugi zaś między b i c] 
2. Dowieść, że przy x>1l wielomiany 
234 3x?—12r+7, 3a*+8a'  — ôr? — 24019 
przybierają wartości dodatnie. 
3. Wykazać, że «—sina jest funkcją rosnącą w każdym prze- 
dziale zmienności v, i że tga—» jest funkcją rosnącą, gdy x rośnie 
T T 
od —- do-. Przy jakich wartościach spółczynnika a funkcja ax—sin æ 
a a 
stale rośnie lub stale maleje, gdy œ rośnie? 


ARE. ; OE uj r 
4. Dowieść, że tga—ax rośnie, gdy x zmienia się od F do Fo od 


— do —, it.d. Dowieść, że równanie tgæx=%œ posiada po jednym tylko 


pierwiastku w każdym z tych przedziałów. 
5. Na mocy przyj, 3 dowieść, że przy ©>0 musi być sinz—a<0, 


a więc 0035—1+5->0, jak również sina— s+ę > (0. Dowieść ogólnie, 


że jeżeli x>0 i jeżeli 


a? „rm 
=e R A a — — R e U 
VC, FC08 © —1+ > (—1) 2mi 
w? q12m+ 1 
Sy = 8İing—-z +=.. m MA l) ———: 
e 3! (2m+1)! 


wówczas Com i Szm+1 Są liczbami dodatniemi lub ujemnemi zależnie od 
tego, czy m jest liczbą nieparzystą czy parzystą. 

6. Jeżeli f(x) i f'(x) są ciągłe i mają jednakowe znaki w każdym 
punkcie przedziału (a, b), wówczas przedział ten może zawierać conaj- 
wyżej po jednym pierwiastku równań /(x)=0, /'(x)=0. 

7. Funkcje u, v i ich pochodne w, v’ są ciągłe w pewnym prze- 
dziale zmienności argumentu z, a funkcja ww—uv nigdzie w tym prze- 
dziale nie równa się zeru. Dowieść, że między każdą parą pierwiastków 
równania u=0 zawiera się jeden pierwiastek równania v=0, i odwrotnie. 
Sprawdzić twierdzenie, gdy u=cos x, v=Sin v. 

[Jeżeli v nie równa się zeru między dwoma pierwiastkami równa- 
nia u=0 (powiedzmy między « i B) wówczas funkcja u/v jest ciągła 
w przedziale (a, 8), a na krańcach tego przedziału równa się zeru. Za- 
tym (u/v) =(wv—v'u)/vż musi równać się zeru dla jakiejś wartości « prze- 
działu (o, 8), co przeczy naszym założeniom.] 

8. Wyznaczyć (o ile istnieją) maxima i minima następujących 
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funkeji: (æx—1) (æ +2); «u*—d3a, Za”—3a"—30x +10, 4a3— 18a? + 270—7, 
J3at—dq3-|-1, x—l5x*+3. Naszkicować wykresy poszczególnych funkcji. 

[Zbadajmy np. ostatnią funkcję. Mamy v'(x)=3a?(x*—9); pochodna 
równa się zeru przy «=—3, «a=0 lub a=3. Łatwo widzieć, że xa =—3 
daje maximum, x1=3 daje minimum, a z=0 nie daje ani maximum ani 
minimum, gdyż pochodna ę'(x) jest ujemna z obu stron wartości y'(0).] 


9. Zbadać maxima i minima funkcji (1—a)”*(x—b)*, gdzie m, n są 
to liczby całkowite dodatnie. Uwzględnić różne przypadki, które mogą 
zachodzić, gdy m, n są parzyste lub nieparzyste. Naszkicować wykres 
funkcji. 

10. W podobny sposób zbadać funkcję (x— a)(x—b)?(x—c)*, uwzględ- 
niająe różne kształty wykresu, odpowiadające różnym wartościom spół- 
czynników a, b, c. 


11. Dowieść, że (ax--b)/(cx-Hd) nie posiada maximum ani mini- 
mum przy żadnych wartościach na a, ©, e, d. Naszkicować wykres. 
12. Zbadać maxima i minima funkcji 


ax*+-2bsc+-C 


OB +6 


w przypadku, gdy mianownik ma pierwiastki zespolone. 
[Możemy założyć, że a>0 i A>0. Pochodna równa się zeru, jeżeli 


(ax +b)(Bxtc)-(Ax+ B)(bx+cj=0. . . . . . (1) 


Równanie to musi mieć pierwiastki rzeczywiste, gdyż w przeciwnym ra- 
zie pochodna miałaby stały znak, co jest niemożliwe, ponieważ y jest 
funkcją ciągłą, a mamy y+a/A, zarówno gdy 1>+w, jak gdy a>—0. 
Łatwo sprawdzić, że krzywa przecina w jednym punkcie prostą y=a/4 
i że leży ona powyżej tej prostej przy dużych wartościach dodatnich na x, 
natomiast leży pod tą prostą przy dużych wartościach ujemnych na y, albo 
też odwrotnie, zależnie od tego, czy b/a>B/A, czy też b/a< B/A. Tak 
więc większy pierwiastek równania (1) daje maximum, jeżeli b/a> B/A, 
w przeciwnym zaś razie daje minimum.] 

13. Największe i najmniejsze wartości, jakie przybiera funkcja 
poprzedniego zadania, są to te wartości parametru X, które zamieniają 
wielomian aax*+2ba+c—A(Ax?+2Bx+ C) w kwadrat zupełny. [Jest to wa- 
runek, żeby prosta y=h była styczna do krzywej.] 

14. Wogóle maxima i minima funkcji R(a)=P(e)/Q(x) znajdują 
się śród wartości A, przy których równanie P(«)—XNQ$(x)=0 posiada dwa 
równe pierwiastki. 

15. Jeżeli równanie Aax*4+2Bx+Q0=0 posiada pierwiastki rzeczy- 
wiste, można postąpić w następujący sposób. Mamy 


y—(a/A)=Qa+u)]A(AH2x*+2Bx+- 0)|, 
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gdzie A=bA—aB, u=cA—a0. Kładąc $=hc+u oraz 1=(4A?)(4Ay=a), ma- 
my równanie kształtu 
y= z = . 

(—p) (£—q) 

To przejście od spółrzędnych (ż,y) do spółrzędnych (5, n) sprowa- 
dza się do przesunięcia równoległego osi, do zmiany skali na obu osiach 
i, w razie jeżeli A<0, do ziniany zwrotu na osi odciętych. Wobec tego 
każdemu maximum (lub minimum) w jednym układzie odpowiada maxi- 
mum (lub minimum) w drugim układzie, i odwrotnie. Pochodna ń wzglę- 
dem $ równa się zeru, jeżeli 


—p)(ż—q) —£(—p) —-(£—q)=0, 
czyli jeżeli $2ż=pq. Tak więc pochodna ma dwa pierwiastki, jeżeli p i g 
są tego samego znaku, nie ma zaś żadnego pierwiastka, jeżeli p i q są 
różnych znaków. W tym drugim przypadku wykres funkeji ma kształt 
taki, jak na rys. 49a. 


Rys. 49e. 


Jeżeli p, q są dodatnie, krzywa ma kształt jak na rys. 49b; łatwo 
widzieć, że = Vpq daje maximum, a £=— Vpq daje minimum. Maxi- 
mum równa się —lj(yp—vq), minimum =-!l/(Vp+ v4); oczywista 
rzecz, że minimum jest tu większe od maximum. 

W przypadku szczególnym, gdy p=q, mamy 19=£/(5—p)*; wykres 
krzywej ma kształt taki, jak na rys. 49e. 

Poprzednie rozumowanie nie da się zastosować do przypadku, gdy 
h=0, t. j. gdy a/A=b/B. Ale w tym przypadku mamy 


y—(a/A)=u/iA(Ax?+2Bac-+ GC)i=u/|A(z— x)(x- 12)4, 


©; t tg 


a równanie dy/dx=0 daje jedną tylko wartość x= Na wykresie 


2 


widać odrazu, że wartość ta daje maximum lub mi- 
nimum zależnie od tego, czy œ jest dodatnie czy 
ujemne. Rys. 50 odpowiada przypadkowi, gdy „>0. 


16. Dowieść, że jeśli a<qy<f, wówczas funk- 
~ (0—a) (c—B) i : R 
Gja =— —— przybiera wszelkie rzeczywiste war- 
eq 
tości, jeżeli zaś y nie zawiera się między a iĝ, wówczas 
funkcja przybiera wszelkie wartości, z wyjątkiem 


zawartych w przedziale o długości 4 v |»—8| |B=v|. Rys. 50. 
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17. Jeżeli O<c<l, to 


«+ 2r-+e 


y=} 411—30 
może przybierać wszeikie wartości rzeczywiste. Wykreślić tę funkcję. 
(Mathem. Tripos. 1910). 

18. Wyznaczyć funkcję kształtu (ax*--2bx +e)/(Ax?+2Bz-- C), któ- 
ra miałaby maxima lub minima równe 2 i 3 przy z=1li a=—l, a przy 
x=0 miałaby wartość 25. 

(Mathem. Tripos 1905). 


Hatt 
19. Maxima i minima funkcji r * n H, przy dodatnich a, b, są 
c—a)(c— 
= i ya tyb ył PEY, va— yb \3 
\ ya 0) z yat yb 


20. Największa wartość funkcji (æ—1)?⁄{æ+1) jest 2/27. 
21. Zbadać maxima i minima funkcji 
© (2-1) n at 3 (a= 1)7(3x7 -20—37) 
x*+3x4+3' (c—1)(r=3)3' (»+5):(30%—14r—1) ` 


22. Wyznaczyć maxima i minima funkcji acosa+bsinx. Spraw- 
dzić odpowiedź. pisząc funkcję w postaci A cos(e— a). 
23. Znaleźć maxima i minima funkcji 
a?co8*%r-4b?*sin*e, A costr-+27/c08 » sinx-+B sin*r. 
24. Dowieść, że sin(«-+-a)/sin(x-+-b) nie posiada ani maximum ani 
minimum. Wykreślić tę funkcję. 
25. Dowieść, że funkcja 
sin?e ð w 
sin(a +a)sin(a +b) NARSAEI 
posiada nieskończenie wiele minimów równych 0 oraz nieskończenie wie- 
le maximów równych 
- 4 sin a sin b/sin*(a—b). 
(Mathem. Tripos. 1909). 
26. Najmniejszą wartością funkcji a?sec?r--b?cosec?a jest (a+b). 
27. Dowieść, że tg3x.ctg2x nie może zawierać się między 1/9 
a 3/2. 
28. Jeżeli suma przeciwprostokątnej i jednej przyprostokątnej jest 
stała, wówczas trójkąt ma największe pole, gdy kąt między temi boka- 
mi =60°. 


29. Przez stały punkt (a, b) prowadzimy prostą, przecinającą osie 
OX, OY w punktach Pi Q. Dowieść, że najmniejsze wartości PQ, OP+ 0%, 
OP.O0Q są odpowiednio (a*+85)2, (Va> b)? i tab. 
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30. Styczna do elipsy przecina osie w punktach P, Q. Dowieść, 
że najmniejsza wartość odcinka PQ równa się połowie sumy osi elipsy. 


31. Znaleźć długości i kierunki osi stożkowej 
ax” +2hcy by =1. 

[Jeżeli r jest połową średnicy, tworzącej kąt % z osią x-ów, wów- 

czas 
1/r$=a cos?9%--2h cos * sin +b sin?%; 

r osiąga najmniejszą lub największą wartość, gdy tg 2%=2h/(a—b). 

Rugując z tych dwuch równań %, mamy 

ta—(1/71(6— (1/r*), =RE.] 


32. Jeżeli x, y są dodatnie i s+y=k, wówczas największa wartość 
funkcji xz”%y* równa się 


(ntn)"t” l 
33. Jeżeli z, y są dodatnie i x*+xyty*=Jk', wówczas największa 
wartość funkcji ax--by równa się 
2k V a?—ab-b*. 


34. Jeżeli między kątami ostremi * i e zachodzi związek 
asec*--bsecy=c, gdzie a, b, c są liczby dodatnie, wówczas o 
ma najmniejszą wartość przy Ył=€. $ 


118. Twierdzenie o wartości pośredniej. Dowiedziemy 
teraz następującego twierdzenia: 


TWIERDZENIE. Jeżeli (x) postada pochodną dla wszystkich 
wartości w, zawartych w przedziale (a, b), wówczas w przedziale 
tym istnieje taka wartość 6 zmiennej x, że 


(6) —q(a) = (b—a)ę'() . 

Zamim podamy dowód tego twierdzenia, najważniejszego 
może w całym rachunku różniczkowym, pokażemy, jaki jest jego 
sens gieometryczny. Cięciwa AB (rys. 51) tworzy z osią x-ów 
p(b) —gfa) 

b—a 
ę($)=totv, gdzie p jest kątem między osią x-ów a styczną do 
krzywej, poprowadzoną w punkcie o spółrzędnych £ i ę(8). 
Tak więc twierdzenie nasze powiada, że jeśli w każdym punk- 
cie łuku AB istnieje styczna, wówczas można na tym łuku 
znaleźć taki punkt P, że styczna, poprowadzona przez P, bę- 
dzie równoległa do cięciwy AB. 


kąt æ taki, że tga= ; z drugiej strony wiemy, że 
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Dowód analityczny jest bardzo prosty. Weźmy pod uwa- 
gę funkcję 


— 46) —gla)| , 


która równa się zeru przy a=a lub z=b. Z twierdzenia B, 


5(b) 


pla) 


Rys. 51. 


$ 114 wynika, że istnieje wartość x=$, przy której pochodna 
tej funkcji równa się zeru. Ale pochodna ta równa się 
plb)— pla) ren 

b=a LA, 
zatym twierdzenie zostało dowiedzione. 

Twierdzenie o wartości pośredniej będziemy nieraz pi- 
sali w postaci wzoru 

ę(6)=qla)--6—a)y' jaba) 

gdzie dł jest liczbą, zawartą między 0 a 1. Oczywista rzecz, 
że a-—-8(b—a) znaczy w tym wzorze tyle, co: „jakaś liczba £, 
zawarta między a i b“. 

Kładąc b=a--h, otrzymujemy najczęściej używaną postać 
wzoru 

ela +h)=ẹla)+-hy'(a+-0h). 
Przykłady L. 1. Dowieść, że funkcja 


b—x 2 
(6) — gr) — ——|4(b)— ola)! 
b=a 


wyraża różnicę między rzędną punktu na krzywej a rzędną odpowiednie- 
go punktu na cięciwie. 

2. Sprawdzić twierdzenie, gdy 4(x)=a?* lub gdy y(a)=a*. 

[W tym drugim przypadku mamy dowieść, że (b*—a*)/(b—a)=3£2, 
gdzie a<ć<b, czyli że $ zawiera się między a ib, jeżeli 1/,(b6?+ab+-a?)=6*] 
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3. Zapomocą twierdzenia o wartości pośredniej dowieść twierdze- 
nia, podanego w końcu § 117. 


[Ponieważ g'(0)=c, możemy znaleźć tak małą wartość dodatnią na 
x, że iloraz |o(x)—yp(O)l/x będzie się prawie równał e, a więc możemy 
znaleźć tak małą wartość dodatnią na £, że ę'(£) będzie się prawie rów- 
nało c; otóż ten fakt nie da się pogodzić z równością lim ę'(x)=a. jeżeli 

1— +0 
nie zachodzi równość a=e.] 

4. Zapomocą twierdzenia o wartości pośredniej dowieść twierdze- 
nia (6), $ 106, zakładając, że pochodne, z któremi mamy do czynienia, 
są ciągłe. 

[Pochodna funkcji Fif(æ)} równa się 
im TI SER. 

h 
Ale wiemy, że f(x+h)=fx)+hf'(È), gdzie 6 jest liczbą, zawartą między 
x a xth. Prócz tego 
Fifa) AP ERSF IAEN thr EEFE), 
gdzie £, jest liczbą, zawartą między f(x) a Aæx)+hf'(). Tak więc po- 
chodna funkcji F|/(x)| równa się 
lim $*(8) F"($,)=f"(2)F'1fta)|, 


ponieważ ć6-—a, a 6,->/(«), skoro Bako h o. 


119. Twierdzenie o wartości pośredniej n nam doś 
wieść bardzo ważnej własności funkcji, a mianowicie: jeżeli dla 
wszystkich wartości zmiennej x, zawartych w pewnym przedziale, 
mamy v'(x)=0, wówczas funkcja (x) ma w tym przedziale stałą 
wartość. 

Istotnie, niech a, b będą dwiema dowolnemi wartościami 
x w tym przedziale. Mamy 


76)— (a) =(b—0y |a-+-8(b—0)| =0. 

Stąd wypływa oczywisty wniosek, że jeśli we wszystkich 
punktach pewnego przedziału mamy g'(x)=v'(x), wówczas funk- 
cje ę(x) i d(x) różnią się w tym przedziale o stałą. 

120. O eałkowaniu. Widzieliśmy, w jaki sposób można 
w wielu razach znaleźć pochodną funkcji ę(x). Teraz powsta- 
je zagadnienie odwrotne: czy można znaleźć pierwotną funkcję, 
jeżeli znamy jej pochodną? 

Przypuśćmy, że mamy daną funkcję t(x). Zagadnienie 
polega na znalezieniu takiej funkcji g(z), żeby było p'(3)=Y(2). 
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Chwila zastanowienia wystarcza, żeby dostrzec, że nasze Za- 
gadnienie rozpada się właściwie na trzy różne zagadnienia. 

(1) Przedewszystkim chodzi o to, czy funkcja (x) na- 
prawdę istnieje, To pytanie należy odróżniać od pytania, czy 
umiemy znaleźć prosty jakiś wzór na (æ). 

(2) Powtóre, chodzi o to, czy nasze zagadnienie posiada 
jedno tylko rozwiązanie, czy też ma ich więcej; innemi słowa- 
mi: czy istnieje jedna tylko funkcja (x) taka, że ę'(1)=4(2), 
czy też funkcji takich jest więcej? Jeżeli takich funkcji jest 
kilka, to jaki związek zachodzi między niemi, i czy możemy, 
znając jedną z nich, znaleźć wszystkie inne? 

(3) Wreszcie, jeżeli istnieje rozwiązanie, to chodzi o zna- 
lezienie wzoru, ża pomocą którego można byłoby to rozwiązanie 
wyrazić. 

Czytelnik zrozumie może dokładniej te trzy zagadnienia, 
jeżeli porównamy je z trzema zagadnieniami, dotyczącemi po- 
chodnych. 

(1) Funkcja (x) może posiadać pochodną dla wszelkich 
wartości z, jak np. funkcja sinz, albo z”, gdzie m jest liczbą 
dodatnią całkowitą. Może się jednak zdarzyć, że funkcja na- 
ogół posiada pochodną, ale nie ma jej przy pewnych warto- 
ściach zmiennej x; do takich należą np. funkcje 4/2, secx. Mo- 
że wreszcie zdarzyć się, że funkcja wcale nie ma pochodnej, 
jak np. funkcja, rozważana w Przykł. XL.20, która jest wszę- 
dzie nieciągła, a więc nie ma pochodnej przy żadnej wartości 
na z. W niniejszym rozdziale mieliśmy do czynienia z funk- 
cjami ciągłemi, które posiadają pochodne, z wyjątkiem chyba 
pewnych wyjątkowych wartości na x (jak np. funkcja $/2, któ- 
ra niema pochodnej przy z=0). Ale może powstać pytanie: 
czy każda funkcja ciągła ma pochodną? albo: czy może istnieć 
krzywa ciągła, nie posiadająca stycznej? Zdrowy rozsądek po- 
wiada, że krzywa taka nie jest możliwa, ale, jak już poprzed- 
nio nadmieniliśmy, zdrowy rozsądek jest w błędzie. 

W każdym razie jest rzeczą jasną, że na pytanie: „czy 
(x) posiada pochodną?* odpowiedź może wypaść rozmaicie, 
Mamy prawo oczekiwać, że tak samo rozmaicie wypadnie od- 
powiedź na pytanie odwrotne: „czy istnieje funkcja ẹ(x), któ- 
rej pochodną byłaby dana funkcja %(x)?*. Widzieliśmy już, że 
w pewnych wypadkach odpowiedź jest przecząca; jeżeli np. 
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W(x) równa się a, b lub c, zależnie od tego, czy z jest mniej- 
sze od zera, równe zeru lub większe od zera, i jeżeli a==b=kc, 
wówczas na nasze pytanie musimy dać odpowiedź przeczącą. 
Ale taka funkcja jest nieciągła, my zaś będziemy zawsze za- 
kładali, że 4(x) jest funkcją ciągłą. Otóż, jeżeli funkcja p(x) 
jest ciqąyła, wówczas istnieje zawsze taka funkcja q(z), że g'(c)=tv(z). 

Ważnego tego twierdzenia dowiedziemy w rozdziale VII. 

(2) Drugie pytanie daje się z łatwością rozstrzygnąć. 
Z określenia pochodnej wynika, że dana funkcja nie może mieć 
więcej niż jedną pochodną. Gdy chodzi o zagadnienie odwrot- 
ne, to z $ 119 odrazu wynika, że jeśli (£x) jest jednym roz- 
wiązaniem zagadnienia, wówczas g(z)--0, gdzie C jest dowol- 
ną stałą, jest też rozwiązaniem tego samego zagadnienia. 

(3) Wyznaczenie pochodnej, wyrażenie jej zapomocą wzo- 
ru jest rzeczą łatwą, o ile mamy do czynienia ze skończoną 
kombinacją symbolów zwykłych funkcji, Przekonamy się za- 
raz, że zagadnienie odwrotne jest o wiele trudniejsze. 

OKREŚLENIE. Jeżeli t(x) jest pochodną funkcja (x), wówczas 
(x) nazywamy całką funkcji y(x). Działanie, zapomocą którego, 
znając funkcję y(x), wyznaczamy ę(x), nazywamy całkowaniem. 

Będziemy się posługiwali symbolem 


p(r)= | p(rjdx 3 
przyczym należy pamiętać, że |= dx, tak samo jak d'da są to 


wyłącznie symbole działań, że więc znaki | lub dx same przez 


się nic nie znaczą. 

, 121. Zagadnienie praktyczne całkowania. Opierając 
się na wynikach poprzednich rozważań i rachunków, możemy 
odrazu wyznaczyć całki niektórych funkcji, często spotyka- 
nych. Np. mamy 

P amti p . 


amdi = mii’ [9957 dx=sin z, | sin rdr=—coszx . (1) 


Wzory te należy pojmować w ten sposób, że funkcja 
w prawej części równania jest jedną z całek; jeżeli zaś chcemy 


Wykład czystej matem. 17. 
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otrzymać catkę ogólną, musimy do tej funkcji dodać dowolną 
stalą C, zwaną często stałą całkowania. 

Pierwszy z powyższych wzorów nie da się zastosować 
w przypadku, gdy m= — 1; istotnie, widzieliśmy (Przy kł, XLV.4), 
że 1/x nie może być pochodną żadnej funkcji wymiernej. W na- 
stępnym rozdziale dowiedziemy istnienia funkcji F(x), której 
pochodna równa się lx; na razie musimy założyć, że taka 
funkcja istnieje. Wiemy, że nie jest ona wymierna, a można 
dowieść, że nie jest ona również algiebraiczna i wogóle nie 
daje się wyrazić za pomocą żadnej skończonej kombinacji sym- 
bolów tych funkcji, które dotąd poznaliśmy. Niestety, dowód 
tego twierdzenia jest zbyt długi, byśmy go mogli w tej książ- 
ce zamieścić; w każdym razie w rozdziale IX poznamy tę 
funkcję nieco dokładniej i zbadamy jej własności w sposób 
systematyczny. 

Przypuśćmy najpierw, że z jest liczbą dodatnią. W ta- 
kim razie napiszemy 

"dz 


"IB MASSA A s 02 
z gT (2) 


i funkcję, wypisaną z prawej strony tej równości, nazwiemy 
funkcją logarytmiczną. Jak dotąd, jest ona określona tylko 
dla dodatnich wartości zmiennej z. 

Przypuśćmy teraz, że z jest liczbą ujemną. W takim ra- 
zie —% jest dodatnie i funkcja lg(—z) jest określona przez 
wzór (2). Otóż mamy 


d  —i 1 
E 4) r)= - z 
a więc, gdy « jest ujemne, mamy 
‘dæ 
|= sua 5. 6.04 5 « „©. (8) 
z 
Wzory (2) i (3) dadzą się połączyć w jeden wzór 
"dr 
|= =Igi+z)=lg a e a i (4) 


w którym znak należy dobrać w ten sposób, żeby liczba +% 
była dodatnia. Wzór ten jest słuszny dla wszelkich rzeczy- 
wistych wartości x różnych od zera. 
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Najważniejsze własności funkcji Iga, których dowiedziemy w roz- 

dziale IX, wyrażają się zapomocą równań 

Ig1l=0, lg(l/x)=—lgax, lgzy=lgx+1gy. 
Rzecz jasna, że drugie równanie wynika z pierwszego i trzeciego. W ni- 
niejszym rozdziale równania te nie są nam właściwie potrzebne, ale cza- 
sem ułatwiają one zwięźlejsze pisanie wzorów. 

Z trzeciego równania wynika, że lga*=źżlgz, jeżeli «>0, jeżeli zaś 
u<0, to lgx?=2lg(—x), a w obu wypadkach mamy Iga?=2lg|x|. Wobec 
tego wzór (4) możemy napisać w postaci 

"da 
| zn 4 lgx’ à (5) 
J 

Wzory (1)—(3) należą do podstawowych wzorów rachun- 

ku całkowego. Do nich należy dodać jeszcze dwa wzory, mia- 


nowicie 
* da * de . > 
| z=ATrcCtg z, =F arcanu") . . . (0) 
1+x* J 1-2? 
122. Całkowanie wielomianów. Twierdzenia, dowiedzio- 
ne w § 106, prowadzą bezpośrednio -lo wzorów 


ME - F(z)|dz = | aydz | | SNBE< +72. „IR 


|iftojdc=k | rejdz OO WE M ZPYZIE 0) 


Zakładany tu, że stałe całkowania są odpowiednio dobra- 
ne, że więc np. wzór (1) powiada: „dowolna całka funkcji f(x), 
dodana do dowolnej całki funkcji £F(x), daje jedną z całek funk- 
cji /(a) +E). 

Na mocy tych wzorów możemy napisać całkę każdej funk- 
cji, mającej kształt LAvfy(x), jeżeli suma ta rozciąga się na 
skończoną liczbę składników i jeżeli znamy całkę funkcji flx). 
W szczególności możemy napisać całkę wielomianu 

J (a,r" aa" +-..--a,„)dz = i ł a z Het apt. 

123. Całkowanie funkcji wymiernych. Niech A(x) bę- 
dzie funkcją wymierną, rozłożoną na ułamki proste, a więc 
przedstawioną w postaci wielomianu ll(fx) i sumy ułamków 
kształtu A/(c—oa)". 


*) W sprawie znaków porów. $ 112. 
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Potrafimy napisać odrazu całki wielomianu oraz wszyst- 
kich ułamków, w których p-El. Istotnie 


ng. A 1 
| _ da =— > , 
| (c—=a)P p—1 (c=a)""! 


gdzie œ jest dowolną liczbą rzeczywistą lub zespoloną ($ 110). 
Nieco trudniej jest wyznaczyć całkę ułamka, w którym 
p=l. Z twierdzenia (6), $ 106 wynika, że 


| FYKA|.['(©dz=Fyfa)t = Aafw GAGMOMĆ) 

W szczególności, jeżeli /(1)=ax--b, gdzie a, b są to licz- 

by rzeczywiste, i jeżeli F(x) zastąpiny przez v(x), a F"(x) 

przez 4(2), tak iż ę(x) będzie całką funkcji 4(«), otrzymamy 
wzór 


| pax + bydx= : M a «ata s (8) 


Wobec tego mamy np. 


" do 
| z z b 


1 
= lg ac--b ; 
a 


w szczególności, jeżeli a jest liczbą rzeczywistą, mamy 


| a =]g zal. 


Tak więc potrafimy całkować wszystkie wyrazy funkcji 
R(x), w których p=l, a a jest liczbą rzeczywistą. Pozostaje 
do zbadania przypadek, gdy a jest liczbą zespoloną. 

Przedewszystkim wprowadzimy pewne założenie ograni- 
czające, a mianowicie założymy, że wszystkie spółczynniki 
funkcji R(x) są rzeczywiste. W takim razie, jeżeli a=9y-|-82 
jest m-krotnym pierwiastkiem równania Q(z)=0, to liczba 
sprzężona &%=y-—-ô musi być m-krotnym pierwiastkiem tego 
samego równania. Jeżeli, dalej, rozkładając funkcję K(x) na 
ułamki proste, otrzymujemy ułamek 4,/(1—a)?, to musimy 
również otrzymać ułamek 4,/(1—o)*, gdzie A, i A, są to liczby 
sprzężone. Twierdzeń tych nie dowodzimy, gdyż czytelnik po- 
winien je znać z kursu algiebry. 

Jeżeli np. w rozwinięciu R(x) na ułamki proste mamy 
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wyraz (X--yż)/ic—q—6ż), to niewątpliwie mamy również wy- 
raz (A—u)/(c—r-+-31), a suma tych dwu wyrazów równa się 


Ten ostatni ułamek jest najogólniejszym ułamkiem kształtu 
Ax-+- B 


ax? -4-2 bc -pe' 
gdzie b? <ae. Czytelnik z łatwością sprawdzi to sam. 
Jeżeli we wzorze (3) założymy F(f(z)|=lg|f(x) , otrzy- 
mamy 
(7 e) dz=le|f(z)| -. « «. « « « (5) 
J fo x i 
a jeżeli prócz tego założymy, że f(æ)=(x—ì)} +u, otrzymamy 


- 


2(2=X) x 
;dr=lgj(r—2)* +p}. 


loar j- y 


. 


Na mocy równań (6), $ 121 oraz powyższego wzoru (4), 
mamy 
°” . —2óp r—h 
m M = = SÓ aroo 25 
|a P „3 1a 28 arctg | z |- 


Te dwa wzory dają nam możność zcałkowania sumy 
dwuch ułamków, o które chodziło; potrafimy tedy napisać cał- 
kę każdej funkcji wymiernej, o ile umiemy wyznaczyć wszyst- 
kie czynniki w mianowniku tej funkcji. Całka ta jest sumą 
wielomianu, pewnej liezby funkcji wymiernych kształtu 


A 1 
p—l (1—a)?"! 
pewnej liczby funkcji logarytmeznych oraz funkcji arctg. 
Przykłady LI. 1. Dowieść, że jeśli A=ac—b?, D=aB—bA i jeżeli 
A<0, to 


[ Azt B |artt"V=A 


A 
————— dr = — Ig |X| + y 
J ac'-+2br-+e 2a 2a Z5 |az+b+V—-A| 


gdzie X=ax?+2bc+c, Jeżeli zaś A>0, to 

 Ac+B U D /ax+b 

| iBEE = 5 lig X+ arctg (EEP), 
ay/4 Pw 


aax*+2br-+c 2a 
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2. Jeżeli ac=b? wówczas całka poprzedniego zadania przyhiera 
kształt 
D 


- Zi [i 
alam- DT glas+bl, 


3. Jeżeli pierwiasiki równania Q(x)=0 są wszystkie różne i rze- 
czywiste i jeżeli stopień wielomianu P(æ) jest niższy od stopnia wielo- 
mianu Q(x), wówczas 

R(»)dr=X Plo) iglz=al, 
Q (2) 
gdzie snmowanie rozciąga się na wszystkie pierwiastki a równania 
(x) =0. 

4. Jeżeli pierwiastki równania Q(x)=0 są rzeczywiste, przyczym 
a jest pierwiastkiem podwójnym, wszystkie zaś inne pierwiastki są po- 
jedyńcze, i jeżeli stopień P(x) jest niższy od stopnia Q(w), wówczas 


i A 
R(a)dr=——+4A'1glxr-a| +EBIg|x-B|, 
` r-a 


2P(a) W 213P'(a)Q"' (2) — Pia (a) B Pig) 
Ql ` 310" (a)4? . QB) 


pz 


gdzie 


a sumowanie rozciąga się na wszystkie pojedyńcze pierwiastki 8 rów- 
nania 4(x)=0. 


5. Dowieść, że 
dx l 1 
æI  4(6-1) 4(a%+1) 
— lg|c—1| +V,1g(x*+1)4+V,urctga. 
6. Zcałkować funkcje 


z e ->e E EG g 

(x—a) (r—b)(r—c) (x—a}(z—b)" (z-a) (x-b}' (x—aP' 
© O a? -g gia 

(x7+a*)(x7 b) (a*+a?) (x*+b)*" a(t a) ala? pa?) 


7. Dowieść słuszności wzorów 


| rod — fa Í ig ¢ SASO) +2arcig( DZ 
JA 144% 4y2] r l=sry 2-4? ]1—r? j 
` atdr 1 EENE EN f /% 
| a (ag | A = |+2arctg |- jt 
I lport yal S T A E 1-237) 
F dæ l Í [1peta fe V [3 \ 
=——n v3! — 2 arctg | — j- 
Jara +y31) g) l- r-a a * AW = 
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124. Uwaga, dotycząca całkowania funkcji wymiernych. Po- 
znaliśmy ogólną metodę całkowania funkcji wymiernych R(x), przyczym 
zakładaliśmy, że umiemy rozwiązać równanie (/(x)=0. Meloda tu jest nao- 
gół prosta, bywają jednak wypadki, w których prowadzi ona do zbyt zło- 
żonych rachunków; w takim razie musimy szukać innej, prostszej meto- 
dy. W niniejszej książce nie możemy badać szczegółowo praktycznych 
metod całkowania, wobec czego odsyłamy czytelnika do dzieł specjal- 
nych, np. do Goursat Cours d Analyse, t. I. 

Jeżeli równania Q(x)=0 nie umiemy rozwiązać, wówczas metoda 
ułamków prostych nie da się zastosować i musimy szukać innej jakiejś 
drogi.*) 

125. Całkowanie funkcji algicbraicznych. Z kolei mu- 
simy zbadać, w jaki sposób całkuje się funkcje algiebraiczne 
zmiennej z. W tym celu weźmy pod uwagę całkę pozornie 
ogólniejszą, mianowicie 


| Ria, yjdz , 


gdzie R(x) jest dowolną funkcją wymierną zmiennych z i y, 
przyczym y jest funkcją algiebraiczną zmiennej xv. Całka ta 
jest tylko pozornie ogólniejsza, gdyż widzieliśmy (Przykł. 
XV.6), że przy naszych założeniach R(x, y) musi być funkcją 
algiebraiczną zmiennej x. Obraliśmy taką całkę w celu uła- 
twienia rachunków, gdyż np. w wielu razach dogodniej bywa ` 
uważać funkcję 

prg V ax7+-2ba->e 

pc q— V ax7 2 ax2--3 bc-|-e 


za funkcję wymierną, zależną od zmiennej © i od prostej al- 
giebraicznej funkcji Vaa?-|-2ba-+-c, niż traktować ją odrazu 
jako funkcję algiebraiczną zmiennej z. 


126. Całkowanie przez podstawienie i przez usunięcie 
niewymierności. Z równania (3), $ 123 wynika, że jeśli 


. 


y(xjda=g(r), to 
faror edi « - « - - - (1) 


To równanie daje nam możność wyznaczania całek w wie- 


*) Porów. Hardy: The integration of functions of a single variable, 
str. 10. 
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lu wypadkach, gdy kształt całki nie jest z góry oczywisty. 
Metodę tę możemy ująć w następującą regułę: kładziemy 
cz=f(t), gdzie /(t) jest jakąkolwiek, odpowiednio 
dobraną funkcją nowej zmiennej t; otrzymany 
wzór mnożymy przez f'(0; wyznaczamy (o ile to 
okaże się możliwym) całkę funkcji %)/(5]//(D; wreszcie 
znalezioną całkę wyrażamy znów za pomocą 
zmiennej z. 

W wielu wypadkach otrzymujemy funkcję zmiennej £, 
która daje się z łatwością całkować. Tak bywa zawsze, jeżeli 
potrafiliśmy znaleźć taki związek między z i ł, że otrzymana 
funkcja zmiennej £ jest wymierna. Np. funkcję f(x) może- 
my przekształcić w funkcję wymierną zmiennej t, kładąc z=t 
jakoż otrzymamy 2tR(i). Tę metodę postępowania nazywamy 
całkowaniem przez usuwanie niewymierności. 

Stosując ją do naszego zagadnienia, t. j. do wyznaczenia 


całki | Ræ, y)dx, powiemy: 


Jeżeli potrafimy znaleźć taką zmienną ł, że- 
byxsiybyły funkcjami wymiernemi tej zmien- 
nej, np. żeby było z=R9/(t), y=R (t) wówczas będzie- 
my mieli 


| Re, y)de= | RIR), RADIR Oat, 


a ta druga całka da się obliczyć zapomocą meto- 
dy $ 123, jako funkcja wymierna zmiennej ł. 

Nie możemy roztrząsać, kiedy takie podstawienie jest wo- 
góle możliwe, gdyż przekraczałoby to ramy niniejszej książki. 
Poprzestaniemy tedy na poznaniu kilku prostych przypadków 
szczególnych. 


127. Całki, związane z teorją stożkowych. Przypuść- 
my, że z i y związane są równaniem 
ac? + Zhecy by? 4 2ga-+ 2fy 1-0 =0, 
czyli że wykres funkcji y jest stożkową. 
Niech (£, 4) będzie dowolnym punktem stożkowej. Kła- 
dąc w naszym równaniu z-—8=X, y—ņ= F, otrzymamy 


aX?-+-2hXV-+-bY?+-2GX+2FY=0, 
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gdzie F=ht--bq|-f, G=aż|-hq--g. Jeżeli w nowym równaniu 
położymy V=łX, przekonamy się, że zarówno X jak F dają 
się wyrazić w postaci funkcji wymiernych zmiennej t, a więc 
to samo da się powiedzieć o z i y. Jakoż mamy 
: 2(G+-F'1) 21(G6--F't) 
r — 3" 3: Y= ; 
a+Zht+bte" Yo" a-|-Zht | bt* 
a stąd wynika, że usunięcie niewymierności z naszej funkcji 
daje się uskutecznić. 
Czytelnik sprawdzi sam, że 


lr 
hx-+by+ f=- 4(a -4-2ht- s p 
dł 
i . 5 dæ 9 | dł 
Z =—_ j 7 
o ARE J he--by+f | a--2ht--bt* 


Jeżeli h*>ab, wówczas dogodniej jest postąpić w nastę- 
pujący sposób. Stożkowa jest hiperbolą, której asymptoty są 
równoległe do pary prostych 


ax? +-żhacy-- by? —0, 
czyli do prostych _ 
b(y=qyer)(y — pc) =0. 


Kładąc y—ux=t, otrzymamy dwa równania 


290 +-2fy-|-c 
bł 3 


y—ur=t, yu 


Jest rzeczą jasną, że z dwuch tych równań możemy wy- 
znaczyć x i y jako funkcje wymierne zmiennej t. Postępowa- 
nie to wyjaśnimy zaraz na bardzo ważnym przykładzie. 


dæ 
128. Całka z = . Przypuśćmy, że y?=ax* F2br-+e, 
V ax? +2 br+c 


gdzie a>0. Kładąc yźry/a=t, otrzymamy 


„de  (P+eejy/a+-2bt 3 _(P-+o)y/a+2bt 


"dt (tya-rb)?> ' w tya+b 
"dx set | 1 | b | 
tak iż |2- | - = — lg jay/ary+—| . . . . (1) 
J y „tyatb va | va 


W szczególności, jeżeli a=l, b=0, c=a?, albo jeżeli a=l, b=0, 
c=—a? mamy 
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— = lgie v’ =a] ... (2) 
r 


* dæ -n [ dr 
J atta J Vaa 
Do tych dwuch wzorów należy dodać jeszcze trzeci 
dæ : , 
z =are sin(w/a) SE e - (3) 
y a= r? 
który odpowiada przypadkowi, gdy a<0. We wzorze (3) założyliśmy, że 
a>0; gdyby było „<0, całka miałaby kształt arc sin ; 
a 


Wzór (3) na pozór różni się bardzo znacznie od wzoru (2), dopie- 
ro w rozdziale X przekonamy się, że w istocie zachodzi między niemi bar- 
dzo ścisły związek. 


` Arp y 
e: Gaika | V aa*--2br--6 


wyznaczyć za pomocą metody poprzedniego paragrafu. Ponieważ 


dr. Całka ta daje się zawsze 


TA Alax- b) b 
AX -+ t= 1-11 — ' 
a . a 


k ac+-b _—— 
| ee de = yar? +2 bc+-e, 
„ Nax”--Zba he 
zatym 
` Ar | ta dę= A Var'-+2br+c 
J Vaa?+-2 bec a 
Aby [7 da 
H-a] 75 
a! Wax” +2 brete 


W tej drugiej całce spółczynnik a może być zarówno dodatni, 
jak ujemny. Jeżeli a>0, kładziemy zya--(b/va)=t i mamy 


1 f- di 

valve Le , 
gdzie k=(ac —b?)ja. Jeżeli q<0, kładziemy A=—a oraz 
cy A—(b/ vV 4)=ł i otrzymujemy. 


yV — | YV — roz! 
Widzimy tedy, że naszą całkę można zawsze sprowadzić 
do jednej z trzech znanych nam postaci 
A dl | dt Ę dł 


J YPF J ya" 
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130. Całka | (Ac -| p) V ax” +-2br--0dw. W taki sam spo- 


sób otrzymujemy 


ye Ear 5 
r-u) V az? +-2bae-Pe da gg a -2ba--0)+4 
i 3a 


+e = || y ax? +-2ba--c dz, 


a tę drugą całkę można z łatwością sprowadzić do jednej 
z trzech postaci 


| Veta di, | yP dt, | VAP. 
W celu wyznaczenia tych całek wprowadzimy nową me- 
todę całkowania. 


131. Całkowanie przez części. Z reguły różniczkowa- 
nia iloczynu wypływa odrazu następujący wzór: 


| re) Flajde- f(x) F (e) | (0) E" (æ)da 


Wzór ten jest bardzo praktyczny, jeżeli umiemy wyzna- 
czyć całkę | f(2)F'(a)dzx . 


Dla przykładu zastosujeny go do funkcji, rozważanej 
w poprzednim paragrafie. 
Kładąc 
f(vy=ax-++b, Fixj= Vaa?+2br4+c=y, 
otrzymujemy 


. . tal ? 
a | ydr=(ax- byy — | u” b) dx = 


"da 
y? 


` a, _(ax+bjy , ac—b? (de 
skąd ] yda = za 4- 3a | z” 


a tę ostatnią całkę umiemy już wyznaczać ($ 128). 


=(ac--b) y=a fyda--(ac— W) | 


Przykłady LII. 1. Dowieść, że przy a>0 mamy 


| Væta dr=ke Va7+ atta’ Ig jet vetF a) 
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z. SE 


| Va?-a?tdr=lrva"= ahalge t Vama 


| Va’ =a? dr=te Va?— xti} a arcsintaæ/a) . 


. 


lr 


aa 
Iye 


2. Zapomocą podstawienia x=asin* wyznaczyć całki 


| Va?— x? dx i sprawdzić, że odpowiedź zgadza się z tą, którą otrzyma- 


liśmy w $ 128 i w Przykł. 1. 


U 


3. Trzema sposobami obliczyć RODZA gdzie m jest liczbą 


wymierną, a mianowicie: (1) stosując całkowanie przez części, (2) stosu- 
jąc podstawienie (x--a)"*=t, (3) pisząc (1 +a)—a zamiast x. 
4. Zapomocą podstawień ax+b=l/t i z=l/u dowieść, że 


|= ax +b "adr be re 
sw, dy J geo "ag 


gdzie y= Var +Zbr+c, Awac=b* 


$ å 
5. Całkę | 2 —, gdzie b>a, obliczyć trzema sposobami: 


J V(a—a)(b-x) 
(1) metodą ogólną, (2) za pomocą podstawienia (b= a«)/(x—a)=t, (3) za- 
pomocą podstawienia z=acos**-|-b sin*v. 


. s f 
RE== 
6. Obliczyć całki | V (1—a) (b=) dr, | | AsE 
A : r—a 


7. Za pomoeą podstawienia Żx+a--b=$(a- bt? +(1/t)?| alho też 
mnożąc licznik i mianownik przez Va+a— Vsæ+b wykazać, że przy 
a>b mamy 


| de va—b (44 tiy 
„ Væbat verb 2 o gt ` 


8. Zapomocą odpowiedniego podstawienia usunąć niewymierności 


dx 


w całce J (x+ a)’ +(w PY 


( Mathem. Tripos, 1899.) 
9. Dowieść, że zapomocą podstawienia y*=ax-b można usunąć 


niewymierność w całce | Ria, Vax+b|de. 
10. Dowieść, że 


f"MF(adr=f'GYF(r) — AMF'(a) + | AF Mda, 
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i że ogólnie 


[EE (ajdz=f"=Hfa)F(fr)-f" (a) F'(2)*-..4(—1)* fa) EF M(r)dz. 


11. Całkę | 0 +a)Patdz, gdzie p i q są to liczby wymierne, moż- 
na obliczyć w trzech przypadkach: (1) gdy p jest liczbą całkowitą; (2) gdy 
q jest liczbą całkowitą; (3) gdy p+4 jest liczbą całkowitą. (W (1) przy- 
padku kładziemy x=w*, gdzie s jest mianownikiem liczby 4; w (2) przy- 
padku xz+l=t*, gdzie s jest mianownikiem liczby p; w (3) przypadku 
1--xz=gt*, gdzie s jest mianownikiem liczby p.] 


12. Całkę |ECZDZE można sprowadzić do poprzedniej całki 


zapomocą podstawienia ax”*=bt. Zresztą w praktyce stosuje się zazwy- 
czaj t. zw. wzory redukcyjne (porów. Zadanie 39 w końcu rozdziału.) 


13. Za pomocą podstawienia 4r=— (b/alit+(1/t);*" —(d/olit —(1/t)4* 
możemy usunąć niewymierpości z całki 


Ble, y ac+b, V cz+di dz. 
14. Za pomocą odpowiedniego podstawienia usunąć niewymierność 
z całki | za y)dx, gdzie y°(x—y)=x°. |Kładziemy y=te.] 
15. Uczynić to samo z poprzednią całką, jeżeli (1) yfc—y)*—a, 
(2) (x?+y =at(a*—y*), |W pierwszym przypadku kładziemy xz—y=t, 


w drugim a*-+yż=ł(a—y).] 


id , dz : 
16. Jeżeli æ = y(æ— y)", to | - 4lgil(r=y)?_—]4 
J «dy 
17 Jeżeli ( m nii Y z 2), t | dx l 1 zły?! 
7 Jeże q?-1- 97)? —2c?(r y*), ta - = ig j 
c ty! c (a y | y? Fyto) F K cy / 


132. Całka | R(x, y)dz, gdzie y*=au* + 2bx + c. Najogólniejszą 
całką, związaną ze stożkową y'=ax?+-2ba+c i należącą do typu, rozwa- 
żanego w $ 127, jest 

| Ría, v X)da e (1 
gdzie X=yg?=ax*+2bx--c. Zakładamy, że R jest funkcją rzeczy- 
wistą. 

Funkcja, stojąca pod znakiem całki, ma kształt P/Q, gdzie Pi Q 


oznaczają wielomiany zmiennych x i XX; możemy ją tedy sprowadzić 
do postaci 
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3 r LR WOC 

A+ LŚ P (47 BĄ X „A A X) E Fy X 

C+DVX Cc--XD* 

przyczym 4, b,.. oznaczają funkcje wymierne zmiennej æ. Nalrafiamy 
tu na jedno tylko nowe zagadnienie, mianowicie na calkowanie funkcji 
FVX lub, co na jedno wychodzi, funkcji G/V X, gdzie G jest funkcją 
wymierną zmiennej w. Otóż całkę 


PR", 
„i 
JVIX 


możemy obliczyć, rozkładające Œ na ułamki proste. Możemy przytym 
otrzymać trzy różne typy całek. 
(I) Przedewszystkim możemy mieć całkę 


lx jet (2) 


i g™ 
—> is. . a. Ldaarias 3 si Lax O) 
TI dż 
w której m jest liczbą całkowitą dodatnią. W $ 129 nauczyliśmy się 
obliczania takich całek w przypadku, gdy m=0 lub m=l1. Chcąc tę spra- 
wę rozstrzygnąć ogólnie, zauważmy, że 
d 


dz 


(a1/X)=( Dz" 24/X „(er Hbg" ag" --pa"" ya" 
© y 1 )=|m— ir W A= - ann 


VX i VX 
gdzie «, B, y są to stałe, dające sie z łatwością wyznaczyć. Rzecz jasna, 
że całkując to równanie, otrzymamy związek między trzema kolejnemi 
całkami kształtu (3), a ponieważ znamy wartości takich całek przy m—0 
i m=l, możemy więc kolejno obliczyć te całki przy wszelkich warto- 
ściach na m. 

(Lil) Powtóre możemy otrzymać całkę typu 


dx 


s - (4) 
J (c>p"yX 


gdzie p jest liczbą rzeczywistą. Kładąc z—p=l/ft, sprowadzamy tą calkę 
do typu (3). 

(LIT) Możemy wreszcie otrzymać całki, odpowiadające zespolonym 
pierwiastkom mianownika funkcji G. Poprzestaniemy na rozważeniu 
najprostszego przypadku, gdy mianowicie wszystkie takie pierwiastki 
są pojedyńcze. Parze pierwiastków zespolonych sprzężonych odpowia- 
da wówczas całka 


p La-+ M A 
asis zag p ea; (5) 
J (A42 Be+C)vV ax” rźbe pe 
Kładziemy 
_ pt Y 
g= 241 


gdzie „ i v są tak dobrane, by było 


ayes-blr-+9) -+e=0, Apv r Bity) r CZU, 
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SE EE 


czyli że p i v są pierwiastkami równania 
(a B— bA) — (cA a C)24 (bC=ch) 10 


Pierwiastki tego równania są niewątpliwie rzeczywiste, a więc mo- 
żemy znaleźć rzeczywiste wartości na u i v, czyniące zadość naszym wy- 
maganiom. 

Po wykonaniu podstawienia przekonamy się, że całka (5) przybie- 
ra postać 

Y tdt If dt í 
H F TA "TR" z (5) 
JI (a? +B)vVqtf +8 JI (at + BV rt +8 


W drugiej całce usuwamy niewymierność zapomocą postawienia 


t 
u 


y 1t +3 
i otrzymujemy 
s dt m du 


J (at? +8) Vret? | Btu’ (ab - By) 


Jeżeli wreszcie w pierwszej z całek (6) założymy, że t=l/u, otrzy- 
mamy całkę drugiego typu, którą obliczymy, kładąc 


u - l 
7 =. Oje *) 
V yt du? Vit? 
Przykłady LIM. 1. Obliczyć 
dx p dz 3 dx 
r V a*+-2043' Ja -1)Va*+1' Ja: 5Dvl+żc=x* 


2, Dowieść, że 


g da z 4 


| VE 
(«= p) V (r=p) (r—q) PETA r-p 


3. Jeżeli ag* 4 ch? v<0, to 


p dæ I | <ZSEZZKKNW 
| - z arctg | V waz te) | ; 
J (hæt g) V az?’ +e y” L ch=aga - 


g 


4. Dowieść, że całkę was 7 gdzie y?’ =ax? t 2bx+ec, można wy- 
J (&— xo) y 


razić w jednej z dwuch następujących postaci: 


*) Powyższa metoda całkowania zawodzi, jeżeli mamy a/A=b/B, 
ale wtedy możemy zastosować podstawienie ax +b=t¢. Więcej szczegółów 
o całkowaniu funkcji algiebraicznych znaleźć można w dziełach: Stolz, 
Grundzüge der Diferential- und Integralrechnung, Bd. I, str. 331; Brom- 
wich, Elementary Integrals. Cambridge Bowesa. Bowes 1911. Inną me- 
todę redukcji podał Sir G. Greenhill A chapter im the integral calculus. 
Porównaj też pracę autora, cytowaną na str. 263. 
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l azto tb (xta) tHe yy! l farr, rb(e re) +e) 
z |. e — a= s arctg i z Bil? 
Yo w— ro , Yo 


zależnie od tego, czy axo? +2bro+ce jest dodatnie i równa się yọ, czy też 
jest ujemne i równa się — zy”. 
5. Za pomocą podstawienia y=4(ax*+2bx-+-c)/(c—p) dowieść, że 
p dz | * dy 
J (6—p) Vax*42be te | Viy? =p 
gdzie h=ap*+2bpte, n=ac—b*. 


6. Dowieść, że z całki 


| dæ =i 
„ vV Sr? 2r+1 
można usunąć niewymierności zapomocą podstawienia x=(1-+y*)/(3 —y”). 
(Mathem. Tripos, 1911.) 
*. (zrl)dze 


T. Obliczyć frapar 


dæ 


| (3x7 +12r48)V 5x7 + 25—7 


8. Obliczyć 


|Zastosować metodę $ 132. Spółezynniki p, v czynią zadość rów- 
naniu ?+3¢+2=0, tak iż u=—2, v=—l, a «=—(2t+1)/(t--1), Całka 
przybiera postać 


p lt j tdt 
— | TOR -VA 


HPD VI- E |(4P4 1)V9F-4 


Z pierwszej całki usuwamy niewymierność, kładąc ł/ V98-1=u, 
a z drugiej, kładąc 1/ V 9t?— 4=v.] 


9. Obliczyć 
(xt Dle » _ (a= | U r E- 
Zx3—2r+1)VIax—2xr+1' | az 6645) 7x7—22r 419 


. 


(Mathem. Tripos, 1911.) 
10. Dowieść, że z całki | Re y) dz, w której y =az?+2bx +c, moż- 


4 ża : cp f f 
na usunąć niewymierność, kładąc t Pea gdzie (p, 4) jest punktem na 
y rq 
stożkowej y?=ax?+2bæx+c. [Oczywista rzecz, że możnaby również zało- 


żyć ŁA porówn. $ 127.] 
y—4 


133. Całkowanie funkcji przestępnych. Wobec nadzwy- 
czajnej rozmaitości typów funkcji przestępnych niepodobna 
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opracować teorji ich całkowania w sposób systematyczny. Po- 
przestaniemy na zbadaniu kilku typów funkcji przestępnych, 
których całki dają się zawsze wyznaczyć. 


134. Wielomiany, utworzone z wstaw i dostaw wielo- 
krotności argumentu x. Możemy zawsze znaleźć całkę każdej 
funkcji, która jest sumą skończonej liczby wyrazów kształtu 


A costag sin” ag cos* bz sin” be ..., 


gdzie m, m, n, m... są liczbami całkowitemi dodatniemi, a a, b,... 
są dowolnemi liczbami rzeczywistemi. Jakoż wyraz taki moż- 
na przedstawić w postaci sumy skończonej liczby wyrazów 
kształtu 

a cos |v(pa--qb+-...)$ lub Bsin |x(pa+-qb--...)|, 


które dają się z łatwością zcałkować. 


Przykłady LIV. 1. Obliczyć | sin*rcos?2e dz. Możemy oprzeć się 


na wzorach sinie="/, (Bsin w —sin3x), cos?2c='/,(1+-008 4x). 
Otrzymamy 
6 | (7 sin x— 5 sin 3x +3 sin 5æ —sin 7e)da=—7/, COS £+ 
: -+-5/48 COS 30 — */gy COS x + 1/1;2 COS Tæ. 


Możemy, oczywiście, postąpić inaczej. Np. możemy napisać 
| sin 3a cos? 2m da = ja costz —4 cos%e + 1)(1 — eos?a)sin z da, 


a kładąc cogem=t, otrzymamy 


| (417—811+547— L)dt=*/, Costa —*/, cos5x + 5/; COS*©— COS ©. 


Czytelnik sprawdzi sam, że dwie otrzymane przez nas całki różnią się 
o stałą. 

2. Obliczyć całki następujących funkcji: cos ax cos bæ. sin ag sin bu, 
cosas sinba,  eos%,  sin*r, costw, COSTCOSZrEOSJx,  COSIŻesiN?Jx 
cos$e sin's. 


135. Całki | xrcosædag , far singdx. Możemy tu zasto- 


sować metodę całkowania przez części. Otrzymujemy 


| a" cos rdr=r"8inz —n | wm sn x dr 


Wykład czystej matem, 18. 
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q"=t cos z dax. 


. 


| a" sin z dx= — zx" cos £--n 


Rzecz jasna, że, stosując to postępowanie odpowiednią 
ilość razy, możemy przy n całkowitym obliczyć nasze całki. 


Stąd wynika, że potrafimy wyznaczyć całki | z" cosazdz oraz 
x” sin ax dx, jeżeli n jest liczbą całkowitą, i, co za tym idzie, 


potrafimy obliczyć całkę 


P(x, cos az, sin az, cos bz, sin bz, „dæ, 


. 


gdzie P jest dowolnym wielomianem. 


Przykłady LV. 1. Obliczyć całki następujących funkeji: «sina, 


«?co8x, x’cos?’r, msin?x sin”2a, x sin*a coste, 6 0x 


2. Wyznaczyć wielomiany Pi 4 w ten sposób, by zachodziła rów- 


ność 
| |(3x2— 1)cos w+(1—2s)sin w| dx= P cos r + Q sin x. 
3. Dowieść, że | x” cos æ dx= Pa COS 1 + Qn BİN T, 
gdzie P,=nx""'-n(n-1)(n-2)x"7+., (Qusz"—n(n—1)r""*+-... 


Funkcje wymierne wstaw i dostaw zmiennej z. 


136. 
Całki tych funkcji możemy obliczyć, kładąc tę =. Istotnie 
Ń _1-8 tę Bis WERE "8 
c085=|_g, SINX=Tg> u Ipe’ 


zatym otrzymamy funkcję wymierną zmiennej £. 


Przykłady LVI. 1. Dowieść, że 


á . L 
| sec x dæx=lg|secættgal, cosecrdz=lg| tg z| . 
| z © 
| Pierwszą całkę można przedstawić w postaci Ig | tg T tz albo 
l 
(1--sin æ 
też 1] o = .] 
"e [1-sinz | | 
2. | tgedr=—lglcosrl, ctg xdæ=iglsin æl, | sec?edr=lgr 
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| coste dr=—cigr, tgrseczadr=secxr, 


| ctg x cosec sde = — COBEC w. 


dz 
a+beosa" 
gdzie a+b jest liczbą dodatnią, przedstawić w jednej z dwuch następu- 
jących postaci: 


3 


_ San [8-0 l Vb+a+tVb=a 
z AA f, Ig 


3. Dowieść, że oznaczając tg Ż przez t, możemy całkę | 


Va abl’ Vo -— a* vb+a—t Vb=a 4 
zależnie od tego, czy a*>b* czy też a?<b?. Jeżeli a?=b?, całka sprowa- 
dza się do stałej wielokrotności funkcji sec? $ albo cosec? E, Znaleźć 
całkę w przypadku, gdy a--b jest liczbą ujemną. 

4. Jeżeli a>0 i a?>b?, i jeżeli y jest funkcją uwikłaną zmiennej 
æ, określoną przez równanie 


(a+b cos x)(a —b cos y) =a? —b*, 


wówczas, gdy æ zmienia się od 0 do x, jedna z wartości na y zmienia się 
również od 0 do r. Dowieść również, że 


: sin y v'a? — 47 sine dz siny 
sinz=— — ry ==" PZ 
> a—=bCOE y atbcosz dy a—bcosy 
Na mocy tego dowieść, że gdy O<a<n, wówczas 


—— ATC cos 
á a+b cosa Va — h? 


P dz 


a+bco8r+cBinr 


* da A, 1 4€081+ -) 
| (a +b Cos z, 


5. Obliczyć | 


` [Przedstawić bcosæ+esinæ w po- 


staci vb? + c? cos(m— a).] 
"a+b cos atesin a 


6. Obliczyć | e ——— — dE 
a+ CoBztysinr 


[Wyznaczyć M, e, * tak, by było 
atbc08m+c€SInx=h+u(a+8 cosc+7 sin r)+y/ — sin v+y tos r). 
Całka przybierze wtedy postać 


| da 
Iga +5cos: sin „| ——————. 
HRT LA GETARI „ u+Êcosr+ysing 


dæ 
J acos*r+Zbeosasinaresin?e * 


7. Znaleźć całkę 


[Podstawienie tga=t.] 
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137. Całki, zawierające funkcje arcsinz, arctgz, lgx. 
Stosując całkowanie przez części, mamy 
j - -  aode i > 
| arc sin z dx=x arc sin © — | =t arcsin s+ Vl—2*. 
. J Vl=r! 


? adr ' 
| arctg c da= zr arctg © | A~ x arctg c —4 lg (1-42) 
- Jl+ęw 


fig rdc=clgx— |d=z0g c—1). 


Jeżeli ę oznacza funkcję, odwrotną względem funkcji f, 
wówczas, znając całkę funkcji y=f(x), możemy znaleźć całkę 
funkcji x=ę(y). Jakoż, kładąc y=f(x), mamy 


[r0 dy = |=f'(zjda= æfiz)- | riajde « 


Czytelnik wyznaczy tą drogą całki aresiny i arc tg y. 
Możemy również obliczyć całki kształtu 


P(x, are sin c)dz, P(x, lg w)dz, 


gdzie P oznacza wielomian. Np. w pierwszym przykładzie 


musimy obliczyć pewną ilość całek kształtu | s" (are sin z)” dx. 


Kładąc z=siny, otrzymujemy całkę | y” sin” y cosy dy, którą 


możemy obliczyć zapomocą metody, podanej w § 135. W dru- 
gim przykładzie mamy do obliczenia pewną ilość całek kształ- 


tu EE «)"da. Całkując przez części, otrzymujemy 


z"ti(lga)" n 


pam ray dr =~ amis nd. 
Jz (lg x)" dx m-4-1 m+1, ” (BYM 


Rzecz jasna, że stosując to postępowanie dostateczną ilość 
razy, w zupełności wyznaczymy żądaną całkę. 


138. O polach krzywych płaskich. Do najważniejszych 
zastosowań rachunku całkowego należy obliczanie pól, ograni- 
czonych przez krzywe płaskie. 

Przypuśćmy, że P,PP' (rys. 52) jest wykresem funkcji 
ciągłej y=ęq(x). Spółrzędne punktu P niech będą (x, y), spół- 
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rzędne zaś punktu P’ niech będą (x--h, y |-k), przyczym h mo- 
że być zarówno dodatnią liczbą, jak ujemną (na rysunku A jest 
dodatnie). 

Pojęcie „pola* należy do tych pojęć, które wymagają ści- 
słej analizy i zostały dokładnie zbadane. Później powrócimy 
do tej kwestji i wyjaśnimy szczegółowo, co znaczy: „przypi- 
sać pole takiemu obszarowi, jak np. ONPP,”. Narazie musimy 


Pe 


A 
ą j 
pi ff, 
P R 


Rys. 52a 


© N N N' 


Rys. 52. 


oprzeć się na intuicji i założyć, że każdemu takiemu obszaro- 
wi podporządkowaliśmy zupełnie oznaczoną liczbe, zwaną 
polem obszaru. Zakładamy również, że „pola* możemy doda- 
wać do siebie (i odejmować) w sposób, zgodny z intuicją, że 
np. mamy 


(BRP')+-(NN'RP)=(NN'P'P). 


Przy tych założeniach jest rzeczą jasną, że pole ONP2P, 
jest funkcją zmiennej x. Oznaczmy tę funkcję przez ©(x). 
Jest to funkcja ciągła. Istotnie, mamy 


P(r--h) - b(a)=(NN'P'P)=(NN'RP)+(PRP') 
= hę(x) |-(PRP'). 


Z rysunku widzimy, że pole PRP’ jest mniejsze od hk, 
co zresztą nie zawsze bywa, gdyż (jak np. na rys. 52a) łuk 
PP' niekoniecznie wznosi się lub opada stale od P do P’. 
W każdym razie pole PRP' jest zawsze mniejsze od hA(h), 
gdzie (R) oznacza największą odległość punktu, leżącego na 
łuku PP", od prostej PR. Ponieważ zaś ę(x) jest funkcją ciągłą, 
zatym gdy h—0, musi być również A(h)—0. 
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Tak więc  P(a-+h)—9(a)=khię(x)--u(h)|, 
gdzie u(h) <X(h), a A(h)>0, gdy h—0. Stąd wynika bezpo- 
średnio, że (x) jest funkcją ciągłą. Prócz tego mamy 


p'(x)=lim 
h—0 


=lim fle) ph} = pla). 
h—>0 


Þixr-+h)— pr) 
A ao 

Tak więc rzędna krzywej jest pochodną pola, pole jest całką 
rzędnej. 

Stąd wynika reguła obliczania pól takich, jak pole obsza- 
ru ONPP,. Obliczamy catkę funkcji (x); otrzymujemy funkcję 
P(x), zawierającą stałą dowolną; stałą tę dobieramy w ten sposób, 
by było P(0)=0. Wtedy P(x) jest żądanym polem. 

Gdyby chodziło o obliczenie pola obszaru N,NPP,, mu- 
sielibyśmy stałą całkowania wyznaczyć tak, by było P(zx,) =0, 
gdzie x, jest odciętą punktu P,. 


139. O długości krzywych płaskich. Pojęcie długości 
krzywej jest jeszcze trudniejsze od pojęcia pola. Nie wystar- 
cza założyć, że łuk PP, (rys. 52) posiada długość, którą mo- 
żemy oznaczyć symbolem S(x). Nie potrafilibyśmy nawet do- 
wieść, że S(x) jest funkcją ciągłą, że więc lim [S(P')—S(P)]=0. 
Ta własność „długości” wydaje się oczywistą na rys. 52, ale 
jest już o wiele mniej oczywista na rys. 52a. 

Niepodobna zgłębić zastosowań analizy do gieometrji, za- 
nim się nie ustali dokładnie pojęcia długości krzywej. Nie- 
mniej jednak można z łatwością domyślić się, jaki powinien 
być wzór na długość łuku. Przypuśćmy, że krzywa posiada 
styczną, której kierunek zmienia się w sposób ciągły, że więc 
(x) jest funkcją ciągłą. Założenie, że łuk krzywej posiada 
oznaczoną długość, prowadzi do równania 


S(x+4-4)—S(x) |PP'| PP' |PP' 
h "7 KK PORTA RES" 
gdzie symbol |PP';| oznacza łuk, którego cięciwą jest odcinek 
PP', Otóż 


r k? 
392 — PIL PpP d 
PP'= y PRE RP*=h | L+; 


k=g(x--h)—q(x)=hę'($), 
przyczym $ zawiera się między z i x+h. Mamy tedy 
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'JEM 


lim z. lim V1 [ę'(5)]? = V1+-[g'(2)]*. 


Jeżeli założymy, że 
p |. 


lim -PP A 


otrzymamy 


S(r--h S(x 
S'(x)}= lim S x Sia V LE [ę'(2)]?. 


zatym Siæ)= | VIHET dz. 


Przykłady LVII. 1. W paraboli z?=4ay wykreślamy rzędną x=$; 
obliczyć pole odcinka, wyznaczonego przez tę rzędną, i długość łuku, 
ograniczającego ten odcinek. 


2, Rozwiązać te same pytania dla krzywej ay*=a* i dowieść, że 
długość łuku równa się 


3. Za pomocą wzorów, podanych w $$ 138—139, obliczyć obwody 
i pola kół xa? +yż=a?, a?”-y?=2aa. 

MAR ; CEA ; 

4. Dowieść, że pole elipsy a + ca równa się rab. 

5. Obliczyć pole obszaru, ograniczonego przez krzywą y=sinæ 
i przez odcinek osi x-ów od a=0 do a=. [Mamy ©(x)=—cosx, a róż- 
nica między wartościami ©Q(0) i (27) równa się zeru. Otrzymany wy- 
nik tłumaczy się tym, że krzywa nasza od xu=r do z—2n leży pod osią 
x-ów, że więc przy zastosowaniu naszej metody musimy tę część pola 
uważać za ujemną. Pole od x=0 do x=r równa się —cosrn+-cos0=2, 
a więc całe pole, o ile obie jego części uważać będziemy za dodatnie, 
równa się 4.] 

6. Przypuśćmy, że spółrzędne dowolnego punktu na krzywej dają 
się wyrazić jako funkcje parametru t, a mianowicie z=vę(t), y=V(t), i że 
(t) i t) mają ciągłe pochodne. Jeżeli x stale rośnie, gdy t zmienia 
się od to do ż,, wówczas pole obszaru, ograniczonego przez oś odciętych, 
przez krzywą i przez dwie rzędne, odpowiadające wartościom parametru 
to i t, równa się A(t,) —A(t,), gdzie 


: t 
A= | Kodę'(Hdt vdt 
. = at 


7. Przypuśćmy, że C jest krzywą zamkniętą o jednej petli i że 
żadna prosta, równoległa do jednej lub drugiej osi, nie przecina tej krzy- 
wej więcej niż w dwuch punktach. Przypuśćmy dalej, że spółrzędne każ- 
dego punktu krzywej możemy wyrazić w postaci funkcji zmiennej ¢ i że, 
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gdy t zmienia się od tę do ł,, punkt P ohiega raz jeden dokoła krzywej 
i wraca do pierwotnego położenia. Dowieść, że pole obszaru, ograniczo- 
nego przez krzywą C, równa się różnicy pomiędzy początkową i końcową 
wartością którejkolwiek z następujących całek: 
` dz ` dy 
— — dt, J 
R y dt ; à dt 


Oczywista rzecz, że tę różnicę uważamy za dodatnią. 


dt, ifle y -y grat. 


8. Wyniki poprzedniego zadania zastosować do obliczenia pól 
krzywych: 
a 1- y 2t 
I) —=- 5 — | 
(t) a l+ť 
9. Znależć pole krzywej a*+y*= 3axy. |Kładąc y=tx, mamy 
x=3at/(1+ t), y = 3at?/(1-+t). Gdy t zmienia się od O do œ, punkt ru- 
chomy obiega pętlę krzywej raz jeden. Mamy 


"| da dy taa END * Dat? 3a? 
i — m |dt=—V | 2* it == Ya |—— dt= - 
„| (y "TEG" JE dz (>): Ja EPP A140) 


=; zp” (i1) r=acos, y=bsin?t. 
a 


a’ 


! 3a? 
Gdy t>w, wówczas zatr) +0, zatym żądane pole =-_ | 


10. Znaleźć pole krzywej xř+ yř=5ax?y’. p 
4 
11. Dowieść, że pole krzywej x=asin 2t, y=asint równa się A 
(Mathem. Tripos. 1905). 
12. Elipsa jest dana przez równania x=acost, y=bsint; dowieść, 
że łuk jej, zawarty między punktami t=t, oraz t=t,, równa się 
F(t) — F(t), gdzie 


Fid=a | v l-e'sinttdt. 
przyczem e oznacza mimośród elipsy. [Całki tej nie możemy wyrazić 
za pomocą funkcji, któreśmy dotąd poznali.] 


13. Spółrzędne biegunowe. Jeżeli /(%) jest jednowartościową 
funkcją zmiennej %, wówezas pole obszaru, ograniczonego przez krzywą 
r=/0) i przez promienie *%=%,, +=%,, równa się F(3,)—F(*,), gdzie 


FA", | ra Długość odpowiedniego łuku krzywej równa się 
p(3,) —P($,), gdzie 


$(3)= fV p? +( LAD : 


Na tej zasadzie obliczyć (I) długość okręgu i pole koła r=2asin ł; 


Dy 
(II) pole obszaru, ograniczonego przez parabolę r='/,/sec*— i cięciwę, 


www.rcin.org.pl 


3 


— 281 — 


poprowadzoną przez jej ognisko; (III) pole ślimaka r=a+bcos® (rozróżnić 
trzy przypadki: a` b, a=b, a<b); (IV) pola elips 1/r*=acos*8 +24 cos 9sint+ 
-+-bsin?ł oraz yr=l+ecos%. |W tym ostatnim przykładzie otrzymujemy 
$ Ai 
całk J -——— —— —, która można obliczyć zapomoe odstawienia 
i (I1 +e cos t)? i ” e 35 
(l +e eos *%)(1-ecosę)=1—e*] 


14. Wykreślić krzywą 2%=(a/r) r(r/a) i dowieść, że pole obszaru, 
ograniczonego przez promień t+=£ oraz przez dwie gałęzie krzywej stycz- 


2a? 
ne do siebie w punkcie r=a, *=l, równa się „AG WE 


(Mathem. Tripos, 1900.) 


15. Krzywa dana jest przez równanie p=/fr), w którym r jest pro- 
mieniem wodzącym, a p prostopadłą, poprowadzoną z początku spół- 
rzędnych do stycznej. Dowieść, że obliczenie pola obszaru, ograniczone- 
go przez łuk krzywej i przez dwa promienie wodzące, sprowadza się do 


obliczenia całki */; pr dr 


J Vr- p’ 


ZADANIA DO ROZDZIAŁU VI. 


1. Funkeję fx) określamy w następujący sposób: f(x)=l-ta« przy 
cZ0 fRa=x przy O0<a<l; flxu)=2—«x przy lgmS2, wreszcie 
Ra)=3x—x? przy x >2. Zbadać ciągłości tej funkcji oraz istnienie i cią- 
głość jej pochodnej przy a=0, x=l, x=2. 

(Mathem. Trip. 1908), 

2. Oznaczmy a, ax+b, aa?+-2bx--c,... PTZEZ Wg, Wi, Mz,... Dowieść, 

Że Uo tig — BUUU +2? OTAZ MM, —tujuz +Ju;? Są niezależne od x. 


3. Jeżeli ao, A,.«« az, Są to stałe i jeżeli U,=(a, a;,,... a, ( ©, 107, 
wówczas 
Zn(2n— 1) 
U, Uzm —2n U, [PR |= 12 A U, Usin- => t Urn Uo 
jest niezależne od z. 
[Oprzeć się na równaniu U, =rU,., .] 


(Mathem. Tripos, 1896.) 


to trzy pierwsze pochodne funkcji 


T 
mig 
are sin (y sing)—x są dodatnie. 


- 4. Jeżeli u>li O<w 


5. Wszystkie elementy wyznacznika są funkcjami zmiennej a; do- 
wieść, że pochodną wyznacznika otrzymamy, różniczkując elementy 
jednego jego wiersza i pozostawiając bez zmiany wszystkie inne ele- 
menty. 
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6. Jeżeli fi, fa, f, fa Są wielomianami stopnia 4 lub niższego, 
wówczas wyznacznik 


| fi fs h f 
Ta Z w 
|" fa” dać fa" 
Ur" Jaz GAĆ Maj” 
jest również wielomianem stopnia nie wyższego nad 4. [Źróżniczkować 
wyznacznik 5 razy.] 
7. Jeżeli y*+3xy+-2x*=0, wówczas z'(l-+a*jy" —*/,xy' +y=0. 
=) czynią zadość równa- 


8. Funkcje y=g(c)+y(x—c) oraz y=29 | 
niu różniczkowemu y=glv(y'); -rple—"(y')j), w którym y' oznacza pochod- 
d 
ną n, a + oznacza funkcję, odwrotną względem 4'. 
(WC 


9. Jeżeli æ jest pierwiastkiem równania yg(u)—up'(xu)=0 i jeżeli 


s ead wówczas funkcje y=cy(x/e) oraz y=8x czynią zadość równaniu 
a 
WOK 
różniczkowemu y= Ty w którym % i y' mają to samo znaczenie, 
sty 


eo i w poprzednim zadaniu. 


10. Jeżeli ax+-by-Hc=0, to y'=0, co możemy wyrazić w taki spo- 
sób: ogólnym równaniem różniczkowym linji prostych jest y'=0. Znaleźć 
ogólne równanie różniczkowe (ł) wszystkich kół, mających środek na osi 
«-ów; (Il) wszystkich parabol, których osią symetrji jest oś x-ów; 
(IM) wszystkich parabol, których oś symetrji jest równoległa do osi y-ów; 
(IV) wszystkich kół; (V) wszystkich parabol; (VI) wszystkich stożkowych. 

[Równania te są: (I) l ry?+yy'=0; (M) y?+yy'=0 (HI) y” =0; 
(IV) yy" =By'y"'?; (V) 5y” ?=3y"y®; (WI) gy zy 5 — 45y'y'y + 
40y''"=0. W każdym poszczególnym wypadku różniczkujemy równanie 
krzywej tak długo, aż otrzymamy ilość równań dostateczną do wyrugo- 
wania stałych.| 


11. Dowieść, że Dy" '*)=0 jest ogólnym równaniem różnicz- 
kowym wszystkich parabol, a Dzy" ")=0 jest ogólnym równaniem róż- 
niczkowym wszystkich stożkowych. 

[Równanie stożkowej możemy napisać w postaci 


y=az+b+ Vpa*+2qatr, z 
zy 
skąd y'=+— | „jek IA —, 
( pa?+2qe+r) * 


Jeżeli stożkowa jest parabolą, mamy p=0.] 
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dy 1 dy 1 dy 1 dy 
dz” 2! da?' 3! dæ?’ 4! dat 
da | dr I Pe l d'r 
dy” 2 dy" 3! dy ' 41 dy* 


12. Oznaczając s- przez tya, b,c,- 


p pDrZoZ T, %, Ê, Yr, MAMY 


m e EE, 


TE raS 
1ac—5b m n m 


Znaleźć odpowiednie wzory dla funkcji a?d—3abc—2b3, (1--t?)b— Za?t, 
2ct— Dab. 

13. Jeżeli przez y, oznaczymy k-tą pochodną funkcji 
y=sin(n arc sing), wówczas 


U-a*)y, 2—Żk+ cy, „j-+(0*— ky, =0. 
[Najpierw dowieść dla k=0, następnie zastosować wzór Leibniza. 
14. Dowieść wzoru 


e , n=l) 
D” u= D"lww) -n Da" '(uD,v) + TĘ D” F(u Dev}. 


[Zastosować indukcję matematyczną.] 
15. Krzywa jest dana przez równania 
©=a(2c08 t+ cos 2t), y=a(2sin t— sin 2i). 


Dowieść, (I) że równania stycznej i normalnej w punkcie, którego 
parametr —t, są 
LM - t =" n$ t API : 3e 
xsin 2 -+y cos z a sin p | wC06 3 -y sin 2 = 3& cS z” 
(Il) że styczna, poprowadzona przez punkt P, spotyka krzywą w punk- 
t 


A p 
tach Q, R, których parametry równają się odpowiednio =z D i 


(IH) że QR=ta; (IV) że styczne, poprowadzone przez Q i R, przecinają 
się pod kątem prostym i że ich punkt przecięcia leży na kole xa?+y?=a*; 
(Y) że normalne, poprowadzone przez P, Qi R, przecinają się w jednym 
punkcie na okręgu koła a*+y?=9a%; (VI) że równanie krzywej możemy 
napisać w postaci 


(a-t ytt l2ax-+ 0a*)? = talm t3a)*. 
Naszkicować krzywą. 


16. Dowieść, że krzywą poprzedniego zadania można określić za- 
pomocą równań £/a=2u-+-(l/u*), n/a=(2/u)--u*, gdzie $=xr-iy, 1=x—ty, 
u=Cist. Dowieść, że równania stycznej i normalnej w punkcie, wyzna- 
czonym przez u, są 


ws—wn=a(u=1), ws+wi=sa(w +1). 


Stąd wysnuć własności (II) —(V) poprzedniego zadania. 
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17. Warunek, żeby równanie æ'+ 4px —4tqæ—1=0 miało równe pier- 
wiastki, daje się wyrazić w postaci (p+q)*-(p- q)"=1. 
(Mathem. Tripos. 1898). 


18. Niech u, f. r będą pierwiastkami równania sześciennego 
f(x)=0, przyczym u<g<y. Jeżeli każdy z przedziałów (a, B) i (B, v) po: 
dzielimy na 6 równych przedziałów, wówczas pierwiastki równania 
f'6e)=0 będą leżały w czwartym przedziale z lewej strony i w czwartym 
z prawej strony od punktu 5. Jakiego rodzaju jest równanie sześcienne, 
jeżeli jeden pierwiastek równania /'(a)=0 leży w jednym z punktów 
podziału? 

(Mathem. Tripos. 1907). 

19. Zbadać maxima i minima funkcji /(«), jak również pierwiastki” 

rzeczywiste równania /(x)=0, jeżeli 


Axs- sin «= tgae(1=cos x) 


a 
albo far)=x—sin x— (a —sin a)- tg = (cos a= cos r), 
i jeżeli O<u<r. Dowieść, że w pierwszym przypadku równanie /(x) =0 
ma dwa równe pierwiastki, jeżeli tga—a jest wielokrotnością liczby r. 


20. Dobierając w odpowiedni sposób stosunek h:p, możemy osiąg- 
nąć to, że równanie M(ax?+-ba-+-e) +u(a'a”--b'v-re)=0 będzie miało pier- 
wiastki rzeczywiste i że różnica między temi pierwiastkami będzie do- 
wolnie wielka. Wyjątek stanowi przypadek, gdy pierwiastki funkcji 
ax? +bx+c, a'x?’+b'æ+e są rzeczywiste i przeplatają się; w tym przypad- 
ku pierwiastki równania są zawsze rzeczywiste, ale istnieje niższa gra- 
nica dla różnicy jego pierwiastków. 

(Mathem. Tripos. 1895). 

21. Dowieść, że gdy 0<x<1, mamy 


sin me 
R< 
ml=r) 


Wykreślić tę funkcję. 
22. Naszkicować wykres funkcji y, danej przez równanie 


dy (Bał +a=l(x=1]P(x41) 
dz z? | 


(Mathem. Tripos. 1905). 


23. Wykreślić krzywą n Pa, 
ży z= 
24. Kartkeẹ papieru zginamy w ten sposób, żeby róg kartki się- 
gał dokładnie przeciwległego jej brzegu. W jaki sposób należy zgiąć 
kartkę, żeby długość rysy, która się przy tym utworzy, była możliwie 
największa? 
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2 2 


25, Największy kąt ostry, pod którym elipsę wt 1 przeciąć 
a? ? 


21%? 
może koło spółśrodkowe, równa się arc tg na 
a 


(Mathem. Tripos. 1900), 


26. Trójkąt posiada stałe pole A i stały półobwód s. Dowieść, że 
największa lub najmniejsza wartość, jaką może mieć którykolwiek bok, 
jest pierwiastkiem równania s(a—s)x”+417=0. Zbadać, w jakich warun- 
kach równanie to ma pierwiastki rzeczywiste i kiedy odpowiadają one 
największym, kiedy zaś najmniejszym wartościom boku. 

[Równania a+b+c=2s oraz s(s—a)(s—b)(s—c)=4A* wyznaczają a i b 
jako funkcje zmiennej c. Różniezkując względem e i zakładając, że 
So, otrzymujemy b=c, s—b=s-0=5, skąd wynika, że s(a—s)a? +4A7=0. 
Równanie to ma trzy rzeczywiste pierwiastki, jeżeli s*>274%, w przeciw- 
nym zaś razie ma jeden pierwiastek rzeczywisty. W trójkącie forem- 
nym (mającym najmniejszy obwód przy danym polu) mamy s*=2743, 
a więc nigdy nie może zachodzić nierówność s*<274%. Równanie ma te- 
dy trzy rzeczywiste pierwiastki; z nich jeden jest ujemny, dwa zaś do- 
datnie, a z tych dwu jeden odpowiada maximum, drugi minimum.] 


27. Pole największego trójkąta foremnego, którego boki przecho- 
dzą przez punkty 4, B, C równa się 


DĄ a? +b?’ +e’ 
Ć 2y3 

gdzie a, b, c są bokami trójkąta ABC, a A jest jego polem. 

{ Mathem. Tripos. 1899). 


28. Jeżeli przez A, A” oznaczymy pola dwuch największych trójką- 
tów równoramiennych, jakie można wykreślić w ten sposób, by wierz- 
chołki przy podstawie leżały na kardiojdzie r=a(l+cosv), a trzeci 
wierzchołek żeby leżał w początku spółrzędnych, wówczas 2561A'=235a* 45. 

(Mathem. Trip. 1907). 


ZAŁ - +. 07 AUD8 : 
29. Do jakiej granicy dąży „—-——, gdy punkt (a, y), poruszają- 
Pa Y 
cy się po krzywej x?y—4a7— 4ay+y?+16x —2y—1=0 dąży do punktu (2,3). 
(Mathem. Tripos. 1903.) 


[Przenosząc początek spółrzędnych do punktu (2,3), nadajemy 
równaniu krzywej ksztalt 6%q—674-1?=0; nasza funkcja zamieni się wów- 
czas w (6?|-456—4n)/(n?+619—66). Kładąc 'r=tć, mamy 5=(1—t*)/i oraz 
1=]1-t, krzywa ma dwie gałęzie w początku spółrzędnych, odpowiada- 
jące wartościom £=—1 i t=1. Wyrażając daną funkcję zapomocą t i za- 
kładając, że t dąży do —1 lub do +1, otrzymujemy granice —*/,, —*/.] 
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30. Jeżeli fa) = oee kn 


sina= sina (ca) Cosa 


LIE EA 

— į lim z)-lim '(1)=1,sec'a—*/,45€C«, 
l 2 

GŁ *—4% 1—% 


(Mathem. Tripos, 1896.) 
31. Jeżeli g(r)=1/(1+a7). to g9W(r)=Q(a)/(1-+x2)"*', gdzie Qn jest 
wielomianem n-tego stopnia. Dowieść również, że 


0 4, 4470 ra )Q'„-2(n+l)cQ,, 
0) Q;272(n+2)rQ, patint) HIU Ha), 
(M) (1+) n naQ „ru(n+1)Qn=0, 


3 (n-F1)n(n—1) PERA y, 
3! 

(V) że wszystkie pierwiastki równania Q„=0 są rzeczywiste i że 
są one przedzielone przez pierwiastki równania 4, ,=0. 

[Aby dowieść (I), stosujemy wzór Leibniza do funkcji (1+x*)ę(ar)=1 
wzór (III) wynika z (I) i (ID); wzór (IV) wynika z (IIl). Wreszcie, chcąc 
dowieść wzoru (V), zauważmy, że przy ()„=0 funkcja Q,,, ma ten sam 
znak, co 4',, t.j. przy dużych wartościach bezwzględnych na z, ten sam 
znak, co (—1)'a”, 

32. Jeżeli przy a gu <b funkcje Ax), y(x), V(x) posiadają pochod- 
ne, wówczas x przybiera w przedziale (a, b) taką wartość £, że 

| a) (a) Ka) |=0. 
Ab) b) b) 
| ro PE "o 
[Wziąć pod uwagę funkcję, w której trzeci wiersz naszego wyznacznika 
został zastąpiony przez f(x), (x), W(x). Jeżeli g(r)j=a, a (x)=, to na- 
sze twierdzenie sprowadza się do twierdzenia o wartości pośredniej.] 


(IV) Qn=(-1)* nifín+1)a" 


33. Z poprzedniego zadania otrzymać wzór 
fb) fla) + ra 
yb) ela) (8) 
o (zx) 


34. Jeżeli v'(x)*a, gdy >, to —— a. Jeżeli y'(x)>w, to 
s 


(x)> œ. [Oprzeć się na wzorze 4(x)—s(x9)=(x—ay)ę'(£) przy wo<E<z.] 

35. Jeżeli y(r)>a, gdy x— œ, to g'(x) nie może dążyć do granicy 
różnej od zera. 

36. Jeżeli ę(2)+9'(r)>a, gdy r—œ, to (x)—>a i y'(x)—>0. 

[Niech będzie (x) = a + (x), tak iż Y(x) + ¢4'(x)—»0. Jeżeli przy 
wszystkich dostatecznie wielkich wartościach na œ funkcja Y'(«) ma sta- 
ły znak, np. znak +, to 4(x) stale rośnie, a więc Y(x) dąży albo do gra- 
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nicy ł, albo do œ, a Y'(x) dąży do —/, albo do — æ, co jest niemożliwe 
(Przykł. 35, 34), jeżeli Ł==:0. Jeżeli przy «x nieograniczenie rosnącym 
W(x) zmienia znak, to wartościom tym odpowiadają maxima i minima 
funkcji Y(x). Jeżeli dużej wartości na « odpowiada maximum lub mini- 
mum funkcji $x), to +fam)-+v'(r) jest bardzo małe, a Y'(x)=0, tak iż 4(x) 
jest bardzo małe. Tymbardziej więc muszą być bardzo małe inne war- 
tości funkeji %(x), odpowiadające dużym wartościom na z] 
37. Wskazać sposób usunięcia niewymierności z całki 


Jefzy ax+b y | cr+ etd) a, 


metn’ EREE ou 


[Kładziemy mc+n=l/t i stosujemy Przykł. LII. 13.] 
37. Obliczyć następujące całki: 


edu 


fee JVE = de, | 7 aoe 


Vl+ry lpr 


j a 4 5cosxz46 
| f a+ N/ b4 lr , | cosecede, | - iz, 
d \ Ņ z z s 3 . 2cosr+einr+s e 


| dze [cos w sin æ dz 
( 


z e pry" my ' COSEC r y SEC 2: 
2-sin?r)(2+sine—sintr) ' | costr+sintr J sec x V set e dx, 


s dr "æt sin c p 
| = - A dx, | are ste rdr, | (are sin x)? dx, 
va Fein x)(2+sinæx) J 1-+cosx 


t : *« are sin x "are sing ‘nre sin x 
| raresin edz, | — dr, |- — dr, = dz , 
. J vl=a?* a? J (ta)? 


[= IET ir : | aretę r i Ik HRI) e "lg («+ Far) , 


= (KĘ o 
UNI. NET (a-+bx)* 


qr? 
39. Wzory redukcyjne. (1) Dowieść, że 


e a d 2 dx 
2(n—1) (q—= | c= "= ET (2n-3) | KWH = wa 
* 4/7] (a*tpe+tq) (x*+ pæ +q) J («*+pr-q) 


|Kładąc r+(p/2)=t, q—(p*/4)=h, mamy 
i lp tdt 
| CE r) (HA A] (6+2)" 


ZUA P.-fkj 13 
Sa] qy * 2k (n-1), EAU a a ifi 


poczym stosujemy całkowanie przez części. 
Taki wzór nazywamy redukcyjnym; przy n całkowitym dodatnim 
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dz 
co po: 


za pomocą całki — 
INE pEr GI" 


żamy calkę f da 
wyrażamy © ——— 
| (@?+px +a)” 
zwala na obliczenie tej całki dla kolejnych wartości wykładnika n.| 


(II) Dowieść, że jeżeli Tp, q= | aP(l-trytdr, to 


(p+NTp.q=" 27 *'(1+0)9—qTp4t, g- 
Otrzymać analogiczny związek między Ip, oraz Ip—1, g+1. Wyka 
zać również, zapomocą podstawienia a= —y/(1+y), że 


Ipq=(>VF*" | yP ry 7797 dy 


(111) Jeżeli X=a ł br, to 
u dx= 30 3a 2br A 
i 10)? 


W 


fax- 


| xX T dr = 3(0a*— Gaba + 5h%a*) ip 


* 
> 
= 


A x 
| 2X7" dr =- saabe) Sa 


. 
M 
i4 


N 4 X 
| 8X de = 4320—Habr +N) z 


(IV) Jeżeli Ima | Tay 

2(1-1)1,, „= =" "(1 +a2) 71") 4(m—1) 
(Y) Jeżeli 1„= | a"cosfrdr, a K,= |a"sinfrdz, to 
BKw=—z" cos pr +4n Tn. 


ln 2, n=1 - 


glw”a" sin Brt Kars 


(VI) Jeżeli 1,= | cos"æde, Kw= |sin"adz, to 
nK,=—=coszsin" !1+(n —1)K,-s. 


nI„=sin r 08%"! r -+(n— 1) Iy-4, 
(VII) Jeżeli 7, = | tg" z dx, to (n-1XT,+1I, „)=tg" "=. 


(VIII) Jeżeli Imn eos” zain” dz, to 
(m+n)l „= cos" *!zsin"""r+(n—1)], n 
=c08™ msin” * 'r+(m— 1n 
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5 l 
IMamy (m+1)4, „== | sin""'r ge !r)da 
dæ 


mel, 


=— 608" q sin" Ie-p(n— 1) | cos” * ?r sinh trde 


=— cos" * lyr sinir + (n— 1)(1 =f) 


m. n—2 m, na 


co prowadzi do pierwszego wzoru redukcyjnego.| 


(IX) Znaleźć związek między Zm, „= | sim*wsin nz dæ a [A 


( Mathem. Tripos, 1597.) 


(X) Jeżeli | u= | -"cosec"z dx, to 


(n=l)(n=2)7, „=(n—2)31 


m, mn m m 


ą r m(m—1)/ 


m=2. n=2 
a” ico8ec"""r|m sine +(n —2)r COS x}. 
(Mathem. Tripos, 1596.) 


(XI) Jeżeli /,= |ia Hbcosx)”dr, to 
(n = tia — b)n = — bsin (a trbcoszx) "* D +(2n—3)a/, 17(n—2)/,.1. 


(XII) Jeżeli 7,- | (a cosx r2h cosg sin +b sin? z) "de, to 


In 
dx? : 


(Mathem. Tripos, 1598.) 


4n(n-+ 1 )(ab—h’)I —2Żu(2n+1)(a-+b)I, gt 1 dn*/, = 


n+2 


(XI) Jeżeli Zp „= | "Ug "de, to 


(MHI) „= zm '(igr)" —n/, PET 


. 


40. Jeżeli » jest liczbą całkowitą dodatnią, to |="lgsy"dx= 


m+1 (m+ 1)? (m+1) © (m+1)"*" 


mif lga)" n(igr)""" n(n— 1)(lg x)" (-1)'n! ) 
=g -— + =- — — x 


41. Najogólniejsza funkcja (æ), która przy wszelkim « czyni za- 
dość warunkowi 9'-+a?y=0, daje się wyrazić w postaci Acos ax-+ Bsinaa« 
lub pcos(ac+-=), gdzie A, B, p, e są to stałe. 

[Mnożąc przez 2% i całkując, mamy g*+aę?=ab?, gdzie b jest 


stałą; stąd wynika ar= 2... ] 


V mE p? 
Wykład czystej matem. 19, 
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42, Wyznaczyć najogólniejsze funkcje y, z, czyniące zadość rów- 
naniom y'+wz=0 i z —wy=0, w których y', z” oznaczają pochodne wzglę 
dem zmiennej x, a œo jest liczbą stałą. 


43. Jeżeli « jest kątem ostrym dodatnim, to pole krzywej, danej 
przez równania 
sin a sin ę sin a Cos ę 


1="0S<-+4—— g y=810 ọ - 


| -cos*a sin” | — cos”g sin”y 


; : z(l +sin a)? 
równa się oBir —— 
2 sina 


(Mathem. Tripos, 1904.) 


44, Rzut cięciwy koła o promieniu a na średnicę ma stałą dłu- 
gość 2a cosß; dowieść, że miejsce gieometryczne środka cięciwy składa 
się z dwuch pętli i że pole każdej z nich =a'(f—cosksin$). 

(Mathem. Tripos, 1903.) 

45. Długość jednego ćwiercianu krzywej (x/a) *+(y/b) *=1 równa się 
(a +ab-rv')/ia-Fb). 

46. Wewnątrz koła o promieniu a znajduje się punkt 4, przy- 
czym odległość jego od środka koła =b. Dowieść, że miejsce spodków 
prostopadłych, poprowadzonych z A do prostych, stycznych do danego 

2 
koła, jest krzywą, której pole =a(a 7). 


( Mathem. Tripos, 1909.) 


47. Jeżeli (a, b, c, f, g, h Ü x, y, 1)?=0 jest równaniem stożkowej, to 
dæ PE 
| - - = alg +P, 
J (lrFmy+n)l(he +by r) PT 
gdzie «a, B są liczhami stałemi, a PT, PT' są to prostopadłe, poprowa- 
dzone z punktu P stożkowej do stycznych, wykreślonych w końcach cię- 


ciwy lx--my++n=0. 
(Mathem. Tripos, 1902.) 
48. Dowieść, że 
ax” r 2Zba -+e 
„dz 
(Ar' F2Br+ C) 
jest funkcją wymierną zmiennej x wówczas i tylko wówczas, gdy albo 
AC- B*=Q0, albo aC+c4A —2%B=0%). 
49. Żeby całka 
* Na) 
m de, 
Jre” 
(w której fi F są wielomianami a F nie zawiera czynników wielokrot- 


*) Porówn. rozprawę autora, cytowaną na str. 263. 
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nych) była fuukcją wymierną zmiennej æ, trzeba i wystarcza, żeby 
fE'-qe" bylo podzielne przez F. 
(Matkem. Tripos, 1910.) 
"4008 r +ĘSIN r-+q 


50. Dowieść, że | = da 
(l -+e cosx)’ 


jest funkcją wymierną zmiennych cosæ i sing wówczas i tylko wówczas, 
gdy ae--y=0. Obliczyć całkę w założeniu, że warunek ten jest spełniony. 
(Matkem. Tripos, 1910.) 
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ROZDZIAŁ VII. 


DALSZE TWIERDZENIA Z RACHUNKU RÓŻNICZKOWEGO 
I CAŁKOWEGO. 


140. Ogólniejsze twierdzenie o wartości pośredniej. 
W § 118 dowiedliśmy, że jeśli f(x) posiada w każdym punk- 
cie przedziału (a, b) pochodną f'(x), to 
fb) — fla) =(b—a)f"'(5), 


gdzie a<$<b, albo innemi słowami: jeżeli f(x) ma pochodną 
w każdym punkcie przedziału (a, a--h) i jeżeli 0< <1, to 


f(a-h)—f(a)=hf'(a+%,h). . . . . . (1) 
Dowód opierał się na rozważaniu funkcji 


b—: 


(tb) ft) — - 1/(b) — fa), 


która równa się zeru przy z=a i c=b. 

Przypuśćmy teraz, że f(x) posiada w całym przedziale 
(a, b) dragą pochodną f” (x), że więc pierwsza pochodna f'(x) 
jest ciągła w tym przedziale. Weźmy pod uwagę funkcję 


6-13-6-2F'(5-(77)46-f0—0-0f'(0l . 


Ta funkcja również przybiera wartość 0, gdy x=a lub 
x=b; pochodna jej 


(b— , , : 
m ainoa) (b—a) fayla f 


musi równać się zeru przy jakiejś wartości na x, zawierającej 
się pomiędzy a i b (z wyłączeniem krańców przedziału a i b). 
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Istnieje tedy w przedziale (a, b) taka wartość zmiennej nieza- 
leżnej $=a--4,(b—a), gdzie 0 <3,<1, że 


f(b)=f(a)-+(b—a)f'(a) -4(b—a)*f"'($). 
Kładąc b=a--h, możemy to równanie napisać w postaci 
fla+4h) =fa)--hf'(a)+-1h3f"' (a+-%4h) . . . . (2) 


Wzór ten możnaby nazwać twierdzeniem drugiego rzędu 0 war- 
tości pośredniej. 

Analogja, zachodząca między wzorami (1) i (2), nasuwa 
myśl dalszego uogólnienia tych wzorów, które wypowiadamy 
w postaci następującego twierdzenia: 


Twierdzenie Taylora czyli ogólne twierdzenie o war- 
tości pośredniej. „Jeżeli we wszystkich punktach przedziału (a, b) 
funkcja f(x) posiada pochodne pierwszych n rzędów, to 
(b -a)" 1 


(n—1)! f*=5(a)+ 


(b—a)? „,,, 
fib)- fla) (b ajf'(a)-- O Ji ) fia 1- «1:77 


©—0)* zarz 
ni (3) 
gdzie a<$<b. Kładąc b=a-h, możemy ten wzór napisać w po- 
staci 


h n-i 


s ę r" 
fla+h=fl(a)--hf'(a)+ Ji ['(a)--...- m=l1i 


fe (a) -- 
M a 
+ ni fP(a--,h), 


gdzie 0<, <1. 

Dowód przeprowadzamy dokładnie w taki sam sposób, 
jak dla przypadków szczególnych, gdy n=l lub n=2. Bie- 
rzemy mianowicie pod uwagę funkcję 


Fix) — (G = ay Fla), 


E 
gdzie F) =f(b)=f(a) — (b= z)f' 2-07. fix) 
(bz) [n—1)/, 
~ (n=) PO: 


Ta funkcja równa się zeru przy z=a i z=b; wobec tego 
pochodna jej 
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n(b—z)" A | 

(b=a)" | 

musi równać się zeru przy jakiejś wartości x, zawartej mię- 
dzy aib. Stąd wynika odrazu żądany wzór. 

Ze względu na wielką dooniosłość tego twierdzenia po- 
damy w końcu niniejszego rozdziału inny dowód, nie różnią- 
cy się wprawdzie zasadniczo od powyższego dowodu, ale róż- 
ny co do formy i oparty na metodzie całkowania przez części. 


b—a)* l 


` ( r 
F, (a) — - "TG f"(2jj 


Przykłady LVIII. 1. Przypuśćmy, że /(z) jest wielomianem stop- 
nia r. W takim razie f*(«) równa się tożsamościowo zeru przy n>r 
i twierdzenie Taylora prowadzi do tożsamości algiehraicznej 


h K 
path= fa) +hf'(a) +5; f"(a) + > Na) 
= ri 


2. Stosując twierdzenie Taylora do funkcji f(x)=1/x i zakładając, 
że a i a rh są dodatnie, otrzymujemy 


1 1 h , h? (-1)" *h"": (-1)'h" 
- Pó” = y i N n r TE Ta 
cęh w a a x (æ+ dnt 
[Poni - 1 h + h? (— 1)" h" (=1"h* 
onieważ =——— = „sł » . 
, x+h 0 «w» g a” Y a"(ręh) 


możemy sprawdzić wzór, jeżeli dowiedziemy, że «”"(x+h) daje się przed- 
stawić w postaci (x+h)! lub że a" *' <a"(a-rh) <(a--h)"*".] 
3. Dowieść słuszności wzoru 


h? W pnm: 
sin(r+h)=sin x+h cos 1 — sin g- Co8r +...+(—1V]" * COS r 
2! 3! (2n—1) 
3m 


+(=1)"5— enfe + Penh) 
an 


Znaleźć analogiczny wzór dla funkcji cos(x-Fh). 
4. Jeżeli m, n są liczbami całkowitemi dodatniemi i n=m, wów- 
czas mamy 


mY m y 7 f my 3 
(+h) P= q | 2" h+.. + hes jaman tipna N a GOLE 
Dowieść również, że jeśli przedział (x, x+h) nie zawiera punktu z=0, 
to wzór jest słuszny dla wszelkich rzeczywistych wartości na m i dla 
wszystkich dodatnich całkowitych wartości na n: jeżeli zaś x<0<@+h 
lub też z+h<O<au, to wzór pozostaje słuszny, o ile m—m jest liczbą do- 
datnią. 

5 Wzór Art h= Ax) rhf'(r + %,h) nie jest słuszny, jeżeli Ar)=la 
i jeżeli w eaO<a4h. |lstotnie, Arth) /f(x)>0, a 


hr (a+ 4h) == hlt AO, 
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a więc warunki twierdzenia o wartości pośredniej nie są spełnione.] 
n : 1 e : 
6. Jeżeli TEN h=2a, fa)=x", to równanie 


fa+th)=f(a) rhf'(a-r*,h) 


i l /3 
jest spełnione przy u + pa [Ten przykład dowodzi, że wzór, wyra- 


żający twierdzenie o wartości pośredniej, może być słuszny, pomimo że 
warunki, któreśmy założyli przy dowodzie tego twierdzenia, nie są speł- 
nione.] 

7. Przybliżone wyznaczanie pierwiastków równania. Niech 
è będzie przybliżoną wartością pierwiastka równania algiebraicznego 
f(x)=0, prawdziwy zaś pierwiastek będzie £+}. Mamy 


i : CAPII ARE 
PEWS AME- E= 0 


AŻ) h? f'"E+t%h) 
KM «KG 

fÈ) 

FÈ) 
jest naogół liczbą, bardziej zbliżoną do prawdziwej wartości pierwiast- 
ka, niż liczba c=6. 

Jeżeli pierwiastek jest pojedyńczy, a więc f'/($+h)=F0Q, i jeżeli k 

jest dostatecznie małą liczbą, wówczas możemy znaleźć stałą dodatnią W 
taką, że |f'(«v)|>K przy wszelkich rozważanych przez nas wartościach 
na w. W takim razie, o ile h jest małą pierwszego rzędu, /() jest rów- 


r) 


nież małą pierwszego rzędu, a błąd, popełniony przez założenie TeS TA 


a więc h 


Widzimy, że g=$ 


jest małą drugiego rzędu. *) 

8. Zastosować powyższą metodę do równania «x*=2, przyjmując 
jako pierwsze przybliżenie £=3/,. [Znajdujemy h= — "i2, $-Fh="/js=1'417..., 
co już stanowi wcale dobre przybliżenie. Powtarzając to samo postępo- 
wanie, a więc biorąc $="/,, otrzymujemy $-|-h=*" gg =1'414215..., tj. ma- 
my 5 dokładnych znaków dziesiętnych.) 

9. Jeżeli y w równaniu 2*—1—y=0 jest małą liczbą, to biorąc na 

2 
x przybliżoną wartość LHi- ET popełnimy błąd czwartego rzędu. 
2+y 

10. Zakładając, że pierwiastek równa się w przybliżeniu 6—(f/f')— 
—M/Y""f" gdzie € jest argumentem każdej funkcji, popełniamy wogó- 
le błąd trzeciego rzędu. 


*) Metodę tę wyznaczania przybliżonych wartości pierwiastków 
wynalazł Newton. Bliższe szczegóły znaleźć można w kursach algiebry 
wyższej, np. w dziele Tannery Leçons d'Algćbre et d Analyse, t. II str. 302. 
Zajączkowski Zasady Algiebry wyższej, str. 158. 
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11. Jeżeli æ jest małą liczbą, to równanie sina=ax posiada pier- 
wiastek, mało różniący się od r. Dowieść, że (l-a)xn daje lepsze przy- 
bliżenie, a (l—a-a*)r daje jeszcze lepsze przybliżenie. |Zauważmy, że 
jeśli 7’ i f” są ciągłe, to metoda, podana w Przykł. 7—10, da się rów- 
nież zastosować do równań przestępnych.] 

12. Dowieść, że gdy h+0, granica liczby +, we wzorze Taylora 
równa się 1/(n+1), o ile tylko pF (2) jest funkeją ciągłą. 


h” 
istotnie, Aæ+Ahj=Na) t.t Aath) 
mi 


n+l 


h” h 
io farW=fHa)+ t = ANa etA), 
n! (1-41)! 


gdzie zarówno %,, jak %,,, zawierają się między O a 1. Tak więc 
par dny h) 


h 
æt th= a) 
n+l 


Otóż,-stosując do funkcji f Ma) twierdzenie o wartości pośredniej 
i kładąc O<*<1, a zarazem zastępując symbol h we wzorze tego twier- 
dzenia ($ 118) przez *,h, mamy 
fran =r"(a) ref "(rr 8h), 


n+1) s 
SZM)! 
skąd PO +9(0408,1)= f 0 (243,19) 


n+l 
zatym twierdzenie jest słuszne, gdyż przy h0 zarówno fo P(x 00,1) 
jak "+D (æ+, h) dążą do "+9 (2). 
13. Jeżeli h—>0, a f''(x) jest funkcją ciągłą, to 
IHl tnam A r) + fix ht>f" (0). 


14. Jeżeli w punkcie x=0 funkcja f(x) ma ciągłe pochodne pierw- 
szych n rzędów, to 


n+l 


fa) "a, tam + asa" -+.. 4+(ay tk”, 


AKU) 
gdzie a, =— yäk +0, gdy 1 ->+0. 
. r. 


15. Jeżeli mamy 
aae a Ma e Ta a a 1702”, 
gdzie s, i 4, dążą do zera wraz Z æ, wówczas musi być 
dambo r 4,FD, , ASD, . 
[Stąd wynika, że jeśli f(x) posiada ciągłe pochodne pierwszych n 


rzędów i jeżeli 


t”) e 

(0 

fir)=m tarta" +..* (anta, to za A 
r! 
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141. Szereg Taylora. Przypuśćmy, że wszystkie po- 
chodne funkcji f(x) są ciągłe w przedziale (a—7, a--4), otacza- 
jącym punkt a=a. Jeżeli h <q, to przy wszelkich warto- 
ściach na n mamy 


f(a-h)=f[(a) --hf'(a)--...+ (n—1)! 


h" 
f-=V(a)-+- = fiath), 


gdzie 0< „<1. Jeżeli wprowadzimy symbole 


n 5 h Y A h” 
S= S — fa, R„=— f NaF th), 
y! n! 


możemy ten wzór napisać w postaci 
f(a--h)S,=R,. 


Przypuśćmy teraz jeszcze, że h, +0, gdy n >; w ta- 
kim razie 


t . : 3 NA 0x4 
fla<h)=lim S= fia) +hf'(a)-- z f a) 


To rozwinięcie funkcji f/(a--h) na szereg nieskończony 
znane jest pod nazwą szeregu Taylora. 
Jeżeli założymy, że a=0, otrzymamy 


: - R zy 
fl) =f(0) --hf'(0) + E f''(0)=... 


Jest to t. zw. szereg Maclaurina. Funkcja EK, nosi na- 
zwę wzoru Lagrange'a na resztę szeregu. 


Należy pamiętać, że ciągłość wszystkich pochodnych funkcji f(x) 
nie jest dostatecznym warunkiem słuszności rozwinięcia na szereg Taylo- 
ra, że konieczne jest prócz tego dążenie reszty do zera. W każdym 
więc poszczególnym przypadku musimy dokładnie badać, jak zachowuje 
się Rn, gdy n>o. 


Przykłady LIX. 1. Niech będzie /(x)=sina. Wszystkie pochod- 
ne tej funkcji są ciągłe przy wszelkich wartościach na x. Mamy rów- 
nież |fP(w)|<1 przy wszelkich wartościach na x i na n. Tak więc 
|R„|>A7/(nl), zatym R, +0, gdy n>w (Przykł. XXX, 12), niezależnie od 
wartości k. Mamy tedy 

2 h? ht 
sin(æ-+ħ)=sin r rh cos © — „+ sin z= cos r+- r sin T+.. 


i 


dla wszelkich wartości na x i h. W szczególności 
h* h* 


sinh=h EE + p = 
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przy wszelkich wartościach na h. W taki sam sposób dowodzimy, że 
k? UE a 3 


cos(fcth)=c0s x —h. sin Z DA x+ gr sinz+.., cosh=l =" -+ A 


2. Szereg dwumianowy. Niech będzie /(a)=(1+2)”, gdzie m 
jest dowolną liczbą wymierną, dodatnią lnb ujemną. Mamy 
r Mla)>mm-N50(m—-2)...(mn-L1)(1-+a)7 77. 


Szereg Maclaurina przybiera postać 
+2)" =14-( DEZE 


Jeżeli m jest liczbą całkowitą dodatnią, otrzymujemy wielomian, 
znany nam z algiebry elementarnej. W przypadku ogólnym, gdy m jest 
liczbą wymierną, mamy 


„= T Ta U E r ko" (1-4 taa)" n 


n! 


i chcąc dowieść, że szereg Maclaurina istotnie przedstawia funkcję 
(l+x)” przy wartościach zmiennej x, należących do pewnego przedzia- 
łu, musimy wykazać, że R,+>0 przy każdej wartości z, należącej do te- 
go przedziału. Możemy tego łatwo dowieść, jeżeli O0<x<1l, gdyż 
(141,r)"7<1, jeżeli n>m, a („e +0, gdy n>e (Przykł XXX, 13.) 
Szereg nasz pozostaje słuszny również dla przedziału —1<x<0, ale na 
razie dowieść tego nie możemy, gdyż przy n>m mamy wówczas 
1+v%,x<1, a (l+t,x)*">l; otóż wiedząc tylko, że 0<®„<1, nie może- 
my mieć pewności, czy 1+%,a nie jest bardzo małą liczbą, a (14a) 7 
nie jest bardzo dużą liczbą. Do dowodu naszego twierdzenia potrzebna 
nam jest inna forma reszty, którą poznamy później (§ 155). 

142. Zastosowania twierdzenia Taylora. A. Maxima 
i minima. Za pomocą tw. Taylora możemy uzupełnić podane 
w rozdziale VI ($$ 115—116) cechy, po których poznaje się 
istnienie maximum lub minimum. Zresztą uzupełnienie to ma 
znaczenie raczej teoretyczne, gdyż w praktyce rzadko zacho- 
dzi potrzeba stosowania tej cechy uogólnionej. 

Zakładając, że glx) posiada pierwszą i drugą pochodną, 
dowiedliśmy, że warunek dostateczny istnienia w punkcie z=$ 
maximum lub minimum da się sformułować tak: przy 4'(£)=0 
1 9'(6)>0 zachodzi minimum, przy ę(5)=0 i g'(E)<U zachodzi 
maximum. 

Rzecz jasna, że cecha ta zawodzi, gdy ę'(5)=0. Otóż 
przypuśćmy, że pochodne (x), g'(x),..ę"(x) są ciągłe i że 
wszystkie one, z wyjątkiem ostatniej, równają się zeru w punk- 
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cie z=ć. W takim razie, przy dostatecznie małych wartościach 
na h mamy 
p(ż--4)—ql(5)= z yi- nh). 

Aby funkcja q(x) miała w punkcie z=$ maximum lub mini- 
mum, trzeba i wystarcza, żeby to ostatnie wyrażenie miało stały 
znak przy dostatecznie małych wartościach na h, co jest mo- 
żliwe tylko przy n parzystym. Jeżeli n jest liczbą parzystą, 
będziemy mieli maximum lub minimum zależnie od tego, czy 
ę00(6) jest ujemne czy dodatnie. 

Mamy tedy następującą ogólną cechę: Aby funkcja f(x), 
rozwijalna w pewnym przedziale na szerey Taylora, posiadała ma- 
ximum lub minimum w punkcie u=$, należącym do tego przedzia- 
łu, trzeba i wystarcza, żeby pierwsza jej pochodna, różniąca się 
w punkcie x=Ẹ od zera, była rzędu pareysiego, Jeżeli ta pochod- 
na jest ujemna, funkcja osiąga maximum, jeżeli zaś dodatnia, 
funkcja osiąga minimum. 


Przykłady LX. 1 Sprawdzić twierdzenie na przykładzie funkcji 
o(x)=(x—a)", kładąc $=a. Przypuszczamy, że m jest liczbą całkowitą 
dodatnią. 

2. Czy funkcja (1—a)”*(x—b)" posiada maxima lub minima w punk- 
tach w=a, x=b? Naszkicować różne możliwe wykresy tej funkcji. 

3. Czy następujące funkcje posiadają maxima lub minima w punk- 


cie x =0: 
, 


; - x - x? af 
sing =æ, SINr=a+ : 8Inz=£t+4 — s 
6 6 120 
a? z? x” 
Cos yr l €08 2 — L- : c0s2—14 = 
2 2 24 


143. B. Obliczanie niektórych granie. Przypuśćmy, 
że f(x) i (x) są to dwie funkcje zmiennej x, których pochod- 
ne f'(x), p(x) są ciągłe w punkcie x=$; przypuśćmy również, 
że /(6) i s(6) równają się zeru. W takim razie funkcja 


nie jest określona w punkcie ©w=6, nie wyłącza to jednak mo- 
żliwości, że 4(x) dąży do oznaczonej granicy, gdy «aż. 


Otóż f(1)=f(2)-f(5=(0—$3/'(7,), 
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gdzie x, zawiera się między $ i z. Tak samo mamy 
pl(z) =|(r—$)ę'(1,), 

gdzie x; zawiera się między 6 i 2. Stąd 

dajz Ln. 

F (Ta) 

Należy rozróżnić cztery przypadki. 

(1) Ani f'($), ani ę'($) nie równają się zeru. W takim 
razie 

fa)/g(x)>f'(2)/ę'(8). 

(2) Jeżeli f'($)=0, ale w'(2)-=0, to 

fiz)/plc)—>0. 

(3) Jeżeli f'(£)-=0, a y(6)=0, wówczas wartość bez- 
względna stosunku f(x)/ę(x) rośnie, gdy x—ś, dopóki jednak 
nie wiemy dokładnie, w jaki sposób w'(ax) dąży do zera, gdy 
x—$6, nie możemy powiedzieć, czy powyższy stosunek dąży do 
+œ, czy do —oo, czy wreszcie wykonywa wahania nieskoń- 
czone. 

(4) Jeżeli f'($)=0, g'(£)=0, to nie możemy nic powie- 
dzieć o zachowaniu się funkcji f(c)/ę(z), gdy x—$8. 

W dwuch ostatnich przypadkach może się zdarzyć, że 
f(x) i ę(x) posiadają drugie pochodne i że te pochodne są cią- 
głe. W takim razie mamy 

fir) =fix) —f(5) — (c—5)/'(5)=4(c—S)*7"' (04) 
pix) =g(x) —s($) — (r — te (E) =4 (r — $)" (203), 
gdzie x, i ©, zawierają się między $ i z. Wobec tego 
y(x)=f'(c,)/ę" (1). 

Tu znów możemy rozróżnić kilka możliwych przypadków. 

W szczególności, jeżeli f'(£)-=0, yp'(5)-=0, mamy 
fe)jg(2)>f" Ee (8). 

Rzecz jasna, że to postępowanie można kontynuować nieo- 
graniczenie. Mamy tedy następujące twierdzenie: przypuśćmy, 
że zarówno funkcje ę(x), f(«), jak i wszystkich ich kolejne pochod- 
ne, jakie tylko byłyby nam potrzebne, są ciągłe w punkcie x=4. 
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Przypuśćmy dalej, że f(x) i V(x) są to pochodne najniższego 
rzędu, które w punkcie c=$ mie równają się zeru. W takim razie 

(1) jeżeli p=q, to Pæ) ef Ep); 

(2) Jeżeli p>4, to f(r)/ę(r)+0: 

(3) Jeżeli p<q, a q—p jest liczbą parzystą, to f(x)/ę(7)—-| 00 
lub też f(r)/g(c)>—oo0, przyczym znak jest ten sam, co znak przy 
fE) CZUCIE 

(4) jeżeli p<q, a q—p jest liczbą nieparzystą, to 

f(w)/ę(1)>-+-00 albo też [(x)/ę(1)—0, 
a mianowicie znak jest zgodny lub niezgodny ze znakiem OWE) je), 
zależnie od tego, czy 0—>6--0, czy też z >£—0. 


Twierdzenie to wynika bezpośrednio z równań 


iae vE- w 
j(x)= KE fu |(£,) » REA PCC) . 
Przykłady LXI. 1. Wyznaczyć granicę funkcji 


ntl n+2 


r=(n+1)x ne 


(l — xr)” . 
gdy æ—>l. 
2. Wyznaczyć granice funkcji 
(tg r- ææ- sins), (tgnc—ntgx)/lnsin x —SIn nar), 
gdy 1 —0. 
3. Wyznaczyć granicę funkcji æ} Va? + a?— æi, gdy x>w. |Kladzie- 
my «=ljy.] 
4. Dowieść, Że 
(=i17 l (=a  (-7)%= 


lim (r=n)cosoc rm „ lim COSAC rr — 


1—%n R ->n X -nl (t-n jr U 


gdzie n jest dowolną liczbą całkowitą. 
5. Wyznaczyć 


1 ( 1 æ \ > Er 1 x 
lim — | cosęc c= — -= =j lim =—| ctgz- — + — 
a 6 


t->) m’ 4 r—0 a x 2 3. 
sin raresina—z* 1 tgz arctgs—m’? 2 : 
6. NN ——, Z A AK" JĄŻOAI 040 
m 18 z’ 9 


144. C. Styczność krzywych płaskich. O dwuch krzy- 
wych powiadamy, że się przecinają w pewnym punkcie, jeżeli 
ten punkt leży na obu krzywych. Powiadamy, że dwie krzy- 
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we stykają stę w pewnym punkcie, lub że są do siebte styczne, 
jeżeli posiadają w tym punkcie spólną prostą styczną. 

Przypuśćmy, że funkcje ffa), (x) mają pochodne wszyst- 
kich rzędów i że te pochodne są ciągłe w punkcie c=$, Weź- 
my pod uwagę wykresy tych funkcji. W ogólnym przypadku 
f) nie równa się s($), a więc r=$ nie odpowiada punktowi 
przecięcia się krzywych. Jeżeli jednak mamy /($)=q(8), to 
w punkcie («=ć, y=f(6)=4v(5)) krzywe przecinają się. Żeby 
krzywe nie tylko przecinały się, lecz również stykały się 
w tym punkcie, trzeba oczywiście, żeby było jednocześnie 

=ę(6) i /(%)=r'(3). 
Kwestje stykania się krzywych można potraktować tro- 


Y y=ġ¢ (x) 
Q y=f (x) 
R 
P 
O t4 ż+h X 
Rys. 53. 


chę inaczej. Na rys. 53 krzywe stykają się w punkcie P, 
a odcinek 
kR? x " 
Qi=qgtrh AE h= a tp E i Et, 

(% zawiera się między 0 a 1), ponieważ 
ę(6)=/(6) i p'(6)=/'($) Stąd wynika, że 
z QR ti r 
lim 2 =3 [7 ©) O. 
ho A 

Innemi słowy: jeżeli krzywe są do siebie styczne w punkcie, 
którego odcięta równa się $, i jeżeli h jest małą pierwszego rzędu, 
wówczas różnica ich rzędnych w punkcie, którego odcięlą jest $+-h, 
Jest małą drugiego lub wyższego rzędu. 

Czytelnik sprawdzi z łatwością, że jeśli krzywe przecinają się, lecz 
nie stykają, to lim 2E = gle) FB), tak iż QR jest w tym przypadku 


małą pierwszego rzędu. 
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Rzecz jasna, że rząd małości odcinka (0R wskazuje, o ile 
styczność jest ścisła. Czytelnik z łatwością dowiedzie, że jeśli 
przy »=< wszystkie pochodne od pierwszej do (n -1)-szej 
równają się sobie, to QR jest małą rzędu n-tego, że więc 

QR 


i l >" 
lim jp = ENE. 
ho M n: 


To prowadzi do następującego określenia: 


Styczność n-tego rzędu. Jeżeli f(5$)=<(8), F (E)=p (È), =, 
FXE =q"(8), ale [0 (Ej=zq+D(E), wówczas powiadamy, że krzy- 
we y=f(x) i y=q(x) są do siebie styczne w punkcie, którego od- 
cięła równa się 6, a mianowicie mają styczność rzędu m-tego. 

W poprzednich rozważaniach uzależniliśmy pojęcie stycz- 
ności od wyboru osi; rozumowanie nasze zawodzi, jeżeli spól- 
na styczna dwuch krzywych jest równoległa do osi y-ów. Moż- 
na w takim razie przyjąć y za zmienną niezależną, ale postą- 
pimy praktyczniej, uważając z i y za funkcje jednego para- 
metru & Ramy książki nie pozwalają nam na gruntowniejsze 
roztrząsanie tej sprawy; znakomity wykład teorji styczności 
znajdzie czytelnik w dziele de la Vallće-Poussin Cours 
d Analyse, t. LI, str. 396. 


Przykłady LXII. 1. Jeżeli ę(x)=ax+b, t.j. jeżeli y=4(x) jest 
prostą, wówczas warunki styczności w punkcie o odciętej $ wyrażają się 
zapomocą równań /l£)=ać+-b, f'(£6)=a. Wyznaczając a ib tak, by uczy- 
nić zadość tym równaniom, otrzymujemy a=f'(¢), b=A)-S/'/63), a rów- 
nanie stycznej do krzywej y= fax) w punkcie o odciętej 4 ma ksztalt 

u=ef'(51+8)-5/'/6) 
czyli y-A)=(r-$)/' ©). Porówn. Przykł. XLII, 5 

2. Prosta jest najzupełniej wyznaczona, jeżeli ma mieć z daną 
krzywą styczność pierwszego rzędu. Jeżeli styczność ma być rzędu 
drugiego, musi być f''(E)=g"(£)=0. Punkt, w którym prosta ma z krzy- 
wą styezność rzędu drugiego, nazywa się punktem przegięcia krzywej. 

3. Znaleźć punkty przegięcia krzywych y =38xt— 6x? +1, y =2x/(1 +2?), 
y=sin x, y=acosr+bsin*a, y=tga, y=arctgx. 

4. Dowieść, że stożkowa aas*+2hary+-by?+2ga+-2fy+c=0 nie posia- 
da punktów przegięcia. [W punkcie przegięcia musiałoby być 

a-+-2hy + by'?=0 


czyli (ab —h?)jax* + Zhacy + by? + 2ga +2fy! af? —2fgh--bq2=0, 
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co dałoby się pogodzić z równaniem stożkowej tylko w razie, gdybyśmy 
mieli 
af*— 2fgh-+bg* =ec(ab—h*) czyli abe+ 2fqh— af? = hq* — eh”), 


a to ostatnie równanie wyraża, jak wiadomo, że stożkowa rozpada się na 
dwie proste.] 
p] € 
5. Krzywa y= Praa. ma jeden luh trzy punkty przegięcia, 
az? - Bety 

zależnie od tego, czy pierwiastki równania ua?+-2px--qy=0 są rzeczywiste 
czy zespolone. 

[Zapomocą zmiany osi (Przykł. XLIX.15) możemy równanie krzy- 
wej przedstawić w postaci 


1n=$/(4A$*+2 B$+ U= A($ — p)(E = q)4, 


gdzie p, 4 mogą być albo rzeczywiste, albo zespolone sprzężone. Waru- 
nek, by krzywa miała punkt przegięcia, brzmi: $°— 3pyć +py(v-+4)—0; rów- 
nanie to ma jeden lub trzy pierwiastki rzeczywiste, zależnie od tego, 
czy |pq(p—q)* jest liczbą dodatnią czy ujemną, t.j. zależnie od tego, czy 
p, q 84 rzeczywiste czy zespolone.] 
6. Zbadać krzywe 
y=(1-z)/(1+a«3), y aN +09), y=(ltra*V(1—2*). 

7. Jeżeli krzywa przykładu 5 ma trzy punkty przegięcia, leżą one 
na jednej prostej. [Równanie 63— Spąt+-p4(p--q)--0 możemy napisać w po- 
staci (£—p)E—D(+p+q)+(p—q)7$=0, tak iż punkty przegięcia leżą na 
prostej + A(p—q)7+p-+q4==0.| 

8. Dowieść, że krzywe y=zasinx, y=(sinx)/x mają nieskończenie 
wiele punktów przegięcia. 

9. Koło styczne do krzywej. Ogólne równanie koła 

(x-a) +y- b) =r" - +.% 5 E (1) 
zawiera trzy stałe dowolne. Wyznaczmy je tak, żeby koło miało w punk- 
cie (6, „=A8)) styczność możliwie najwyższego rzędu z krzywą /(x)=y. 
Oznaczmy f'(5), f'(6) przez ^i, ma. Różniczkując dwa razy równanie ko- 
ła, mamy 

(c=a)+tyny = . . . . . : . -. . (2) 


l+y+(y-by"=0  . . « « . . . . (8) 


Jeżeli koło styka się z krzywą, wówczas x=, y=, y'=, czynią 
zadość równaniom (1) i (2) To daje G-a)'m=(1-60=r/V ln". Je- 
żeli styczność jest rzędu drugiego, wówczas y" =% musi czynić zadość 


; A 1+n,? 
równaniu (3), Ale b= + RANE. zatym 
Tiz 
2 MAHN) Le? E T) 
G=Ę b=qn+——, = 
“iz is fir 
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Koło, mające z krzywą w punkcie (6, n) styczność drugiego rzędu, 
nazywamy kołem ściśle stycznym albo kołem krzywizny, a jego pro- 
mień—promieniem krzywizny. Odwrotność promienia jest to t. zw. 
miara krzywizny (przez skrócenie mówi się nieraz krótko: krzywizna 
krzywej w danym punkcie). Tak więc miara krzywizny równa się 

d*n | LUW KO 
s |€ | -|- - a 
dze | dž ) J 
Środek koła krzywizny nazywa się środkiem krzywizny krzywej w danym 
punkcie. 

10. Dowieść, że krzywizna koła jest stała i równa się odwrotności 
promienia, i że koło jest jedyną krzywą płaską o stałej krzywiźnie. 

11. Znaleźć środek i promień krzywizny w dowolnym punkcie 
stożkowej y?=łaa lub («/a)*+(y/b)7=1. 

12. W elipsic promień krzywizny w punkcie P równa się CD*/ab, 
gdzie CD jest połową średnicy, sprzężonej z CP. 

13. Dowieść, że wogóle można wykreślić stożkową, mającą w da- 
nym punkcie P styczność czwartego rzędu z daną krzywą y=/(2). 

[Równanie ogólne stożkowej zróżniczkujmy cztery razy względem 
zmiennej a. Otrzymamy 


ac rhy-+g + (hx-rbytf)y =0 
a-+-żhy' by (Rx +by+f)y" = 

3(h=-byy" +l(he+by+f)y" =0 

Alh+byy" +aby' *+ (herby +Pdy")=0. 


Jeżeli stożkowa ma styczność rzędu czwartego, to tym czterem 
równaniom i równaniu stożkowej muszą czynić zadość wartości u=€, 
YZ YNY =ne M Ta, y=. Mamy tedy liczbę równań wy- 
starczającą do wyznaczenia stosunków a:b:e:f:g:h.] 

14. Można wykreślić nieskończenie wiele stożkowych, mających 
z daną krzywą styczność trzeciego rzędu w danym punkcie P. Środki 
tych stożkowych leżą na jednej prostej. 

[Przyjmując styczną i normalną w punkcie P za osie spółrzędnych, 
możemy równanie stożkowej napisać w postaci 2y=aa*+-2hmy--by?. Śro- 
dek leży na prostej ax+hy -0.] 

15. Wyznaczyć parabolę, mającą z elipsą (x/a)*+ (y b)?=1 w koń- 
cu jej większej osi styczność rzędu trzeciego. 


16. Średnica Lo RENH elipsy T -+ JL: | jest miejscem 
acosa  bsinz Ga b* 


gieometrycznym środków stożkowych, mających z elipsą styczność rzę- 
du trzeciego w punkcie (acos a, bsin a). 


145. Różniczkowanie funkcji wielu zmiennych. Pojęcie 
pochodnej możemy rozciągnąć na funkcje wielu zmiennych 


L, Yy 
Wykład czystej matem. 20. 
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Przypuśćmy, że mamy do czynienia z funkcją dwuch 
zmiennych rzeczywistych f(x, y)*) i że przy wszelkich warto- 
ściach x i y, jakie rozważamy, istnieją granice 

lim f(x +h, DE 9) lim f(x, y +k)— tis, y) À 

h—>0 h k—>0 k 
Innemi słowy: zakładamy, że w pewnym przedziale zmienności 
x i y funkcja f(x, y) posiada pochodną względem « czyli df/dæ 
albo D,/(x, y) jak również pochodną względem y czyli dfjdy 
albo D,f(x, y) Te pochodne nazywamy pochodnemi cząstkowemi 
funkcji f(x, y) i oznaczamy zapomocą symbolów 


UCZA 

ax’ dy 
albo fe (@, Y) fy (0 y) 
albo jeszcze krócej fran s 


Nie należy zresztą mniemać, że mamy tu do czynienia 
z pojęciami zupełnie nowemi: „różniczkowanie cząstkowe” 
względem z nie jest postępowaniem zasadniczo różnym od zwy- 
kłego różniczkowania; różnica polega na tym, że funkcja na- 
sza jest zależna od drugiej jeszcze zmiennej y, która sama jest 
niezależna od x. 

Inaczej przedstawiałaby się sprawa, gdyby między z i y 
zachodził jakiś związek, gdyby więc jedna z tych zmiennych 
była zależna od drugiej. W tym przypadku nasze określenie 
pochodnej cząstkowej f„ nie miałoby sensu, gdyż, zmieniając 
x na x--h, zmienilibyśmy jednocześnie wartość zmiennej y. Ale 
f(x,y) nie byłaby wówczas właściwie funkcją dwuch zmiennych. 
Jeżeli np. między x i y zachodzi związek y=y(z), wówczas 
mamy 

(a, y)=f ix, re) 
i funkcja nasza jest właściwie funkcją jednej zmiennej x. Oczy- 
wistą rzecz, że moglibyśmy ją równie dobrze traktować jako 


*) Nowe zagadnienia, które powstają przy różniczkowaniu funkcji 
wielu zmiennych, można zupełnie dokładnie zilustrować na przykładzie 
funkcji dwuch zmiennych. Uogólnienia naszych twierdzeń na przypadek 
funkcji trzech lub więcej zmiennych są, wogóle biorąc, niemal oczywiste, 
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funkcję jednej zmiennej y, albo też, wyraziwszy z i y w po- 
staci funkcji trzeciej zmiennej £, mielibyśmy 
fa, y =f, KO]. 


Przykłady LXIII. 1. Jeżeli x=rcost, y=rsinv, to 


r æ öğr y dt y ot r 
dr YVa?4 ye dy 4 ay? * dw a” ry?! dy ary? 7 
or Oy da dy 
=CO0S i ——==s]nó, —=—=rsinv -=r eos i. 
dy dy gi gi 
f dr 1 = (Gy 1 
2. Wytłumaczyć, dlaczego —— =+ —— i — — - 
da (da/oór] Ua (xit) 
dy 


[W teorji funkcji jednej zmiennej widzieliśmy, że a odwrot- 
TE 


d 
nością funkcji T Tu sprawa przedstawia się inaczej. Niech P (rys. 54) 
y 
będzie punktem (x, y) lub (»,%). Cheąc wyznaczyć pochodną cząstkową 
dr 
a musimy zmienić æ o pewien przyrost, powiedzmy: o MM, =x, a jed- 
T 


nocześnie y musi pozostać bez zmiany, skutkiem czego punkt P zajmie 


(o) MM M 
Rys. 54. 


położenie P,. Jeżeli na prostej OP, odłożymy OP'=OP, wówczas mamy 


dr òr 
P'P,=%r, a według określenia 7 ==|im SĄ Jeśli teraz zechcemy obli- 
b ôx 


ô 
czyć pochodną a uważając sz i y za funkcję zmiennych r i %, będzie- 
ia 


my musieli zwiększyć r o Ar, pozostawiając © bez zmiany. Wskutek 
tego punkt P zajmie położenie P,, gdzie PP,=A; odpowiedni przyrost 
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d. A 
zmiennej x jest MM,;=4Ma, a > =lim =, Otóż Az=òr"), ale 4r òr: 
r r 


Jakoż łatwo dostrzec, że 


èr PR 
lim —— =lim>—" =cos*, 
40 JE 1 
: „AF n BE; 
natomiast lim — =lim =secv, 
åx 1 
w 
tak iż lim —=cos*%. 
Ar 
ðr , ôx : ; 
Rzecz w tym, że, tworząc pochodne T i co wychodzimy z róż- 
c A 
nych założeń co do sposobu, w jaki zmienia się położenie punktu PJ] 


800 Pace TAPE 

: z=flax +by), e =a dy 

4. W założeniu, że X+ Y=x, Y=xy, obliczyć pochodne cząstkowe 
ô X/ðx, 6X/dy, it. d. Wyrazić x i y zapomocą zmiennych X i Y i obli- 
czyć pochodne dx/0X, ðx/ð Y, it. d. 

5, W założeniu, że X+ Y+ Z=, Y+Z=sæy, Z=xyż, obliczyć 
0X/0x, OX/dy, it. d. 

[Rozciągnięcie naszych określeń na funkcje wielu zmiennych nie 
jest rzeczą trudną, należy jednak dokładnie uświadomić sobie, które 
zmienne są niezależne. Np. jeżeli u=c+y+z, gdzie x, y, z są zmienne 
niezależne, wówczas óJw/óx=l; jeżeli jednak zmiennemi niezależnemi są 
©, aŁYySY, v+y+z=%, wówczas u=% i du/dc=0.] 


148. Różniczkowanie funkcji dwuch funkcji. W teorji 
funkcji jednej zmiennej istnieje ważne twierdzenie, zwane 
twierdzeniem o pochodnej zupełnej, które jest za- 
leżne od teorji funkcji dwuch zmiennych. Twierdzenie to po- 
daje regułę różniczkowania funkcji 


fis), PO 
względem zmiennej t. 

Przypuśćmy najpierw, że f(x, y) jest funkcją dwuch zmien- 
nych 2, y i że pochodne f,, f, są funkcjami ciągłemi obu 
zmiennych ($ 100) przy wszelkich wartościach, o których bę- 
dzie mowa, Przypuśćmy dalej, że obszar zmienności obu 


*) Oczywista rzecz, że równość ta ma miejsce tylko dlatego, że 
w odpowiedni sposób wybrahśmy przyrost Ar (czyli odcinek PP,). Przy 
innym wyborze przyrostu, otrzymalibyśmy na Aa i Ar wartości, propor- 
cjonalne do powyższych. 
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zmiennych jest ograniczony przez to, że punkt (x, y) leży na 
krzywej 
c=glt), y=4(1), 


przyczyni pochodne $'(t) i Y'(t) są ciągłe, W ten sposób f(x, y) 
sprowadza się do funkcji jednej zmiennej 4, którą oznaczymy 
przez F(t). Zagadnienie nasze polega na wyznaczeniu pochod- 
nej F"(t). 
Przypuśćmy, że gdy £ zmienia się w £--c, wówczas ziy 
zmieniają się w x4 é, y 4. Na mocy określenia mamy 
> = lim -figl 5), Wt- —7 lolt, W0] 


T—il 


— 


= lim —|fl(a-+5, 4--4)—/(0+ 90] 


= lim [7 t 


3 
= 


- 4) —/z, y-n) j 
U Ti 


d dd 


fe, yny) 1 


Š 
Ale, na mocy twierdzenia o wartości pośredniej, mamy 


fets, yina, yin) 


» 


fæ, 4-7) — flv, y) 


y. 


Fle, YHE) 


gdzie i 8' zawierają się między 0 a 1. Gdy «+0, wówczas 
—0, q—>0, $/r>+'(t), nipit), a więc 
ftti, yH D (la yrY rq) y E W. 
Mamy tedy 
F'(Ð= Dif AD, U =f l, DR Fy GG, yp D 
ezyli ` mm 
df af de of dy 
It òx dt’ ðy dt" fi 


Przykłady LXIV. 1. Przypuśćmy, że 4(1)=(1—)/(1-+4), 4(t)= 
=2y/(1--t), tak iż miejscem punktu (x,y) jest koło x*-HFy?=l. W takim 
razie 

p'(O=-4 0P, 4(N=21=PV(1+1)2, 


F'(1)=| ta HR a 13)/(1 A. 
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Oczywista rzecz, że po dokonanym różniczkowaniu wstawiamy na æ i y 
ich wartości (1—+)y(1--1*) oraz 2ż/(1--t'). 

Wzór ten możemy z łatwością sprawdzić na poszczególnych przy- 
kładach. Niech będzie np. f(x,y)=x*ry”. mamy fr =2a, fy =2y, Skąd 
F'(t) =2ee'(t) r2y7 ()=0, co jest słuszne, gdyż F(t)=1. 

2. Sprawdzić twierdzenie w przypadku, gdy x=t”, y=l—t”, 
Aa, yy=x+y lub gdy c=acost, y=asint, f(x, y)=a*-Ly?. 

3. Do najważniejszych przypadków szczególnych należy ten, w któ- 
rym g=t Mamy 

Daf iz, t) = Dzfta, y) + Dyfia, Y)%' (æ), 
gdzie y należy zastąpić przez %(©) po dokonaniu różniczkowania. 

Ten właśnie przypadek szczególny skłonił do wprowadzenia symbo- 
lów óf/óx, 0f/óy. Jakoż wydaje się rzeczą naturalną oznaczać przez df/dx 
tylko jedną z dwuch funkcji D.f(x, y) oraz D.fiae, Y(x)|, które tym się od 
siebie różnią, że w jednej położyliśmy y=%(x) przed różniczkowaniem, 
w drugiej zaś po różniczkowaniu. Przypuśćmy np., że y=l—a, ffa,y)= 
=g-+y. Mamy D,f(x, 1-x)=D.l=0, ale D,f(x, y)=L. 

Różnicę między temi dwiema funkcjami można uwydatnić, ozna- 
czając Dzfiu, W(x); przez df'dx, a Dzf(x,y) przez Of/dx. W takim razie 
twierdzenie nasze przybiera postać 

daf óf Of dy, 
da dx dy da 

Zresztą i to znakowanie nie jest bez zarzutu, gdyż w symbolach 
ôf/ðx oraz dfjdx oznaczaliśmy tą samą literą f dwie funkcje /(a, y) 
i fla, Hæ), które, jako funkcje zmiennej x, są zupełnie różnej formy. 

1. Jeżeli, rugując t z równań a=y(t), y =%t) otrzymujemy 
filc, y)=0, wówczas 

Of da ôf dy 
dw dt M dy dł 

5, Jeżeli x, y są funkcjami zmieunej t a r i * są spółrzędnemi 
biegunowemi punktu (x, y), wówczas r'=(xx +yy' fr, Y =(xy'—yx')/r?, gdzie 
kreski oznaczają różniezkowanie względem t. 


147. Twierdzenie o wartości pośredniej w zastosowa- 
niu do funkcji dwuch zmiennych. 

Wiele wzorów otrzymaliśmy w poprzednim rozdziale, 
opierając się na twierdzeniu o wartości pośredniej, t. j. na 
równaniu 

pæ +h) —s(20) =hf" (ath), 
które można napisać w postaci 


òy =f (æð . DL, 
kładąc y=r(x). 
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Przypuśćmy teraz, że ż=/(z, y) jest funkcją dwuch zmien- 
nych niezależnych zv, y, którym dajemy przyrosty k, k czyli 
òx, 0y. Postaramy się wyrazić przyrost 


82=f(x--h, y-I k)— f(x, y) 


zapomocą h, k oraz pochodnych funkcji ż względem z i y. 
Niech będzie f(c+-ht, y--kt) =F(t). Mamy 


fach, y-6)—fa, y =F) — F(0) =F"), 
gdzie 0<%<1. Ale na mocy $ 146 mamy 
F' (©) = D,f(x--ht, y--kt) 
=hf; (0h, y-k) Ef, (c--ht, y+kt), 
a stąd wynika żądany wzór 
Bz=f(c--h, y-+-k) —f(w, y=hf_(2—%, y+ Ik) 
-kf y (ć+%%, y-—8k). 


Ponieważ zakładamy, że f,, f, są funkcjami ciągłemi 
obu zmiennych v, y, zatym 


fe @+ th, yok) =f (2, 8, x 
fi (w HA, y-+%k) =f, (x, Y)--TA, : » 
uk, Fax dążą do zera, gdy h i k dążą do zera. Możemy te- 
dy napisać twierdzenie w postaci 
de= (fr HLA róy. . . . . . D 
gdzie s: i 4 są małemi liczbami, gdy Żx i Ży są małe. 
Wzór (1) można wysłowić inaczej, mówiąc, że równanie 
õe=f x+y 
jest w przybliżeniu słuszne, t.j. że różnica między obu strona- 
mi równania jest mała w porównaniu z większym z dwuch 
przyrostów ôx, ôņ*) Mówimy: „w porównaniu z większym 
z dwuch przyrostów*, gdyż jeden z nich może być mały w po- 
równaniu z drugim, a możemy nawet mieć 5x=0 lub $y=0. 


*) Albo w porównaniu z |Ża|--|8y' lub z v (ża)*+-(8y)?. 


www.rcin.org.pl 


— 812 — 


Jeżeli równanie 8z—h%x-+-uży jest „w przybliżeniu słuszne“ w tym 
sensie, jaki nadaliśmy temu wyrażeniu, wówczas musi być A=f,, p=fy. 
Jakoż Èr- fr fyly="she $ ÈY, Èz- kr —uży="'dr+ n ży. 
gdzie s, 3%, x, 4 dążą do zera wraz z ów i dy, a więc 

(= fa letia fy By =plx rę dy, 


gdzie p i p” dążą do zera. Mając tedy dowolnie zadaną liczbę dodatnią 6, 
możemy dobrać takie a, że 


o 


-fatla fy dyl lal | Żyli. 

o ile tylko |ĉr|<s i |dy|<s. Kładąc By=0, mamy |A-/'8x| <6|Żw| 
czyli |A—/, |<4, że zaś ¢ może być dowolnie małe, zatym A=/,.. Tak 
samo dowodzimy, że p=fy'. 

148. O różniczkach. W zastosowaniach rachunku róż- 
niczkowego, zwłaszcza w zastosowaniach gieometrycznych, do- 
godniej bywa posługiwać się t. zw. różniczkami da, dy, dz niż 
przyrostami 0x, dy, ðZ. 

Powróćmy na chwilę do funkcji jednej zmiennej y=/(2). 
Jeżeli f'(x) jest funkcją ciągłą, mamy 


ONE (CJFEIAS 0062. © 6. - (14) 
gdzie e—0, gdy 0:0. lInnemi słowy: równanie 
LIT AlE KN cy) e AD ENIENNEMI t), 


jest „w przybliżeniu słuszne”. Nie przypisywaliśmy dotąd 
żadnego znaczenia symbolowi dy; teraz możemy ten symbol 
określić zapomocą równania 


PREA A oo Qa © ESILNOWEO), 


W szczególności, jeżeli weźmiemy pod uwagę funkcję 
y=x, otrzymamy 
= w o © © 6 0 A i‘, 
tak iż możemy napisać 
UEKOÓGONEZE... (5) 
Dzieląc obie strony równania przez dz, otrzymamy 
dy 
dz 
Symbol dyjdz ma więc dwojakie znaczenie: możemy nin 
oznaczać (jak dotąd czyniliśmy; pochodną, albo też możemy 


PORZE Wa «4... (8) 
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go uważać za iloraz dwuch różniczek dy, dx. Dwuznaczność 
ta nie pociąga za sobą złych skutków, gdyż równanie (6) po- 
zostaje słuszne bez względu na to, które z dwuch znaczeń 
przypiszemy symbolowi dy/dz. 


Równanie (5) ma pewną wyższość nad równaniem (2); najpierw 
jest ono bezwzględnie słuszne, nie zaś „w przybliżeniu“ tylko; powtóre, nie 
wymaga ono żadnych założeń co do ciągłości pochodnej f'(x). Ale z dru- 
giej strony główna zaleta równania (5) polega na tym, że w razie potrze- 
by możemy przejść od niego do „przybliżonego“ równania (2). Znako- 
wanie „różniczkowe“ bywa często dogodniejsze od znakowania pochod- 
nych, zwłaszcza tam, gdzie mamy do czynienia z funkcjami wielu 
zmiennych. 

Jeżeli /'(x) jest funkcją ciągłą, mamy 

„| dy 
im i. 
Ká 
gdy èx—0. Wyrażamy to niekiedy słowami: „dy jest główną częścią przy- 
rostu ży, gdy èx jest małą liczbą“; tak samo moglibyśmy powiedzieć, że 
gdy x jest małą liczbą, wówczas aa jest „główną częścią“ wyrażenia 
ax+ bg’. 


Jeśli chodzi o funkcję dwuch zmiennych 2, y, to różnicz- 

kę dz określamy zapomocą równania 

URSTPOZTYSAK 02 Ma 20 25CM) 
Kładąc kolejno z=% i =y, mamy 

da=$z, dy=ży i KĘ apa cc gi EB) 
tak iż damh dE) <<: mos ao, s ŃB) 
Jest to „dokładne” równanie, odpowiadające „przybliżonemu” 
równaniu (l), $ 147. 


Na jedną własność równania (9) należy zwrócić uwagę. Widzieliśmy 
w $ 146, że jeśli z=/(x,y), gdzie «a i y nie są od siebie niezależne, lecz 
przeciwnie są funkcjami jednej zmiennej t, wówczas 
dz uf de dr dy 
dł öx dt dy dt 
Mnożąc równanie to przez dt i zważywszy, że 


l d lz 
dx= "LA dy= n dt, d= z dt, 
otrzymujemy 


de= f dx + fy'dy. 
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Tak więc wzór (9), wyrażający dz w zależności od dz i dy, pozostaje 
słuszny bez względu na to, czy zmienne x i y są czy nie są od siebie zależne. 
Jest to spostrzeżenie bardzo ważne pod względem praktycznym. 

Należy również zauważyć, że jeśli z jest funkcją dwuch zmiennych 
w ty i jeżeli 

dz=kde + ady, 
wówczas musi być A=f,, =/,. Wynika to odrazu z rozważań $ 147. 

Rzecz jasna, że określenia i twierdzenia trzech ostatnich paragra- 
fów dadzą się bezpośrednio rozciągnąć na funkcje dowolnej liczby 
zmiennych. 


Przykłady LXV. 1. Pole elipsy A=ramb, gdzie a, b są połówkami 
osi; dowieść, że 
dA da db 
A a 24 
Znaleźć równanie „przybliżone“ między przyrostami osi i pola. 
2. Pole trójkąta ABC oznaczmy przez á. Wyrazić A jako funkcję 
zmiennych (I) a, B, ©, (LI) A, b, c, (HI) a, b, e i dowieść, że 


dÀ da 1B do dA db dę 
- = — +" c - rb——, —z=otg AdAt f" P- 
à a asin B asin C 4 b c 


d4=R(cos A da+ cos B dh=cos Cde), 


gdzie R oznacza promień koła opisanego. 

3. Boki trójkąta zmieniają się w ten sposób, że pole jego pozo- 
staje stałe, wobec czego a możemy uważać za funkcję zmiennych b i e. 
Dowieść, że 


va cos B va cos © 


dh cos, : de cos A 


4. Jeżeli a, b, c zmieniają się w ten sposób, że promień R pozo- 
staje stały, wówczas 
da db de 


+ -=0 
cos A ċoss B cas ( 


A da cos A dą cos A 
a więe — = 5 =- =, 
üb cos B de cos © 
5. Jeżeli z jest funkcją zmiennych u i v, które same są funkcjami 
zmiennych æ i y, wówczas 


dz dz dy dz dv oz dg Ou z Uù 
Ur du Or dv Um d Uy r du Oy dv dy a 
dz dz dm dw de dy 
(Mamy de=- du+ — dv, du= dze — dy, de=——= dz r — dy, 
du dp dw 0y üx dy 


poczym pozostaje wykonać podstawienie.] 


www.rcin.org.pl 


= 05 = 


6. Niech z będzie funkcją zmiennych x iy i niech X, Y, Z będą 
określone przez równania 


c=a,X +b; Y+c,Z, Y= X +b Y +02, z=azX +b; Y+GZ. 


W takim razie Z można uważać za funkcję zmiennych X i Y. Wyrazić 
8ZI6X, 0Z/0Y zapomocą óz/óx, dzjdy. [Dznaczając te pochodne odpowied- 
nio przez P, Q, p, 4, mamy 

dz—pdxz—qdy=0 
czyli (cp 24 — c )dZ+ laip + anq — a) d X+ (bip + byq — bz)d Y=0 


Porównywując to równanie z równaniem dZ— PAX— Qd Y=0, mamy 


za AUP Taz] — dy „a b,p-+ byq — ba 


Gp +H eg — Cy Cpt eg — 0a : 
7. Jeżeli (aix +biy+ciz)p+ (aza-bzy +czz)q=azt + bzy + 637, 


to (a, X+b, Y-+c,Z)P+(aX ly Y +e Z)Q =a; X +b Y+ eZ. 
(Mathem. Tripos, 1599.) 


8. Różnieczkowanie funkcji uwikłanych. Przypuśćmy, że za- 
równo f(x. y), jak pochodna fy(x, y) są ciągłe w otoczeniu punktu (a, b) 
i że 

fla, b)=0, /,'(a, b)-F0. 


W takim razie możemy znaleźć takie otoczenie punktu (a, b), w któ- 
rym pochodna fy(x,y) ma stały znak. Przypuśćmy np. że w tym oto- 
czeniu fy(«,y)>0. W takim razie przy wszystkich wartościach z dosta- 
tecznie błizkich do a i przy wszystkich wartościach y dostatecznie bliz- 
kich do b funkcja fæ, y) jest tunkcją rosnącą zmiennej y w ściślejszym 
znaczeniu wyrazu. Na mocy $ 101 możemy powiedzieć, że istnieje jedna 
tylko funkcja ciągła y, która równa się b przy x=a i która czyni zadość 
równaniu ffa, y)=0 przy wszelkich wartościach na z, dostatecznie bliz- 
kich do a. 

Przypuśćmy dalej, że f(x, y) ma pochodną f; (x,y), która również 
jest ciągła w otoczeniu punktu (a, b). Jeżeli f(x, y)=0, r=a+h, y=b+k, 


SE 0=fte, y)— fa, b)=(fx' +e)h+(fy +k, 
gdzie e i * dążą do zera wraz z k i k. Tak więc 


k fa re fa 


Fade ="=< =p- rs 
h tn fi 
l a 
czyli 2 = fa. q 
da ry 


9. Równanie stycznej, poprowadzonej do krzywej f(x, y)=0 przez 
punkt zo, yo, ma kształt 


(z Eo) Kto Yo) + (Y=vdfy (To: Yo) PQ. 
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149. Całka określona i pole. W $ 138 założyliśmy, że 
jeśli f(x) jest funkcją ciągłą zmiennej «z, a PQ jest wykre- 
sem funkcji y=f(x), to obszarowi Ppq() (wys. 55) jest podpo- 
rządkowana liczba, która jest w zupełności oznaczona i która 


¥ Q 


o P q X 


Rys. 55. 


nosi nazwę pola tego obszaru. Rzecz jasna, że jeśli Op, Oq 
oznaczymy przez a i » i uważać będziemy «x za wielkość 
zmienną, wówczas pole musi być funkcją tej zmiennej x. Mo- 
żemy tę funkcję oznaczyć symbolem F(z). 

Opierając się na tym założeniu, dowiedliśmy w § 137, że 
F'(2)=f(x), i pokazaliśmy, w jaki sposób można to równanie 
spożytkować przy obliczaniu pól poszczególnych krzywych. 
Teraz musimy uzasadnić istnienie liczby, którą nazwaliśmy po- 
lem F(z). 

Wiemy, co należy rozumieć przez pole prostokąta, może- 
my też uważać pole wielokąta za pojęcie zupełnie określone, 
a to dzięki elementarnym własnościom wielokątów. Natomiast 
elementarne wiadomości gieometryczne nie dają możności okre- 
ślenia pola obszaru, ograniczonego przez linję krzywą. Musi- 
my tedy znaleźć takie określenie pola £'(x), któreby dało nam 
możność dowiedzenia, że pole to istnieje *). 

Załóżmy, że f(x) jest funkcją ciągłą w przedziale (a, b). 
Podzielmy ten przedział na mniejsze przedziały zapomocą 
punktów %, Xis Zz. Zn, tak iż 


a= STS La ss © My = b, 


*) Wykład nasz oparliśmy na Goursat Cours d Analyse, vol. 1, 
str. 171. 
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Przedział (©, ©»,,) oznaczmy przez 2,, a przez m, oznacz- 
my niższy kres funkcji f(x) w przedziale ð. Niech wreszcie 
będzie 

S= Moo FM À HeH Mnn = Zmwydv. 


Jeżeli M jest górnym kresem funkcji f(x) w przedziale 
(a, b), wówczas musi być oczywiście s=.M(b—a). Jeśli więc 
weźmiemy pod uwagę wartości s, odpowiadające wszystkim 
możliwym sposobom podziału (a, b) na mniejsze przedziały, 
wówczas s musi posiadać kres górny ($ 95). Istnieją wartości, 
których s przekroczyć nie może i, tak samo jak w $ 95, mo- 
żemy dowieść, że istnieje najmniejsza liczba j, której s nigdy 
przekroczyć nie może; tę najmniejszą liczbę możemy nazwać 
górnym kresem sumy s. *) 

Tak samo, jeżeli W, jest górnym kresem funkcji f(x) 
w przedziale $,, możemy określić sumę 

J= SA dy 

oraz jej dolny kres J. 


Jeżeli f(x) stale rośnie w przedziale (a, b), wówczas m,=flx,) 


Q 


a My=fle,,;), W tym przypadku s jest polem obszaru, zakreskowanego 
na rys. 56, a § jest polem obszaru, ograniczonego grubszą linją. W ogól- 
ności si S są to sumy pól prostokątów, zawartych w obszarze ograni- 
czonym przez krzywą, lub zawierających ten obszar. 


*) Zasadnicze pojęcia i terminy są te same, co i w $ 95; różnica 
polega tylko na tym, że obecnie, zamiast funkcji zmiennej x, rozważamy, 
że tak powiem, funkcję sposobu dzielenia przedziału (a, b), czyli zmien- 
ną liczbę, zależną od sposobu, w jaki ten podział uskuteczniamy. 
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Dowiedziemy teraz, że suma s nigdy nie może przekraczać 
sumy S. Niech s, S$ będą sumy, odpowiadające jednemu podzia- 
łowi, a s, $' sumy, odpowiadające drugiemu podziałowi. Ma- 
my dowieść, że s<S', a s <0. 

Utwórzmy trzeci podział, przyjmując za punkty podziału 
te wszystkie punkty, które wyznaczały bądź pierwszy, bądź 
drugi podział. Oznaczmy przez s, S sumy, odpowiadające te- 
mu trzeciemu podziałowi. Z łatwością dostrzegamy, że 


san BE SE EA | o (UL) 


Np. s tym się różni od s, że przynajmniej jeden prze- 
dział ô, należący do s, został podzielony na pewną liczbę 
mniejszych przedziałów 


s ` 
OY Üy Dy, Ùy po 


a wobec tego wyraz myĝ,, wchodzący w skład sumy s, został 
w sumie s zastąpiony przez 


My, 18y, rF My amy 2-|-...-|-0 vp dw, p- 


gdzie m1, my2,.. Są niższemi kresami funkcji f(x) w prze- 
działach 8y,, Òv2;.. Ale rzecz jasna, że m15 Mms, My22 My, 
zatym 

Mya Óv 1 Mya Ôv gte Hy pvp Myy, 


Stąd wynika, że s=s. W taki sam sposób możemy dowieść 
» , |; 
pozostałych nierówności (1), ponieważ zaś s<S, zatym 


SZSZS<DÓ) 


a tego właśnie chcieliśmy dowieść. 

Wynika stąd również, że j<J. Istotnie, możemy znaleźć 
s dowolnie mało różniące się od j, i S dowolnie mało różniące 
się od J*), gdyby więc było j>J, musiałaby również, dla pe- 
wnych wartości s i ©, zachodzić nierówność s> S, 

Nie korzystaliśmy dotąd z faktu, że fix) jest funkcją ciąg- 
łą. Dowiedziemy teraz, że j=J i że obie sumy s, 5 dążą do 
granicy J, gdy ilość punktów podziału rośnie nieograniczenie, 
a każdy przedział 8, maleje nieograniczenie. Ściślej mówiąc, 


*) Te dwie sumy s i S odpowiadają naogół dwom różnym podzia- 
łom. 
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wykażemy, że mając daną dowolną liczbę dodatnią e, możemy zna- 
leźć taką liczbę ©, że 
0sJ=s<e, 0ZS—J<s, 


o ile tylko Bu<8 przy wszelkich wartościach na v. 
Na mocy twierdzenia II, $ 99 istnieje liczba ô taka, że 
jeśli przy każdym v mamy ĉ»< ô, wówczas 


My — ms - 


b—a' 
zatym S—s=XZ(M,—m,)ó, <e. 
Ale S—s=(8—J)-+-(J—7)-(]—8): 


trzy składniki, stanowiące prawą część tej równości, są do- 
datnie, a więc każdy z nich jest mniejszy od e. Ponieważ 
różnica J--j jest stała, zatym musi ona równać się zeru. Tak 
więc j=J, a 0<g]—s<s, 0(£S—J<e, co było do dowiedzenia. 

Pole obszaru PpqQQ) określamy jako spólną granicę 
sum s t ©, czyli jako J. Możemy nadać temu określeniu ogól- 
niejszą formę. Weźmy pod uwagę sumę 

a=) f ð, 

gdzie j, oznacza wartość funkcji f(x) w jakimkolwiek punkcie 
przedziału ð. Rzecz jasna, że s<s<5, że więc s dąży do gra- 
nicy J, gdy przedziały 6, maleją nieograniczenie. Możemy te- 
dy określić pole obszaru jako granicę sumy s. 


150. O długości krzywych. Pojęcie długości krzywej da się rów- 
nie dokładnie zanalizować, jak i pojęcie pola, ale analiza tą jest o wie- 
le trudniejsza. Nie możemy, niestety, podać jej tu; poprzestaniemy tyl- 
ko na zbadaniu pojęcia długości łuku koła, gdyż na nim opierają się 
najważniejsze twierdzenia trygonometrji elementarnej. 

Niech ACB (rys. 57) będzie łukiem koła, C środkiem łuku (czyli 
punktem łuku, jednakowo odległym od Ai B); ATi BT niech będą 
stycznemi do koła w końcach łuku. Styczna, poprowadzona przez C 
przecina AT, BT w punktach D, E. leżących odpowiednio między Ai T 
oraz Bi T. 

Mamy A0+40CB> AB 

AT+TB=AD+ DT=TE+ KB > AD+ DE KB 
jeżeli wprowadzimy oznaczenia 
AB=,, AC+CB=s,. AT+TB=;,, AD+DE+ EB=ŚS;,, 


będziemy mieli aż, Ń>S 


I. 
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Niech F i G hędą środkami łuków AC, CB. a HFI, JGK niech 
będą odpowiedniemi stycznemi. Kładąe 


AF+FO+UG+Gh=s., 4H+HI+ IJ+ JK+ KB=S3a, 
dowiedziemy z łatwością, że 
BENT, >S >se. 


Postępując dalej w ten sam sposób, wyznaczamy dwa ciągi liczb 


T 


Sp» S1, 32, OTAZ So, Sı, S2, takie, że s, jest długością łamanej, wpisa- 
nej w łuk koła, a S, długością łamanej, opisanej na łuku, przyczym 


KSTYTSĆ...<BęyT.., a e Śz>..> Sy >. 


Łatwo dostrzec, że s„<S,, a więc zarówno sn, jak S$, dążą do granicy, 
gdy n>w. Jeżeli oznaczymy przez « kąt środkowy, zawierający między 
ramionami dany łuk, wówczas kąt środkowy, odpowiadający łukowi o cię- 


O 
ciwie s„, równa się A Mamy tedy 


A : 
Sy= 4, 7 5,|1— €08 | < Saf! cos 2 
9n+ 1 gtl 


a więc Sa—s, dąży do zera, gdy n=>œ. Widzimy, że sn i &n dążą do 
spólnej granicy ł, którą możemy nazwać długością łuku ACB. 

Można z łatwością uogólnić powyższe rozumowanie na przypadek, 
gdy łuki dzielimy w dowolny sposób, nie zaś na połowy. Można również 
zastosować podobne rozumowanie do innych krzywych, przyczym naj- 
trudniej jest określić warunki, przy których taki punkt, jak np. D leży 
między A i T. k 

Opierając się na osiągniętych wynikach, możemy z łatwością do- 
wieść nierówności sina<a<tga, którą założyliśmy w Przykł. XXXIX.13. 


151. Całka określona. Przypuśćmy, że f(x) jest funkcją 
ciągłą, że więc obszar, ograniczony przez krzywą y= f(x), przez 
dwie jej rzędne f(a), /(b) i przez oś x-ów, ma oznaczone pole. 
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W rozdziale VI, $ 138 dowiedliśmy, że jeśli F'(v) jest całką 
funkcji f(x), t. j. jeśli mamy 


F'(a)=fa), Flaj= |ft0da, 


wówczas rzeczone pole równa się F(b)—F(a). 

Wyznaczenie funkcji F(x) nie zawsze jest możliwe, wo- 
bec czego może być rzeczą dogodną posiadanie wzoru, który- 
by wyrażał pole obszaru PpqQ i nie zawierał w sposób jawny 
tej funkcji. Pole PpqQ) będziemy odtąd oznaczali symbolem 


{ 
J f(x) dz. 


Możemy uważać, że symbol ten jest określony w dwoja- 
ki sposób: z jednej strony możemy go uważać za wartość po- 
la PpqQ, określonego w $ 149, z drugiej zaś — za skrócony 
sposób pisania wzoru F(b)—F(a), gdzie F(x) jest funkcją cał- 
kową funkcji f(x), przyczym jest rzeczą obojętną, czy faktycz- 
nie umiemy znaleźć wzór na F(x), czy też nie umiemy. 


Liczbę | | ra) De 


nazywamy całką określoną; a i b nazywamy niższą i wyższą 
granicą całkowania; f(x) nazywamy funkcją podcałkową, 
a przedział (a, b) przedziałem całkowania. Całka określona 
zależy od a i b, jak również od kształtu funkcji f(x), ale sama 
nie jest funkcją zmiennej x. 

Funkcję całkową 


RF(c)= | K2) da 
nazywają niekiedy całką nieokreśloną. 
Różnica między całką określoną a nieokreśloną jest właściwie róż- 
b 
nicą dwuch punktów widzenia. Całka określona | flx)dx = F(b) — F(a) 


jest funkcją zmiennej b; możemy ją uważać za szczególną funkcję całkową 
funkcji /(b). Z drugiej strony całkę nieokreśloną możemy zawsze wyrazić 
za pomocą całki określonej, gdyż 


Foj=Fa)+ | Add. 


a 


Wykład czystej matem. 21 
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Zwykle jednak, mówiąc o całkach nieokreślonych, mamy na myśli 
pewien związek między dwiema funkcjami, na mocy którego jedna z nich 
jest pochodną drugiej. Natomiast gdy mówimy o całce określonej, nie 
bierzemy zazwyczaj pod uwagę możliwej zmienności granice całkowania, 
gdyż granice te są najczęściej stałe. Np. 


4 
| fa)dx=F1)— F(0) 
Jo 


nie jest funkcją, lecz liczbą. 


"2 
Należy zauważyć, że całka Í f(t)dt ma pochodną f(x), a więc jest 
Ja 


ciągła. 

Ponieważ l/æ jest funkcją ciągłą przy «>0, zatym na mocy po- 
przedniego paragrafu możemy powiedzieć, że istnienie funkcji Iga zosta- 
ło dowiedzione. 


Przykłady LXVI. Obliezanie całek określonych zapomocą 
nieokreślonych. 1. Dowieść, że 


b y"+1 n=l1 
, a 
| e"dą = —— —— 
a n l 
1 I 
a w szczególności | æx"dæ 
"R n+l 
*b > y < s 3 
sin mb— sin ma 5 COS ma — COS mb 
2 | cos ma da= — —, | sin ma dr= - = 
"a m Ja m 
` da t! dr R 
—— z ATC tg b — art tE a, | — == — 
Jolka Jo bra” a 


[Natrafiamy tu na pewną trudność, gdyż arctga jest funkcją wie- 
lowartościową. Możemy tę trudność usunąć, zauważywszy, że w równaniu 


e. = 
| iza AotEE 


T T 
arctgx musi oznaczać kąt, zawarty między ra a ga Istotnie, całka 
równa się zeru przy «=0 i rośnie stale wraz Z a, a więc to samo po- 


wiedzieć można o arctga; funkcja ta dąży do E gdy x—>œ. Tak samo 


T 
można dowieść, że arc tgs >——, gdy a>—w. 


W równaniu —-—— [=arc sin z, 
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gdzie —1l<xm<l, aresine oznacza kąt, zawarty między sk a e. Jeśli 


więc a i b są, co wartości bezwzględnej, mniejsze od 1, to 
*b % = 
— ~~ =uresinb-arcsina. | 
Ja V 1=z? J 


€ de 2z 
Te 
Jo Irete 3y3 
3 dx a RAT. 
5. | -— — = —, jeżeli —n<a<xn; wyjątek mamy, 
Jo lt2ZrcoSata* 2sina 


gdy a=0; wówczas całka równa się 4; jest to granica, do której dąży 


QL 
 008eca, gdy a—0. 


1 A £ =", 
6. | Vl=a*dz=-' | V aa? da =— (a>0). 
ip z dz 4 łk ( ( 4 


7. 


—, jeżeli a>|b|. [Jeżeli |a| < |b|, funk- 


Š da LJ 
Jo a+tbceosæ yap 


cja podcałkowa przechodzi przez nieskończoność pomiędzy 0 i z.] 


8. Jam = z” jeżeli a i b są liczbami dodatniemi. 
Jaką wartość ma całka, jeżeli a i b mają znaki różne, albo jeżeli obie te 
liczby są ujemne? 

9. Całki Fouriera. Jeżeli m i n są liczbami całkowitemi do- 
datniemi, wówczas 


v. z 


| cos mæ sin na dr=0, 
Jo 
Dz 2z 
a | COS mr COS næ dæ 1 | sin ma sin na dx 
Jo Jo 
równają się zeru, jeżeli m==n, jeżeli zaś m=n, wówczas obie całki rów- 
nają się r. 
= e 


10. Dowieść, że j cos ma Cos na dg i | sinmaxsinnedx równają 
J0 


A0 
. s a . > F ; : z : $ R 
się zeru przy m=kn, jeżeli zaś m=n, wówczas obie całki równają się za 

Dowieść również, że 


z 
| cos mæ 81n nede 
Jo 
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równa się albo zeru, albo z zależnie od tego, czy nm jest liczbą 
nm 

parzystą czy nieparzystą. 

152. Obliczanie całek określonych jako granic sum. 
W niektórych wypadkach możemy obliczyć całkę określoną, 
opierając się bezpośrednio na określeniach, podanych w $$ 149 
i 151. Przerobienie kilku przykładów będzie dla czytelnika 
rzeczą pouczającą, pomimo że nie jest to sposób postępowania 
praktyczny. 


ob 
Przykłady LXVII., 1. Obliczyć | cda, dzieląc przedział (a, b) na 
va 
n równych części zapomocą punktów a=, £i, Tes ua n-i, Mp =b 1 wy- 
znaczająe granicę 
lim |(2r = T NAN) F(2s— 1 Aer) 1 Flirta = Ea NA En). 
nw 
|Suma ta równa się 
h=a í | ba) Í =a] „M =] 
A+ | r +z TAP ł 
á t |” = J t t = J i ls ln = f | 
(n—1) 
=@—a)fa + (b a) > s |. 


a więc granica sumy przy n>w równa się 4(b*—a?). Czytelnik sprawdzi 
to zapomocą wykresu.] 
‘b 
2. W taki sam sposób obliczyć de 
*b 
3. Obliczyć xdr, gdzie O<a<b, dzieląc (a, b) na n części za 
.a 
pomocą punktów a, ar, ar”, ..,ar* !, ar”, gdzie r"=b/a. Tę samą metodę 
«b 


zastosować do ogólniejszej całki | BAT. 
.a 
b "b 
4. Obliczyć Í cosmedx oraz | sin mæ dx zapomocą metody 
So ua 


Przykł. 1. 


n—1l 

` 

5. Dowieść, że wo 
—— 


r=4) 


l x 
"= zdy n=, 


[Wynika to z tego, że 


www.rcin.org.pl 


1 
lx 

a ta suma dąży do | TĘ A gdy n>r.| 

JÔ ræ 


11 ` 
6. Dowieść, że —, v n*—r* >-. (Granicą jest | Vl=adr| 
* am b Jo 


m 
ræ 


153. Ogólne własności całek określonych. Całka okre- 
ślona posiada ważne własności, które dają się wyrazić zapo- 
mocą nastepujących równań: *) 


b .e 
(1 | | fir) dx= - | fi) da: - 
+ò 


.« a 


Wynika to odrazu z określenia całki zapomocą funkcji całkowej 
F(x), gdyż Ffb)— F(a)=—|F(a)— F(b). Należy zauważyć, iż określając 
całkę jako granicę sumy, zakładaliśmy, że górna granica całkowania jest 
większa od dolnej, jeśli więc chcemy, poprzestając na tym jednym okre- 


a 
śleniu, rozciągnąć pojęcie całki określonej i x)dxz na przypadek, gdy 
Val 
b 


a<b, musimy uważać równanie (1) za określenie wzoru, wypisanego 
w prawej części tego równania. 


(2) | fa) dr=0 
b W 7 
(3) | fajdz + | fiaydz= | fdr. 
.a «b .a« 
*b "b 
(4) | k f(a)dr=k | Aoda. 


*b "b "ò 
(5) | iia- de= | fade- | ledr , 
. a „a 


„o 


Czytelnik dowiedzie tych wzorów w dwojaki sposób: (1) wychodząc 
z określenia całki jako granicy sumy, (11) wychodząc z określenia całki 
zapomocą funkcji całkowej. 


Ważne są również następujące twierdzenia: 


*b 
6. Jeżeli f(r)=z0, azgx<b, to | firydc=0. 


*) Wszystkie funkcje, wchodzące w skład tych równań, są ciągłe, 
gdyż całkę określoną zdefinjowaliśmy jedynie dla funkcji ciągłych. 
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Wystarczy zauważyć, że suma s w § 149 nie może być ujemna. 
Później dowiedziemy (Zadanie 41 w końcu rozdziału), że całka może rów- 
nać się zeru tylko wówczas, jeżeli f(x) jest stale zerem; dowód można 
również oprzeć na wniosku drugim § 114. 


(7) Jeżeli Hafli) S&K, gdy agrab, wówczas 


‘b 
H(b—a)= | fade Z K(b=a). 


Stosujemy wzór (6) do /(x)—H i K—/la). 


b 
(8) | fiz)de =(b—a)f(ż), 


gdzie Ę zawiera się między a i b. 


Wynika to odrazu z równania (7). Istotnie, możemy założyć, że H 
oznacza najmniejszą, a K największą wartość funkcji /(x) w przedziale 
(a, b). W takim razie całka równa się m(b—a), gdzie 4 zawiera się mię- 
dzy Hi K. Ponieważ jednak ;/(x) jest funkcją ciągłą, zatym musi istnieć 
takie $, że /(t)=q. 

Jeżeli przez F(x) oznaczymy funkcję całkową, możemy twierdze- 
nie (8) napisać w postaci 

F(b) = Fla)=lb—a)F'($). 
skąd widzimy, że twierdzenie (8) jest tylko innym sposobem wysłowienia 
twierdzenia o wartości pośredniej, które poznaliśmy w $ 118. Możemy 
więc wzór (8) nazwać twierdzeniem o wartości pośredniej w zasto- 
sowaniu do całek. 


(9) Uogólnione twierdzenie o wartości pośredniej w za- 


stosowaniu do całek. Jeżeli (x) jest dodatnie, a H i K zosta- 
ły określone tak, jak w równaniu (T), wówczas 


b 4 _ [» 
H | pidr 5 | fixy) de sK | oix) dz, 


"bł «b 
| fælde = fé) | eled, 


gdzie £ jest określone tak, jak we wzorze (8). 


Otrzymujemy to twierdzenie, stosując wzór (6) do całek 
*b -b 

| inæ)- Hislæjdæ oraz | |K-fatę(ajdz. 

u . a 


Czytelnik sformułuje sam odpowiednie twierdzenie w przypadku, 
gdy (x) jest stale ujemne. 


www.rcin.org.pl 


= ŻW 
(10) Podstawowe twierdzenie rachunku całkowego. 
Funkcja F(r)= | f(t dt 


posiada pochodną, równą fæ). 

Dowiedliśmy już tego twierdzenia w $ 138. Wynika 
stąd (co już było zaznaczone w $ 151), że F(x) jest funkcją 
ciągłą zmiennej x. 

Przykłady LXIII. I. Opierając się na określeniu całki i na równa- 
niach (2)—(5) poprzedniego paragrafu dowieść, że 


"a 
(dx, 
, 


.a 


cę(a*)dr=0: 
a 


ü) f a(z) dr=> | 


v =S . ( 


R R 
._ 


5 z z 
(11) | (608 x) dx= | p(sinr)dr=4 | olsin mda ; 
RU «0 


«U 
‘mR " 
(Ill) | o(cos*x)dæ =m | | cos?z)de , 
„w 0 „0 
gdzie m jest liczbą całkowitą. 
FM ("sinne , e 
2. Dowieść, że ——— dx równa się albo r, albo O zależnie od 
Jo sina 


tego, czy n jest nieparzystą liczbą czy parzystą. (Oprzeć się na wzorze 
(sin ng)/(sin x)=2 cos|(n—1)x] +2 cosi(n—3)2| +... 


w którym ostatni wyraz jest albo 1, albo 2 cosz.] 


3. Dowieść, że || sinasetgadz równa się O albo m, zależnie od 
tego, czy n jest nieparzyste czy parzyste. 
4. Jeżeli 
p(x) =aq-+a, COS w +b,SİN x+ azCO0S Zr +-bąSin Zx+... +a„C0S nx --bySiN ne, 
i jeżeli k jest liczbę dodatnią całkowitą nie większą od n, to 
"2r 2r 2r 
ję læ) dt=Żray. Jo cos kx 4(r)dr=ray, > sin ka g(x)dx=rby . 


Jeżeli k>n, wówczas obie ostatnie całki równają się zeru. [Oprzeć się 
na Przykł. LXVI.9.] 


5. Jeżeli o(1)=ay-+-a,C08 1+0008 Zx+-...|a„COSna, A k jest liczbą 
dodatnią całkowitą nie większą od n, wówczas 
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REF "= 
|, ę(r)dr=ra, | C08 kx yæ)dr=} ray. 


Jeżeli k>n, ostatnia całka równa się zeru [Przykł. LXVI. 10.| 


"2n da 2z 
6. Jeżeli a i b są dodatnie, wówczas | ——— — = — 

Jo a?cos?r+-b?sinir ab 
[Przykł. 1 oraz Przykł, LXVIS.] 

% RJ 
T. Jeżeli fl) S plx), gdy aźr<b,to | fr)dr = | si) dz. 
~a a 


8. Dowieść, że 


= = L x 
2 2 å FZ 
0< | sin"*'rda< | sin"rdr; 0< | tg" Hidre || terzdz. 
„0 . 0 . 0 RE) 
ws da 
9. Jeżeli n>l, wówczas 05: | ZE = < (524, 


„90Vl=x" 
[Pierwsza nierówność wynika z tego, że vl—a*<l, druga zaś 
z tego, że 
V1l-a”">vl=ax] 
1 dx 


10. Dowieść, że Y< ROR" 
i * Jo vi-a 0 


4, Satb 1 1 
11. Dowieść, że —— <— == < mm, jeżeli 0<T<I 
16 vV4—3r+z" v4— 3a 
T- 19 wę, da 2 
a stąd otrzymać nierówności -e | NK £ =. 
= „0 Vż-—3a0—g7 3 
RAL u kc dæ 
12. Dowieść, że 0'573< | ——— < (1595. |Kładziemy r=1 +u, 


J1 Vit-3rt w” 
poczym 2--3u?+u* zastępujemy przez 2+4u? i 2+ 38u] 
13. Jeżeli a i ę są to kąty ostre dodatnie, wówczas 


s b dz ; 9 
ę m m EA" 
<ò vl=sin?asin*r v1-sin?asin?g 


Jeżeli u=ę=5, całka zawiera się między 0'52% a 0541. 


| eb | b 
14. Dowieść, że | Ra)dz| = | |Ma) | dz. 
.a Ma 


[Jeżeli o jest sumą, o której była mowa w końcu § 149, a o’ jest 
sumą, utworzoną w odpowiedni sposób z funkcji |fix)|, wówczas |c|-go'.] 
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. b . Ł 
15. Jeżeli fis] , M, to Aajydr)da ZM s(x) dæ. 
«a . a 
154. Całkowanie przez części i zapomocą podstawień. 
Z rozważań $ 131 wynika, że 


*b 4 
| [ap (w) dr=f(b) gb) — f(ayę(a) — | ['e)g(rydz. 


Jest to t. zw. wzór na całkowanie przez części cał- 
ki określnej. 

Dalej wiemy ($ 126), że jeśli K(t) jest funkcją całkową 
funkcji f(t), wówczas 


| figh (2) dæe=F jga). 


Jeśli więc ę(aj=c, g(b)=d, to mamy 


d .b 
fit) dt=F(d)—F(c)=Fjęg(bi; — F iela) = | flori (eda. 


Jest to wzór na przekształcenie całki określonej 
zapomocą podstawienia. 

Dzięki tym dwom wzorom możemy nieraz obliczyć całkę 
określoną, nie wyznaczając całki nieokreślonej, a nawet zdarza 
się, że potrafimy w ten sposób obliczyć całkę określoną, jak- 
kolwiek nie umiemy obliczyć odpowiedniej całki nieokreślo- 
nej. Kilka przykładów znajdzie czytelnik niżej. 

Przykłady LXIX. 1. Dowieść, że 

T 
af iaddr=}bf'(b)— b) — laf'(a) — fia. 
A 

2. Ogólniej mamy | a”"f"*"a)dx=Fib)- Fla), 
gdzie a 
F(a)=2r"f0 (r) — me” 71f%70(6)+m(m= 1) e" p" 32) —...+(—1)"m!fx). 

jz R FE, EM 

3. Dowieść, że | arcsin r dr=——1, zare tgz dr=; — 

„0 Ź «0 2 

4. Jeżeli a i b są liczbami dodatniemi, to 


z 
(7 z cos x sin xdr n 


„u {acos + b?sintr)?* tab?(a-+b) 


[Zastosować całkowanie przez części i Przykł. LXVI.8.| 
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4 va +5 
5. Jeżeli /,(x)= |, FWddt, f;(z)= l, nit)dt, s Aa) = l, fi-(H) dt, 


1 


-z 
wówczas filad=c—p | O 


6. Stosując całkowanie przez części dowieść, że jeśli 


A | 
Um, n” | c*(1=2)'"de, 


gdzie m, n są liczbami całkowitemi dodatniemi, wówczas 


(m+n U aT htn, w] 


m! nl 
tn, n= — — 
* (m+n+1)! 


z 


7. Jeżeli un = , (E"eda, to w,tun-> = 1/(n—1). Zapomocą tego 
równania obliczyć całkę dla wszelkich całkowitych dodatnich warto- 
ści na n. 

8. Na mocy poprzedniego zadania dowieść, że 

1 ; l 
2(n+1) -1) 


Uns TA 


viä 


I we nl ; 
9. Jeżeli u, = | sin”xdsz, tO Un=Wn--. — -. |[Zastosować cał- 
o n 


. 


kowanie przez części.] 


10. Dowieść, że u, równa się 


2.4.0...(48—1) „© 135..(n—1) 
albo też .— — ' 
3.5,7..m 2 2.4.6...» 


zależnie od tego, czy n jest liczbą nieparzystą czy parzystą. 


11. Drugie twierdzenie © wartości pośredniej. Jeżeli /(x) ma 
w każdym punkcie przedziału (a,b) pochodną, która zachowuje w tym 
przedziale stały znak, wówczas istnieje taka liczba $, zawarta między 
a i b, że 
"4 *: "b 
| „ fadgla)dz=fa) | s(a)dz-+f6) |, sæde. 
. . A 


* 2 


[Niech będzie | s(t)dt=©V(r), W takim razie 
a 
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LJ b J b . b 
fgl) de=| fn)P'(x) dr = g(b)B(b)— r wWP(a)dx 
= « = a a 
"b 
=) Db) -DE | fl(a)dz, 
. a 
"b 
czyli fisyg(e) de=Mb)P(M) +17(a)— Ab) P(Ż).] 
= ð 
12. Wzór Bonneta na drugie twierdzenie o wartości po- 
średniej. Jeżeli f'(x) ma stały znak, a 7(b) i f(a)—/(b) mają jednakowe 
znaki, to 
-b "X 
| Hax) dx= fla) plede , 
. «a » 9 
gdzie X zawiera się między a i b. 
(Jakoż fb)B6) +i Aa EDE ufa), gdzie p zawiera się między 
(È) i b(b). Ważny przypadek szczególny zachodzi, gdy 


05 Ab) zfl») =fla). 
Dowieść, że gdy f(a) i f(b)—7(a) mają ten sam znak, wówczas 


. "© 
fena dr=f6) p p(m)da , 
"o 
Ę 
Przekonamy się, że całkę naszą można przedstawić w postaci 
fia}. tla) F1f(6) —/la)l (2). 
Ważny przypadek szczególny zachodzi, gdy 0=/a) =/(2) Ab 


gdzie X zawiera się między a ib. |Wyjść z funkcji 4(5)= |, z) da. 


| E | 


9 
13. Dowieść, że dz | F gdzie X'>X>0. [Zastosować 


v X « 
pierwszy wzór przykładu 12 i oprzeć się na spostrzeżeniu, że całka 
funkcji sine w każdym przedziale jest liczbowo mniejsza od 2.| 


14. Dowieść Przykł. LXVIII.1 zapomocą całkowania przez podsta- 
wienie. [W przypadku (I) podzielić przedział na dwie części (—a, 0) 
i (0, a) i w pierwszym przedziale położyć x=—y. W przypadku (II) kła- 


T 
dziemy w pierwszym równaniu x=—-—y, W drugim zaś dzielimy prze- 


dział całkowania (0, x) na połowy i kładziemy r=2 +y. W przypadku 
(II) dzielimy przedział na m równych części i kładziemy x=r+y, 
g=2R+Y, =] 
> b . b 
15. Dowieść, że Foa)dz= | F(a-+b= s)jda. 
a . ma 
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s h 
16. Dowieść, że | cos" sin"a dx = g-m | * cosx dx. 
"© .*$ 


17. Dowieść, że | 


"r 
x (sin adr= | +(sinxz)jda. [Kładziemy 
Jò 2/0 

s=r—y.] 


FZ qśinz m 


18. Dowieść, ża | 


— da zz — 
o 1+008*%: 1 
19. Zapomocą podstawienia w=acos**%--, sin** dowieść, że 
. 6 > o 
| vVe-06-5) dr = 


.« 


r(b=a]? 


20. Za pomocą podstawienia (a+b cos x)(a—bcosy)=a*—b* dowieść, 
u-i 0% 


z 
| (a=b cos yy)" 'dy, 


J0 


"z m 
że | (atb cosx)" dw=(a*—b*) 
U 


jeżeli n jest liczbą całkowitą dodatnią i a> |b|. Obliczyć całkę przy 
n=], 2, 3. 
21. Jeżeli m, n są to liczby całkowite dodatnie, to 
~e mian! 


(1—a)"(b- z)"de = b-a) tn ——. 
z (0-04 l) 


[Kładziemy x=a+(b—a)y i opieramy się na Przykł. 6.] 


155. Dowód twierdzenia Taylora, oparty na całkowa- 
niu przez części. Przypuśćmy, że f(x) posiada pochodne 
pierwszych n rzędów i że te pochodne są ciągłe. Niech będzie 


(b—: n—l 
F,(z)=fthb) f(x) —(b—z)f'(c) —...— GI ji ["-9(x). 
b= ay 


1 


b 
a wiec F,(a)=F,(b) - | F.(x) dx= ae 


.% 
| bxy- fade. 
a 


Kładąc b=a--h oraz z=a--th, mamy 


"=i 
(n—1)! 


f(a--hy=ffa)--hf'(a)-+...-1 fe-a+R, . . (1) 


CZ | aty" fka thjat niz dl. (8) 


gdzie R, 
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Jeżeli p jest dowolną liczbą dodatnią całkowitą, nie więk- 
"szą od n, mamy na mocy twierdzenia (9), § 153 


4 "1 
(1-5*-fe(a--tkydt=| 1—49*7(1—0271fwW(a+-thydt 
+. 0 .0 


|] 
=(1—8)*-7/W(a-+-$%) | (1—t)'-tdt, 


gdzie 0<<1. Tak więc 
(1—9 (a PAA” 


R p(n—1)! 


R) 
Kładąc p=n, otrzymamy wzór Lagrange'a na resztę szeregu 
($ 141). Jeżeli zaś położymy p=l, otrzymamy wzór Cauchy'ego 
na resztę szeregu Taylora. 


(1—9 "(a--%k)h" 


kt, (n— 1)! 


(4)*) 


156. Zastosowanie wzoru Cauchy'ego do szeregu dwumia- 
nowego. Jeżeli f(x)=(1 +æ)”, gdzie m nie jest liczbą całkowitą dodatnią, 
wówczas wzór Cauchy'ego daje 


mim— 1)...m=w+l) (1-3)"7'a% 
1.2...(46=1) ` (148z) 
Otóż przy =l<r<1l mamy <I, a (1-%r)"*"' jest mniejsze 


od stałej liczby K, gdyż przy m>1 mamy 


(140r) 11 |] |*73 
a przy m<] (143%) *"<]1- ial 
Tak więc Ra <K|m wj |x"|=p, - 


m = 1/ 
Ale pa +0, gdy n+0 (Przykł. XXX. 13), zatym K,„—0. 

Wzór na dwumian został w ten sposób ustalony dla wszelkich 
wartości wykładnika m i dla wartości x, zawartych między —1 a 1. 
Przypominamy, że zapomocą wzoru Lagrange'a nie mogliśmy rozstrzy- 
gnąć sprawy w przypadku ujemnych wartości na æ (Przykł. LIX.2), 

157. Całki funkcji zespolonych zmiennej rzeczywistej. 
Mając daną funkcję zespoloną fix)=gl(r)-+-19(7), możemy okre- 
ślić jej całkę w granicach od a do b zapomocą równań 


*) Te dwa wzory na resztę można również otrzymać zapomocą 
metody $ 140. 
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s Ł . 6 ń . 1) . 5 
| f(ejda= | jola) riy(r)(de= | glarjda+-i | w(ajdzr. 


Rzecz jasna, że własności tych całek możemy wysnuć ze zna- 
nych nam własności całek funkcji rzeczywistych. 

W dalszych rozdziałach będziemy się posługiwali własno- 
ścią, którą wyrazić można zapomocą nierówności 


| 
D 


b "b 
f(c)da s| a a a 2» (1)7) 


Tę nierówność możemy z łatwością wysnuć z określeń 
$$ 149 i 151. Jeżeli 0, oznacza to samo, co w § 149, a q, 
i d, są wartościami funkcji ę i $ w jakimś punkcie przedzia- 
łu ðv, i jeżeli f,=g,-+4%,, wówczas mamy 


Y 


"b "ò "> 
| fda=| pdz+i f 4du=limSą,8, +ilim 24,8 
.a« . a .a 
=lim Y(ę, +4%,)0,=lim /,0,, 


"d 
a więc | f dx =| lim £/,0, =lim £/,2,, 
. 0 
P b „ . U 
gdy tymczasem | f dx=lim£f,3,, 
Żądane twierdzenie wynika odrazu z nierówności 
PY ANETA LIE 


Rzecz jasna, że wzory (1) i (2), $ 155 pozostają słuszne, 
jeżeli f(x) jest funkcją zespoloną 9--żtp. 


ZADANIA DO ROZDZIAŁU VII. 


1. Sprawdzić wyrazy następujących rozwinięć na szereg Taylora: 


x? 247 
[1) tę m=qr|- — + fana 
; aE E S T T 
z? Sat 
(2) setg=l + — + na 
s 2 2 


*) Dla całki rzeczywistej dowiedliśmy analogicznej nierówności 
w Przykł. LXVIII. 14. 
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a” Tat 
(3) meosecz=1 -+ + e NS 
6 360 
P Pu xt 
(4) r ctga=1— =- ya 
B 3 45 


2. Jeżeli f(x) i jej pochodne aż do (n+-2)-go rzędu włącznie są 
ciągłe, jeżeli dalej f "FD 00, a % we wzorze Lagrange'a na R, ma 
wartości *„; wówczas 
1 n f46%+20(0) | 


ð= z uj = — Nie = 
n+l 2(n1)*(n-+2) WACH (0) iila) . 


n 


gdzie #s—>0, gdy x>0. [Zastosować metodę Przykł. LVIII. 12.) 


3. Sprawdzić wzór poprzedniego zadania na przykładzie funkcji 
f(x) =1/(1+2). 


[Mamy (1+%,2)"*" = 


=l+mr.] 


4. Jeżeli f(x) posiada pochodne trzech pierwszych rzędów, wów- 
czas 


b= 1 
=f) +7 irlar b) 1337070). 
gdzie a<a<b. [Metodę analogiczną do $ 140 zastosować do funkcji 
gc — (ra) b=a 
fa) - fia) — 2 ;f'(a)+f'()l— (s ~ | AD- — fa). 
=å’ ó 


5. Dowieść, że przy tych samych założeniach mamy 


gar 


„mf atby 
MW=Ra+lba)f"( TE 


Fa). 
6. Jeżeli f(x) posiada pochodne pięciu pierwszych rzędów, wów- 
czas 


- -(b— a)*f")(a). 


EU] FZ 5 , /a+bĄ| 
fib)=fa) + ma” | (a) f b+ (=) 0 


7. Przy tych samych założeniach mamy 


U=a,E - (ba) | i R (b=a)* i 
[B=FRa)+—— |f'(a) + -a r O- o+ a ah (a). 
8. Dowieść dwuch następujących wzorów: 
fla) zib) Na) f) 
(1) =(b— a) 
gla) gib) gla) g'@) 


gdzie B zawiera się między a i b; 
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(M |fAa Ab) flo) PARE e Ma re fi) 
= ,—01c— — 

gla) gb) yle) 10—le—als=b) lola) ge) g") 

hla) h(b) hle) hla) h'i) A”(y) 


gdzie B i y zawierają się między największą a najmniejszą z liczb a,b,c. 
[W celu dowiedzenia wzoru (H) weźmy pod uwagę funkcję 
p= fla) fb) f(x) _ (z- x—a) (x—b) fla) fb flo) | 


gla) gib) gix) (ca) (c—b) gla) gb) ate) 
hla) hb) hiw) h(a) h(b) h(e) 


która równa się zeru przy «=a, w=b, w=c. Na mocy twierdzenia B, 
$ 114 jej pierwsza pochodna musi równać się zeru przy dwuch różnych 
wartościach na œx, zawartych między największą i najmniejszą z liczb 
a, b, c, wobec tego druga pochodna musi równać się zeru przy x=y, CZy- 
niącym zadość wymienionym warunkom. Mamy tedy wzór 


| Aa rb ro fa rb f'o) 
|. =ż(cza)(c—b) ; r 
| gla) gb) glo) gla) gb) g'637) 
hla) hlb) hle) hla) hiè) hiy) - 


Czytelnik z łatwością dokończy dowód.] 
9. Jeżeli pochodne pierwszych n rzędów funkcji F(x) są ciągłe, 
a z nich pierwsze »—1 równają się zeru przy x«=0, i jeżeli przy O0ga<h 
mamy A&F (n(x) — B, wówczas 
przy O0=u=h mamy A(e"/n!) = F(x) B(a*n!). 
Zastosować to twierdzenie do funkcji 


„1 
1aA-10-=f'0—-——7 20) 
|= 


i na tej drodze dowieść twierdzenia ry 


10. Jeżeli A,g(x)=g(x)-p(r+-h), Ałyg(w)=A,lAzg(x)|, it. d. i jeżeli 
istnieją pochodne pierwszych n rzędów funkcji (x), wówczas 


447 (n)= M (-1 (> n ' Jae rrh)= -(— —h)"ę (Wz ), 


r=0 


gdzie $ zawiera się między a i x+nh. Jeżeli Ka) jest funkcją ciągłą, 


(x) 
wówczas Bda, (—1)” o™(x), gdy h+0. [W Przykł. LVIII. 13 wzór ten 


został ustalony dla n=2.] 


11. Na mocy poprzedniego zadania dowieść, że gdy m jest dowol- 
ną liczbą wymierną, a n jest całkowite dodatnie i gdy xw, mamy 


LPMA 2%" — m(m—1)..(m=n+1)h". 


www.rcin.org.pl 


= g = 


W szczególności zyarlyr-zvr+tlrvr+2 —1,. 


12. Niech pochodne pierwszych czterech rzędów funkcji y=v(x) 
będą ciągłe i niech ę(00=0, 4'(0)=1, tak iż 
y=ylx)=x tayt raza? tla, Fe)", 
gdzie „0, gdy x>0. Dowieść, że 
© =S(y)=y= my? +(2ay a)y — (5a — itt, +0, +zy)y*. 
przy tej wartości x, która równa się zeru jednocześnie z y. Dowieść 
również, że 
g(aejy(r)- r? 
i + dy 
gdy «a—>0. 
13. Spółrzędne (é, n) środka krzywizny krzywej x=/(t), y=F(t) 
czynią zadość równaniom 


Hat 


—(-z)y'=(4—y)/x' =(r*ry")/lry'—w'y'), 


a promień krzywizny równa się 


LM 


(z +y 3): (x'y'-zc'"y'), 


gdzie kreski oznaczają różniczkowanie względem t. 

14. Spółrzędne (6, m) środka krzywizny krzywej 27ay?=4a* czynią 

zadość związkom 
A - ay 
Ja($+r)+213=0, h=ty+—: 

15. Koło, ściśle styczne w punkcie (æ, y) do krzywej, ma z nią 
styczność trzeciego rzędu, jeżeli (l+y?)y'"=3yy'*. Dowieść, że koło 
jest jedyną krzywą, mającą tę własność w każdym punkcie, i że w stoż- 
kowej końce osi są jedynemi punktami, mającemi tę własność. [Porównaj 
Zadanie 10(TV) w końcu rozdziału VI] 

16. Stożkowa a?y=a'x? +a?bxzy+(ac—b?)y* jest ściśle styczna w po- 
czątku spółrzędnych do krzywej y=aa?+ba'+cx'+..+ka”. Dowieść, że 


lEn T= 9n (2— 3)? + ON Ta(a— ELH TS, 


gdzie T=(y—1)—'q;(x—€£), jest równaniem stożkowej, ściśle stycznej do 
krzywej y=f(x) w punkcie (. 1). 
(Mathem. Tripos. 1907). 
17. Funkcje jednorodne.*) Funkcja u=f(a,y, z...) nazywa się 
fumkcją jednorodną stopnia n, jeżeli dla każdej liczby stałej A mamy 


SOx, hy, iz ..)=*"f(a, Y, z...) 


*) W tym i w następnych zadaniach zakładamy, że wszystkie 
pochodne, o których mowa, są ciągłe. 


Wykład czystej matem. 22. 
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Dowieść, że w takim razie 


of of of 
Ty +2 oa JE 


w a y 
dy dy üz 


Jest to twierdzenie Eulera o funkcjach jednorodnych. 


18. Jeżeli u jest funkcją jednorodną stopnia m, to pochodne cząst- 
kowe Óu/óx, du/dy,.. są funkcjami jednorodnemi stopnia n—1. 


19. Niech będzie dane równanie f(x, y)=0 i przypuśćmy, że po 
wprowadzeniu trzeciej zmiennej równanie to staje się jednorodne i przy- 
biera kształt F(x,y, z)=0. Dowieść, że równanie stycznej, poprowadzo- 
nej przez punkt (£, x) krzywej f(a, y)=0, jest 


4 F, +y F, t zF.=0, 
= i UJ 
gdzie F:, Fa F, oznaczają wartości pochodnych F,, Fy, F,, w któ- 


rych położono x=$, y=, ż=©=1. 


20. Funkcje zależne i niezależne. Jakobiany czyli wyznacz- 
niki funkcyjne. Przypuśćmy, że u, v są funkcjami zmiennych z», y i że 
zachodzi między niemi związek 


olu, v)=0 . i a (4 > w 4 1) 
Różniczkując względem x i y, mamy 


0% Uw öy üv do du dg üv 


2 ri =0, - + —=l , (2) 
üu ür ów Ör Öu öy üv dy 
a rugując pochodne funkcji ę, otrzymujemy 
Ux v 
J = tyły = Uyt =. (3) 


Wy Ùy 


gdzie uz, uy.. oznaczają pochodne funkcji u i v względem x i y. Tak 
więc równanie (3) jest warunkiem koniecznym istnienia związku (1) mię- 
dzy funkcjami. Można dowieść, że jest to również warunek dostateczny, 
ale nie możemy się nad tą kwestją zatrzymywać i odsyłamy czytelnika 
do Goursat Cours d'Analyse, t. I, str. 125. 

Funkcje u, v nazywamy załeżnemi lub miezależnemi zależnie od tego, 
czy zachodzi między niemi związek kształtu (1) czy nie zachodzi. J na- 
zywają Jakobianem lub wyznacznikiem funkcyjnym i oznaczają go zapomo- 
cą symbolu 

diw, v) 
UEA y) - 


Tak samo dowodzimy, że jeśli trzy funkcje u, v, w zmiennych 
x, y, z są związane zależnością yfu, v, w)=0, to 
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O( w, V, w) 
J=| ty ty ty | = = — 
Ilx, y, z) 
U; U; W; 


21. Dowieść, że ax*+2hcytrby” i Ax*+2Haxy+ By? są niezależne, 
jeżeli nie zachodzą równości a/.1=h; H=b'B. 


22. Dowieść, że ax?°+ by + cz? +2fyz+2gzx+2hxy daje się przedsta- 
wić w postaci iloczynu dwuch linjowych funkcji zmiennych v, y, z wów- 
czas i tylko wówczas, jeżeli 


abe + 2fqgh — af *— bg* + ch* =U. 


[Piszemy warunek, by pr+qytrz i pea+qytrrz były zależne od 
danej funkcji.] 


23. Jeżeli «u, v są funkcjami zmiennych £, %, które same są funk- 
cjami zmiennych œ, y, wówczas 


dn, o)  O(w, v) OG, 7) 


ö(x, y) iG, n) Aæ, y) 


Uogólnić na dowolną liczbę zmiennych. 

24. Niech pochodna funkcji f(x) równa się l/æ i niech A1)=0. 
Dowieść, że jeśli u=f(x)--f(y), v=ay, t0 uwy—uyvz=0, zatym u i v są 
od siebie zależne. Kładąc y=l, dowieść, że ta zależność musi być 
kształtu f(x) + /(y)=f(xcy). 

W taki sam sposób dowieść, że jeśli f'(x) = 1/(1-+a2) i jeżeli 
/(0)=0, to 


f2)+fW (EE) 
l= xy 
z dt 
25. Dowieść, że jeśli f(x)= | = „ky 
yl t* 


-FH Í vi ty‘ ra vil *\ 
tæ) + fiy) Adar VETERES 
f ) T W f 1 + ły? j 


26. Jeżeli istnieje zależność pomiędzy funkcjami 


u=fæ)+ Ay) tfe), v=fy) Ke) + Rz) Ra) + fæ) fly), w=fæ) fy) fe) 


to f musi być stałą. [Warunek istnienia zależności wyraża się równae 
niem 
"a "Wr GW=RAWNI) FUH) - WI=0.] 
27. Jeżeli f(y, z), f(z, x), f(x, y) związane są zależnością funkcjo= 
nalną, wówczas f(x, x) jest niezależne od z. 
( Mathem. Tripos, 1909.) 
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28. Jeżeli u=0, v=0, w=0 są równaniami jednorodnemi trzech 
kół, wówczas 
d(u. v, w) 


U(X, Ys z) 
jest równaniem czwartego koła, przecinającego pierwsze trzy pod kątem 
prostym. 

(Mathem. Tripos, 1900) 
29. Jeżeli A, B, C są trzema funkcjami zmiennej œ i jeżeli wy- 
znacznik 


WE OE 
B 86 BE" 
| U g’ g" 


tożsamościowo równa się zeru, wówczas możemy znaleźć trzy stałe 
4, œ y takie, by kŁA+pB+vC tożsamościowo równało się zeru, i odwrot- 
nie. [Niech będzie a—BC'-B'C,.., u =BC"-B'Q,.. i t. d; ponieważ 
wyznacznik równa się zeru, zatym f4'—$g'7=0, a więc stosunki «:8:4 są 
stałe. Ale «4+B8B+49C=0. Twierdzenie odwrotne jest niemal oczywiste.] 


30. Między trzema zmiennemi z, y, z zachodzi związek, na mocy 
którego (I) z jest funkcją zmiennych x, y, mającą pochodne zy, zy; (ID œ 
jest funkcją y i z, mającą pochodne Œy, x,. Dowieść, że 


By=—=ty/fx, T;=1/E;. 

[Mamy dz=zydr+zydy, der=x,dz+wydy , 
skąd dz=(zyrytzyjdy + zywydz, 
co jest możliwe tylko pod warunkiem, że z,cytzy=0, ząc;=1.|] 

31. Między zmiennemi z, y, z, u zachodzą dwa związki, zapomocą 
których możemy którekolwiek dwie zmienne wyrazić jako funkcje dwu 
drugich. Dowieść, że 

yg zz rti =y aE, ny' z) ty" zg=l, 
gdzie y,‘ oznacza pochodną zmiennej y, wyrażonej w postaci funkcji z 
i u, obliczoną względem zmiennej niezależnej z. 
(Mathem. Tripos, 18597.) 

32. Wyznaczyć 4, B, C, hw ten sposób, żeby przy z=0 równały 

się zeru pochodne czterech pierwszych rzędów funkcji 


m 


fWdt-al|Af(a) + Bf(arie)* Cfla+ ax). 


Wyznaczyć A, B, C, D, >, p tak, by przy x=0 równały się zeru 
pochodne pierwszych sześciu rzędów funkcji 


| fddt=z[Af(a)+Bf(a+1x)+Cf(arur)+ Drlatr)]. 


. 
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33. Jeżeli a>0, ac—b*>0, z,>2g, tO 


——— i — arctg 


(> dx 1 fi (x, =x) V ac — b? l 
„ax? ++2br e Vae- b laxixotb (x, +29) ref ' 


. F, 
przyczym łuk zawiera się między 0 a r.*) 
są sin a dx 
34. Obliczyć całkę Je I-20006a120' Przy jakich wartościach « 
całka ta jest funkcją nieciągłą argumentu a? 
(Mathem. Tripos, 1904.) 


T 
[Całka równa się z. jeżeli Znr<a<(2n-+-1)x, lub też równa o: 


jeżeli (2n— l)r<u<2mn, gdzie n jest liczbą całkowitą. Jeżeli a jest wie- 
lokrotnością liczby x, całka równa się zeru.] 


35. Jeżeli przy zo 4a Ex, mamy ax?*+-2bx+c>0, i jeżeli 


flee) 1% fi fica) fiz) AA 
(e) = var +żbe+r e, Sfl) W= ST, y Wy ame E 

4 iez- Myo 

«do | l l4 Xva 

to | — równa się - Ig — 

E va 1l-Xya 

2 
albo też —— arctig |X v at. 
y =a 


zależnie od tego, czy a jest liczbą dodatnią czy ujemną. W tym drugim 


przypadku łuk zawiera się między 0 a > 


s dæ - 
36. Dowieść, że | mz 0 
WO £FVA—=W 
U Vice 
37, Przy a>l mamy | LL dr=r le- Vai] 
. 1 a=" 


38. Przy p>l i 0<qą<1 mamy 
f 1 da 2w 


"0 W 1+(p2—1)el PELETY p (pta)sin w $ 
gdzie w jest kątem ostrym dodatnim, którego dostawa =(1+-pq)/(p+9). 
"2x sind? 2z 
ni = PEAY e p 
39. Przy a>b>0 mamy |, aZbcost - pla- Vab. 
( Mathem. Tripos. 1904.) 


*) W związku z zadaniami 33—35 i 40 porów. artykuł pr. Brom- 
wicha w t. XXXV czasopisma Messenger of Mathematica. 
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40. Przy a> vb*=c* mamy 


n di 2 fV a= b*—c* 
= ——— ŻE ——— arctg —-— l. 
„o arbcost+esin* qi pe l c J 
przyczym arctg zawiera się między O a r. 
"b 
41. Jeżeli f(x) jest funkcja ciągłą nieujemną, a fix)de = 0, 


» 3 
wówczas f(x)=0 przy wszelkich wartościach « przedziału (a, b). [Gdyby 
było f(£)=k, gdzie a<$<b i k>0, to istniałby przedział (£— 8, 6+8), 
w którym f(x)>$k. a więc wartość całki byłaby większa od Żk.] 


42. Nierówność Schwarza w zastosowaniu do całek. Do- 
wieść, że 


*h „7 *h "b 
(| y wy dr) ~ | i "ds | dr. 


U 
[Oprzeć się na określeniach $ 149 i 151 oraz na nierówności 


Tę 4 3 JP ZYę 18 SĄ SĄ 
v „b Tony , 


(Zadanie 10 w końcu rozdziału I).] 


1 ray 


43. Jeżeli Pal) |llr=alg=sh", to Palm) jest wie- 


(8—2)" nt td / 
lomianem stopnia m, posiadającym tę własność, że 


B 
P„(ri$(w)dr=O, 
-a 


jeżeli (x) jest dowolnym wielomianem stopnia niższego od n. 
[Zastosować m+1 razy całkowanie przez części, jeżeli V(x) jest 
wielomianem stopnia m.] 


8 
44. Dowieść, że | P„(s)P,(s)de 0, jeżeli men, jeśli jednak m=n, 
.. 


to całka równa się (f=aj/f2n-+ 1). 
45. Qalx) jest wielomianem stopnia n, mającym tę własność, że 
4,(r%(rydr=0, jeżeli $(x) jest wielomianem stopnia niższego od n. 
* m 
Dowieść, że 4„(x) jest stałą wielokrotnością P(x). 
[Możemy dobrać » tak, że ()„—+P, jest wielomianem stopnia n— 1; 
wtedy 


"B "B 
| oXq=zPudr=n, | PMQr="Pdr=0, 
CAE "a 
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a więc (Qu—z Pa) da =0. 
+. © 


Dalej stosujemy zadanie 41. 


46, Wartości przybliżone całek określonych. Zakładając, że 


"b 
b=a 
| Ą e(ojde = — 


gdzie M jest największą wartością funkcji jo'(x)| w przedziale (a, b). 


ię(a)+p(b)!, popełniamy błąd, mniejszy od Y/, M(b—a)*, 


+h) 
Gdybyśmy założyli, że całka równa się (b—a)ę z » | popełnilibyśmy 
błąd mniejszy od '/a, Mfb—a)*. 
[W zadan. 4 i 5 kładziemy f'(x)=v(x).] 
Zakładając, że całka równa się 


2-4 b 
(b oł zla) +4(b) +4( 73 )ł. 


popełniamy błąd, muiejszy od '/eggo M(b—a)5, gdzie M oznacza największą 
wartość funkcji pæ). 

[Oprzeć się na zadaniu 6. Wzór ten, dający bardzo dobre przybli- 
żenie, nosi nazwę wzoru Simpsona.] 

Dowieść, że wartość, wyznaczona za pomocą wzoru Simpsona, 
przedstawia pole obszaru, ograniczonego przez proste x=a, x=b, y=0 


i przez parabolę, przechodzącą przez trzy punkty krzywej y=g(z) o od- 
a+b 
ciętych równych a, nin b, i mającą oś symetrji równoległą do OY. 


Zauważmy, że jeśli (x) jest wielomianem trzeciego stopnia, to 


4(60(5)=0 i wzór Simpsona daje dokładną wartość całki. Innemi sło- 


+b 


wy: przez trzy punkty o odciętych a, aj b możemy poprowadzić nie- 


skończenie wiele krzywych typu y=a+ßr+yx?+tôr’, a wszystkie one 
ograniczają obszary o równych polach. Sród nich istnieje jedna krzywa, 
w której 5=0; jest to parabola. 


47. Jeżeli (x) jest wielomianem piątego stopnia, to 


*1 
sg(e)dx="/is 59(2) -59(4) +dę(B)I. 
PIU 
gdzie œ i 8 są pierwiastkami równania x?— æ+ !/1=0. 
(Matheim. Tripos, 1909). 


48. Zastosować wzór Simpsona do obliczenia x zapomocą wzoru 
"i 
l 
TE DE. [Otrzymujemy 07833... Dzieląc przedział całkowania na 
4 Jo I+a? . 
połowy (od 0 do 4 i od 4 do 1) i stosując wzór Simpsona do każdej po- 
łowy z osobna, otrzymamy 07853916... Poprawna wartość =0'7853981...] 
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-5 
49. Dowieść, że so< | V á+x*de<9, 
3 


(Mathem. Tripos, 1903.) 
50. Obliczyć z dokładnością do 0:01 całki 


1 da "L_ dz Gd — "R sin z 
| a = | y sins dr, — dz. 
A U 


o l+ à JovVl+m . „o * 


[W ostatniej całce funkcja podeałkowa nie jest określona przy x—0, jeśli 
jednak umówimy się, że przypisywać jej wtedy będziemy wartość 1, wów- 
czas funkcja ta będzie ciągła w całym przedziale całkowania.] 
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ROZDZIAŁ VII. 


O ZBIEŻNOŚCI SZEREGÓW NIESKOŃCZONYCH I CAŁEK 
NIESKOŃCZONYCH. 


158. W rozdziale IV wyjaśniliśmy, co należy rozumieć 
przez szeregi zbieżne, rozbieżne, wahające się. Wykład nasz ilu- 
strowaliśmy zapomocą szeregu gieometrycznego 


l i r? q3 


oraz innych szeregów, ściśle z nim związanych. W niniejszym 
rozdziale zbadamy tę kwestję w sposób bardziej systematycz- 
ny i dowiedziemy kilku twierdzeń, które dadzą nam możność 
rozpoznania zbieżności prostych szeregów, najczęściej spotyka- 
nych w Analizie. 

Bedziemy się często posługiwali symbolem 


Z gf) "UE Umi FHF lg 


m 


a szereg liyt; Ut. będziemy nieraz oznaczali zapomocą 
[e 


Xu, lub po prostu Xun. 
0 


159. Szeregi o wyrazach dodatnich. Zagadnienie zbież- 
ności jest dość proste, o ile mamy do czynienia z szeregami 
o wyrazach dodatnich. Od nich wiec rozpoczniemy nasze ba- 
dania, tym bardziej że zbieżność szeregów, zawierających wy- 
razy ujemne lub zespolone, daje się nieraz sprowadzić do ba- 
dania zbieżności szeregów o wyrazach wyłącznie dodatnich. 

Przy badaniu zbieżności szeregu mamy prawo odrzucić 
dowolną, byle skończoną liczbę jego wyrazów; jeśli więc sze- 
reg zawiera skończoną liczbę wyrazów ujemnych lub zespolo- 
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nych, możemy je wszystkie odrzucić i stosować do pozosta- 
łych wyrazów twierdzenia, które zaraz ustalimy. 


160. Zaczniemy od przypomnienia następujących podsta- 
wowych twierdzeń, dowiedzionych w § 70. 

A. Szereg o wyrazach dodatnich nie może wahać się, lecz 
must być albo zbieżny, albo rozbieżny, a w tym drugim przypadku 
szerey dąży do o. 

B. Warunkiem koniecznym i dostatecznym zbieżności szere- 
gu Zu, jest istnienie takiej liczby K, by przy wszelkich wartościach 
na n zachodziła nierówność 

NEU U... < K. 


C. Porównywanie szeregów. Jeżeli szerey Xu, jest zbież- 
ny i jeżeli v„,<u, przy wszelkich wartościach na n, wówczas sze- 
reg XV, jest zbieżny i Sv, <lu,. Albo oyólmej: jeżeli v„<Ku,, 
ydzie K jest liczbą stałą, wówczas Xë, jest zbieżny i SyS KE un. 

Jeżeli Yu, jest rozbieżny, a v„zKu,, to Xe, Jest rozbież- 
ny*). 

Jako ważny przypadek szczególny tego twierdzenia na- 
leży zanotować następujący: 

D. Jeżeli Xu, jest szeregiem zbieżnym (rozbieżnym), a sto- 
sunek u„fv, dąży do granicy od zera różnej, gdy n>oo, wówczas 
Yv, jest zbieżny frozbieżny). 


161. Proste zastosowania powyższych cech zbieżności. 
Wiemy, że jeśli r oznacza liczbę dodatnią, wówczas Xr” jest 
zbieżny przy r< 1, rozbieżny zaś przy r>1.**) Stosując twier- 
dzenie Č i kładąc u„=r*, otrzymujemy twierdzenie: 

1. Szereg Xv, jest zbieżny, jeżeli przy wszystkich dostatece- 
mie dużych wartościach na n mamy v„gKr", gdzie r<1. 

Kładąc K=1, możemy powyższą nierówność napisać w po- 
staci Vv gr < l, która nosi nazwę cechy zbieżności Cauchy'ego 
dla szeregów o wyrazach dodatnich. Możemy ją sformułować 


tak: 


*) W $ 70 nie wspominaliśmy wprawdzie o ostatniej części tego 
twierdzenia, ale czytelnik sam z łatwością dowiedzie jej. 

**) W niniejszym rozdziale będziemy stale oznaczali przez r licz- 
by dodatnie lub zero. 
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2. Szereg Xv” jest zbieżny, jeżeli przy wszystkich dostatecz- 
mie dużych wartościach na n mamy /v,źr<l. 
Odpowiada jej następująca cecha rozbieżności: 


2a. Szereg Bv, jest rozbieżny, jeżeli przy nieskończenie wie- 
lu wartościach na n zachodzi nierówność 4/v, zl. 

Ta cecha rozbieżności jest oczywista, gdyż z YVv„=l wy- 
nika v,>1. Twierdzenia 2} i 2a mają szerokie zastosowanie, 
w wielu jednak wypadkach dogodniej bywa posługiwać się na- 
stępującą, t. zw. cechą d'Alemberta. 

3. Szereg Xv, jest zbieżny, jeżeli Vasi jun śr<l przy wszyst- 
kich, dostatecznie dużych wartościach na n. 

Istotnie, jeżeli przy wszelkim n>n, mamy v,1/V» SF, 
wówczas 
Vu—2 


Pn-—2 Un—3 


4 


Un—1 


skąd odrazu wynika zbieżność szeregu Yv,, jeśli go porówna- 
my z szeregiem Zr", 

Przekonamy się później, że cecha d'Alemberta jest mniej 
ogólna od cechy Cauchy'ego, gdyż tę drugą możemy stosować 
we wszystkich wypadkach, w których daje się stosować cecha 
d'Alemberta, a prócz tego czasem i w takich wypadkach, gdy 
cecha d'Alemberta zawodzi. Tak samo cecha rozbieżności, za- 
warta w twierdzeniu 2a, jest ogólniejsza od odpowiedniej ce- 
chy d'Alemberta. Czytelnik dowiedzie z łatwością, że jeśli 
przy każdym n>m mamy v,/tv„zrzi, to szereg Sv, jest 
rozbieżny, przekonamy się jednak (Przykł. LXX.9), że nie wy- 
starcza warunek, by nierówność powyższa zachodziła przy níe- 
skończenie wielu wartościach na n, większych od n, gdy tym- 
czasem twierdzenie Ża wymaga tylko, by nierówność Yv,=r 
była sprawdzona przez nieskończenie wiele, nie zaś przez 
wszystkie wartości n większe od nę. Niemniej jednak cecha 
d'Alemberta jest bardzo praktyczna i wystarcza do rozwiąza- 
nia wielu zagadnień. 

Często zdarza się, że v,.;/v, albo Y/v, dążą do granicy, 


gdy noo. Jeżeli 
twierdzeń 2 i 8 są 

4. Jeżeli (/v, 
gdy n>oo, wówrzas 


ta granica jest mniejsza od l, warunki 
spełnione, a więc 

lub va+1/0n dążą do gramicy mniejszej od 1, 
szereg Xv, jest zbieżny. 
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Czytelnik dowiedzie sam, że gdy jedna lub druga z tych 
funkcji dąży do granicy większej od 1, szereg Xv, jest roz- 
bieżny. 

Jeżeli jednak Y/v, lub v, _1/v, dążą do 1, albo jeżeli funk- 
cje te wahają się w ten sposób, że, pozostając mniejsze od l, 
przybierają przy nieskończenie wielu n wartości dowolnie bliz- 
kie jedności, wówczas obie cechy Cauchy'ego i d'Alemberta 
zawodzą. Prócz tego cecha d'Alemberta zawodzi, gdy funkcja 
Vni1/0, waha się tak, że nieskończenie wiele razy przybiera 
wartości mniejsze i większe od 1. Wobec tego jest rzeczą 
jasną, że w wielu zagadnieniach może zachodzić potrzeba sub- 
telniejszych cech zbieżności. 

Przykłady LXX. i. Zastosować cechy Cauchy'ego i d' Alemberta 
do szeregu Zn*r*, gdzie k jest liczbą wymierną dodatnią. 

[Mamy v,,1/Vn>r, zatym szereg jest zbieżny przy r<l i rozbież- 
ny przy r>l. Przy r=l cecha ta zawodzi, ale wtedy szereg jest oczy- 
wiście rozbieżny. Ponieważ Y+m+l (Przykł. XXX. 11), zatym cecha 
Cauchy'ego prowadzi odrazu do tego samego wniosku ] 

2. Zbadać szereg X(An*+Bn'"'+...+ K)r*. |Możemy założyć, że 
A>0. Oznaczając przez P(n) spółczynnik przy r”, mamy P(n)/n*— A, 
a więc, na mocy twierdzenia D, $ 160, szereg zachowuje się tak, jak 
Snt] 


„A+ Bn* t. 4K 
r 


3. Zbadać szereg £ o (A>0, «>0). 


an! $ pn"! r... as 
[Zachowuje się on tak, jak Sn” 'r*. W przypadku, gdy r=l i k<l, 
dotychczasowe badania nie wystarczają.] 


4. W zadaniu 17 na końcu rozdziału IV widzieliśmy, że szeregi 


1 1 


> A S — 
ninl) u(n+1)...(n-+pl 
są zbieżne. Dowieść, że cechy Cauchy'ego i d'Alemberta zawodzą tu. 


5. Jeżeli p jest liczbą całkowitą, nie mniejszą od 2, wówczas sze- 
reg n” jest zbieżny. [Wynika to ze zbieżności szeregu, badanego w za- 


MY: =|] 
daniu 4, gdyż ka SE ZCE —1. Dowiedliśmy już dawniej ($ 70), że 


szereg jest rozbieżny przy p=l. Przy p<0 rozbieżność jest oczywista.] 


„Anw+Bn*'"+..rK | "= 
6. Szereg ¥ = -m jest zbieżny przy l>k+1 
an +n’ ! 1..+k 
i rozbieżny przy I<k+1. 


7. Jeżeli m, jest liczbą całkowitą dodatnią i m,,, >m,, to szereg 
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+," jest zbieżny przy r<l i rozbieżny przy r =1. Np. szereg 
l-tr--r*+r*+.. jest zbieżny przy r<l i rozbieżny przy r=l. 

8. Wyznaczyć sumę szeregu 1+2r+-2y*+-.. z dokładnością do 24-go 
znaku dziesiętnego przy r=01l i do 001 przy r=09. [Jeżeli r=0'l, su- 
ma pięciu pierwszych wyrazów równa się 1:2002000020000002, a błąd 

Ży75--32y36—,,. < 2r7584-2,364-2917 SUE ESOŻ 

Jeżeli r=09, suma pierwszych ośmiu wyrazów równa się 5458..., 
a błąd jest mniejszy niż 2r%/(1—r")<0:008.] 

9. Jeżeli O<a<b<l, to szereg a+b+a?+b?+-a*+.. jest zbieżny. 
Dowieść, że cechę Cauchy'ego można tu zastosować, ale cecha d'Alem- 
berta zawodzi. 

[Mamy Von 1/V2n maz Von 2 02n-1 +0.] 

R r? y3 r? y3 

10. Szeregi Oie ka” = oraz Lir Je git" są zbieżne 
przy wszelkich dodatnich wartościach na r. 

1l. Jeżeli szereg Yu, jest zbieżny, to Xu,* oraz A są rów- 

ltn 
nież zbieżne. 


e TRT a oun o. ARA gag 
12, Jeżeli szereg Xu,” jest zbieżny, to x —* jest również zbieżny. 


|Mamy 2u, n =u,*+(1/n*).] 


SŁ l 3 l l 
13. Dowieść, że 1+ +=+.. 14 + ka 
35 57 4 2: 3? 
] l I | l l l 15 I l 1 
mW (W Mk ZE A 16 EA UJ 
l 1 KI 1 l 
[Mamy l+ 35 t grt l m) + ( "IJ T T 
1 l l l || 
=| — a | ZY Y 
3 5* -a 2 3? 


na mocy twierdzeń (8) i (6), $ 70.] 

14. Zapomocą sprowadzenia do niedorzeczności dowieść, że Z(1/m) 
jest szeregiem rozbieżnym. 

|Gdyby szereg był zbieżny, mielibyśmy 


I l f 1 l l L 
a faai iian wał wy AK iT ah BJ 
3 DD ZB 1/4 
czyli ===. E =p r de, 
= > UO 3.5 


co jest niemożliwe, gdyż każdy wyraz pierwszego szeregu jest mniejszy 
od odpowiedniego wyrazu drugiego szeregu.| 
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162. Zanim zbadamy inne cechy zbieżności szeregów, 
musimy dowieść bardzo ważnego twierdzenia, dotyczącego sze- 
regów o wyrazach dodatnich. 


Twierdzenie Dirichleta*). Suma szeregu o wyrazach do 
datnich nie ulega zmianie wskutek zmiany porządku wyrazów. 

Twierdzenie to powiada, że jeśli mamy szereg zbieżny 
Ug Ht Hit.. 1 jeżeli, przestawiając w dowolny sposób jego 
wyrazy, ubworzymy nowy szereg 

v Va ZR=P sg 
to nowy szereg będzie zbieżny i suma jego będzie się równa- 
ła sumie poprzedniego szeregu. 

Przedewszystkim zauważmy, że orzeczenie: „szereg Xw, 
powstał z szeregu Xu, przez przestawienie jego wyrazów“ 
oznacza: 

1) że między wyrazami tych szeregów istnieje odpo- 
wiedniość doskonała, t. j. każdemu wyrazowi u; jedne- 
go szeregu odpowiada oznaczony wyraz v, drugiego szeregu, 
i odwrotnie; 

2) że odpowiadające sobie wyrazy obu szeregów są sobie 
równe, b. j. W=. 

Oznaczmy przez S sumę szeregu £u,. Do każdej liczby 
dodatniej € możemy dobrać taki wskaźnik n, by suma «, pierw- 
szych n wyrazów szeregu Xu, była większa od S—e. Wobec 
odpowiedniości doskonałej między wyrazami obu szeregów, 
musi istnieć taki wskaźnik p, że suma 2, pierwszych p wyra- 
zów szeregu Xv, jest nie mniejsza od s„. Ale z drugiej stro- 
ny, szereg Xv, nie zawiera ani jednego wyrazu, któremu nie 
odpowiadałby równy mu wyraz szeregu Lu,, zatym jakkolwiek 
wielki byłby wskaźnik r, suma s, nie może być większa od S. 


Tak więc przy każdym r=p 
zachodzą nierówności S=3,>0—, 


co dowodzi, że szereg %,--0,--%,+-... jest zbieżny i że suma 
jego równa się S. 


*) Dirichlet pierwszy wypowiedział wyraźnie to twierdzenie w 1837 r., 
niewątpliwie jednak było ono znane dawniejszym matematykom, a szcze- 
gólnie Cauchy'emu. 
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163. Mnożenie szeregów o wyrazach dodatnich. Z twier- 
dzenia Dirichleta wynika następujący wniosek: jeżeli Sun i Zw, 
są dwoma szeregami zbieżnemi o wyrazach dodatnich i jeżeli s i s 


są ich sumami, wówczas szereg 
UV, | Hito FUV) > (ttąty UN ot) e 
jest również zbieżny i suma jego równa SE sz. 


Z wszystkich możliwych iloczynów kształtu węy, utwórz- 
my tabliczkę 


Mt ttyPo WaUgo tato 
lgt, UU Ut USL, d 
MyVą UrVa UaVa) UgVa 
Ng Hyg UWaty Ut 


Wyrazy, zawarte w tabliczce, możemy uporządkować 
w postaci nieskończonego szeregu, i to na rozmaite sposoby. 


1) Możemy rozpocząć od wyrazu m,v,, W którym suma 
wskaźników k|-/=0; następnie bierzemy wyrazy uUo, tł; ; 
w których k+-l=1l, it.d. Tą drogą powstaje szereg 

Ugo r (U Vo F Uot) H (tyto > Hry ++ 4902)... 
o którym mowa w naszym twierdzeniu. 

2) Możemy rozpocząć również od wyrazu u0, biorąc 
następnie wyrazy oV, UW, Udy, w których występuje 
wskaźnik I, ale niema wyższych wskaźników. Dalej bierzemy 
WYTAZY Myly, Wody, Uyla, UVa, Ugla, zawierające wskaźnik 2 
i nie zawierające wyższych wskaźników; it.d. Sumy tych 
kolejnych grup wyrazów równają się odpowiednio 

UgPos (Uor tt (i HV) — Koty 
Cnu Hules =v, 02) — (Hu) Ev), 


a suma pierwszych n+1 grup równa się 


(W HU, +... HU,)(09 |--V) 


i dąży do granicy ss, gdy n= o, 
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Tak więc drugi szereg jest zbieżny i suma jego równa 
się ss; ale na mocy twierdzenia Dirichleta pierwszy szereg 
musi być również zbieżny i musi mieć tę samą sumę, twier- 
dzenie tedy zostało dowiedzione. 

Przykłady LXXI. i. Jeżeli r<1, to 

lr? rk" ró Posl tree rrr tr +..=1/(1—r). 


2. Jeżeli jeden z szeregów o wyrazach dodatnich Xu, i Xv, jest 
rozbieżny, wówczas rozbieżny musi być również szereg 


UoVg T (1V0 + t0, )+ (4097 WV: + Uot) +- 


Wyjątek mamy tylko w tym trywialnym przypadku, gdy każdy wyraz 
jednego z danych szeregów równa się zeru. 

3. Jeżeli r, s, t są sumami szeregów o wyrazach dodatnich ttn, 
Evn, Ewy, to rst jest sumą szeregu Yip, gdzie hy=unymtvp, a sumowanie 
rozciąga się na wszystkie wyrazy o wskaźnikach, czyniących zadość 
równości n+m+p=k. 

4. Jeżeli s, t są sumami szeregów Xu,, £v, © wyrazach dodatnich, 
to st jest sumą szeregu Swn, gdzie w„,=Luvm, a sumowanie rozciąga się 
na wszystkie wyrazy o wskaźnikach ł, m takich, że Im=n. 


164. Inne cechy zbieżności szeregów. Widzieliśmy, że 
cechy zbieżności, omówione w $ 161, nie wystarczają do zba- 
dania wielu prostych i ciekawych szeregów. Jeżeli np. 
Uni /Un >l, gdy m co, wówczas cecha d'Alemberta naogół 
zawodzi. Np. w Przykł. LXX,5 musieliśmy uciec się do po- 
równania z szeregiem, zbadanym w Przykł. LXX.4. 


Przyczyna leży w tym, że szereg gieometryczny jest szybkozbieżny, 
wskutek czego oparte na nim cechy zbieżności nie są dość subtelne. 

W Przykł. XXX.7 dowiedliśmy, że przy r<l i dowolnym k mamy 
nr" >0, gdy n>w, a w Przykł LX.1 dowiedliśmy, że szereg Sur” jest 
zoieżny. Wynika stąd, że ciąg r, r*, r*,..., gdzie r< 1, maleje prędzej niż 
ciąg 175, 27%, 3-%,.. Na pierwszy rzut oka wydaje się to paradoksem, je- 
żeli r jest nie wiele mniejsze od 1, a k jest dużą liczbą. Np. mając da- 


ne ciągi 
2 $ 8 l l 
np ape O97 bio’ 531441*” 

E ON. 
których wyrazy ogólne równają się odpowiednio (3/ in 2, moglibyśmy 
sądzić, że drugi ciąg maleje o wiele prędzej od pierwszego. Jeśli jednak 
weźmiemy pod uwagę dalsze wyrazy ciągu, przekonamy się, że tak nie 
jest. Mamy np. 

(EOPEMO, |GAFZEGUAFENMOE (ZALETY 
gdy tymczasem IG FU 
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165. Ustalimy zaraz dwie nowe cechy zbieżności: cechę 
Maclaurina-Cauchy'ego oraz cechę zagęszczenia Cauchy'ego. 
Obie one nie są wprawdzie ogólne, ale do naszych celów w zu- 
pełności wystarczają. 

Przy zastosowaniu tych dwu cech wprowadzamy pewne 
dodatkowe założenie. Mianowicie, zakładaliśmy dotąd, że ma- 
my do czynienia z szeregiem o wyrazach dodatnich, teraz zaś 
przypuszczamy prócz tego, że wyrazy szeregu maleją, czyli że 
przy każdym n>n, MAMY Unyun. 

Z pewnego punktu widzenia możnaby twierdzić, że nie jest to 
założenie istotnie nowe, gdyż na mocy twierdzenia Dirichleta mamy 
prawo w dowolny sposób przestawiać wyrazy szeregu o wyrazach dodat- 
nich, a więc możemy z danego szeregu zbudować nowy szereg o wyra- 
zach dodatnich malejących, co nie może wpłynąć na jego zbieżność. 

Zanim jednak ustalimy te dwie cechy, musimy dowieść 
bardziej elementarnego twierdzenia, zwanego twierdzeniem 
Abela*). Jest ono jednostronne, gdyż daje tylko warunek do- 
stateczny rozbieżności szeregu. 


166. Twierdzenie Abela. Jeżeli Zu, jest szeregiem zbież- 
nym o wyrazach dodatnich malejących, to nu, >0, gdy noe. 

Przypuśćmy, że nu, nie dąży do zera. W takim razie 
możemy znaleźć liczbę dodatnią 8 taką, że nu„=08 przy nie- 
skończenie wielu wartościach na n. Niech n, będzie pierwszą 
z tych wartości, n, inną wartością, i t. d., a prócz tego niech 
będą spełnione warunki 

Na > Nj, g> RNg pas 


, n n 
Wobec tego mamy De i N;—M > 9» 
oraz MUZA, Nzknezć , -.. 


Ponieważ jednak u, stale maleje, gdy n rośnie, zatym 


Uo HUH Hin Z NUn ZA, 


Naten, 8 


=n 
2E 


Un, He Uni Z (Ng — Nitt, > 


*) Zostało ono odkryte przez Abela, lecz później zapomniano 
o nim; powtórnie odkrył je Pringsheim. 


Wykład czystej matem. 23, 
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fytin 8 
5) =. MA 


tin Hee 7 tu m1 2 M Mm Na) tn > 


Widzimy, że wyrazy szeregu Zu, dadzą się zgrupować 
w ten sposób, że suma wyrazów każdej grupy będzie więk- 
sza od odpowiedniego wyrazu szeregu rozbieżźnego 


a więc szereg Xu, jest rozbieżny. 


Przykłady LXXII. 1. Na mocy twierdzenia Abela dowieść roz- 
bieżności szeregów £(1/n) i X41/(anb)|. 

2. Twierdzenie Abela przestaje być słuszne, jeżeli odrzucimy wa- 
runek, że wyrazy szeregu stale maleją. [Szereg 


|| l 1 l || l l | l 
| 3 og: "4 SEI REI ZA T ai "0 
(w którym u„=l/n, jeżeli n jest kwadratem zupełnym, i u,=ln*, jeżeli 
n nie jest kwadratem) jest zbieżny. Istotnie, możemy go napisać w po- 
staci 


gz * ag * ga 07 a e 
a każdy z tych dwuch szeregów jest zbieżny. Ponieważ jednak nuņn=l, 
o ile tylko n jest kwadratem zupełnym, zatym nu, nie dąży do zera.] 

3. Twierdzenie odwrotne względem twierdzenia Abela nie jest praw- 
dztwe, t.j. Z warunków, że u, stale maleje, a nu, +0, nie wynika zbież- 
ność szeregu Zw,. 

[Weźmy pod uwagę szereg }X(l/n) i pomnóżmy pierwszy wyraz 
przez l, drugi przez '/,, następne dwa przez '/;. następne cztery przez 
u,, następne ośm przez '/,, it.d. Otrzymamy szereg 

U A 1/1 1 1/0 URZ 0328 

poż = E sł fa al m cja = cja rk oz 

3/27 EDO 238/260 4 08 
który jest rozbieżny, gdyż jego wyrazy są większe od odpowiednich wy- 
razów szeregu rozbieżnego 


SIP BAZE 248 


275732742 7 


Łatwo widzieć jednak, że w szeregu 


PE ST E E DA 
"2 EPA W BOW a 


mamy nx, 0, gdyż nu„=l'v przy S*7?<n=2”", u s+o, gdy ua | 
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167. Cecha zbieżności Maclaurina i Cauchy'ego.*) Jeżeli 
u, stale maleje, gdy n rośnie, możemy napisać u„=4(n) i zało- 
żyć, że qę(n) jest wartością, którą przybiera przy x=n funkcja 
malejąca ẹ(x) zmiennej ciągłej. W takim razie, oznaczając 
przez v dowolną liczbę dodatnią całkowitą, mamy 


ply—1)=g(z)=g(7), 
jeżeli tylko v—l1<r<gv 
Niech będzie 
t„=glv— 1) — | g(rjdr = | 176—10)—g(a)idz, 
+Yv-] .— 
tak iż 0=r,="(v—1)=$g(v). 


Szereg Xv, składa się z wyrazów dodatnich i mamy 
Patty tett Eleng), 


wobec czego szereg Xv, jest zbieżny, a suma n—1 kolejnych 
wyrazów 


n—1 z 
<=] n 
IP a a aT Us 2% ly) | owd 
— LJ 
1 E | 


dąży do granicy dodatniej, gdy n—=ov. 


Połóżmy <p(ż) = | girjd r, 
"1 

tak iż ©(E) jest ciągłą i stale rosnącą funkcją zmiennej £. 

W takim razie, gdy n—=oco, 

Hy + ttg -H ocet Hy 1 =P(N) 

ma za granicę liczbę dodatnią nie większą od 4(1), i co za 
tym idzie, szereg Żu, jest zbieżny albo rozbieżny zależnie od 
tego, czy P(n) dąży do granicy, czy też rośnie nieogranicze- 
nie, gdy n>. Ponieważ zaś ©(n) rośnie stale, zatym zbież- 
ność szeregu Xu, zależy od tego, czy W($) dąży do granicy, 
gdy =>. Mamy tedy następujące twierdzenie: 


Jeżeli (x) jest funkcją zmiennej x, ciągłą i dodatnią przy 


*) Twierdzenie to odkrył pierwszy Maclaurin; powtórnie zostało 
ono znalezione przez Cauchy'ego. 
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wszelkich wartościach na x większych od 1, i jeżeli ę(x) stale ma- 
leje, gdy x rośnie, wówczas szereg 
2(1)--9(2)--9(3)+-... 


jest zbieżny lub rozbieżny zależnie od tego, czy 
<P(ż) = | *girjder 
„1 


dąży do granicy l, czy też rośnie nieograniczenie, gdy 50. 
W pierwszym przypadku suma szeregu nie jest większa od v(1) +-1. 


Właściwie suma musi być mniejsza od 4(1)+/, gdyż ze wzoru (6), 
$ 153 oraz z Zadania 41 w końcu rozdziału VII wynika, iż vy<ę(v—])—4(v), 
o ile tylko nie zachodzi równość 4(«)=g(v) w całym przedziale (v—1, v), 
co nie może mieść miejsca dla wszystkich wartości na v. 


o | j = 
Przykłady LXXIII. 1. Dowieść, że £ - <-t: 
1n+l 2 4&4 
MED m. 2 4 R 
2. Dowieść, że — < X — € - 
2 tan 2 


(Mathem. Tripos, 1909.) 
3. Dowieść, że przy m>0 mamy 


1 1 1 3 m+l 
m?  (m+1l)* (m2)? a m 


168. Szereg Xn". Do najważniejszych zastosowań twier- 
dzenia Maclaurina należy ustalenie warunków zbieżności sze- 
regu 

1*-277-+84- tH 


gdzie s jest dowolną liczbą wymierną. 

Widzieliśmy już, że szereg jest rozbieżny przy s=1. Przy 
s<0 rozbieżność jest oczywista. Przy s>0 wyraz u, maleje, 
gdy m rośnie, możemy tedy zastosować cechę Maclaurina. Mamy 

"dg imei 


1 Z l — $ 


o ile tylko s1. Jeżeli s> 1, to t= -> 0, gdy {>o a 


Jeżeli s< 1, wówczas $1*+oo, gdy $—co, a więc i $P(6)—>oo. 
Tak więc szerey in~ jest zbieżny przy wszelkim wymiernym s> l 
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t rogbieżny przy szl. W pierwszym przypadku suma szeregu jest 


ak: 8 
mniejsza od i 
Rozbieżność szeregu przy s<l można było ustalić przez porównanie 
z szeregiem X(1/n) Możemy zresztą i do tego szeregu zastosować twier- 
dzenie Maclaurina, a to w następujący sposób. Mamy 

"3 dr 

Pp(ż)- | ; 

"1 r 
z łatwością możemy przekonać się, że @(t)>œæ, gdy «0, gdyż przy 
Ę>2% mamy 


"m 


wf F-| Erf ++] =. 


+ 1 a 


a kładąc x=2"u, mamy 


l 
zatym Bi) >n | = „czyli Pfżj>e, gdy $+m. 
„1 u 
Przykłady LXXIV. 1. Za pomocą takiego samego rozumowa- 
nia, jak wyżej, a więc nie obliczając faktycznie całki, dowieść, że 


*. 
+ da 
Dii) = | = gdzie s<1, dąży do nieskończoności wraz z £. 
1.6 WIA, 


+. m3 > æt ONA s o. 
2. Szeregi Em? Zn Np e są zbieżne i ich sumy są odpo- 
wiednio nie większe od 2, 3, 11. Szeregi Sm  * En  " są rozbieżne. 
Ta p r m E e 
3. Szereg £, —, gdzie a>0, jest zbieżny lub rozbieżny zależnie 
n+a 


od tego, czy t>1+8s, czy też t<l+s. [Porównać z szeregiem Zn /] 
4. Zbadać zbieżność lub rozbieżność szeregu 


U , ` ' 
dyn'+dyh t Fazn k 


> 
bin“ r by nit. t bunim 
w którym wszystkie litery oznaczają liczby dodatnie, a s i t oznaczają 
liczby wymierne malejące. 
5. Dowieść, że 
Syn—2 < — mt. om=cZIyN=l 
vi y2 y/n 
yN r „F+ 
2 z 2y1 > 3v2 , rap ea 2 
(Mathem. Tripos, 1911.) 
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6. Jeżeli p(n)>1>1, to szereg Sa FM jest zbieżny, jeżeli zaś 
g(n)>l<1, wówczas szereg jest rozbieżny. 

169. Cecha zagęszczenia. Jeżeli u,=v(n) jest funkcją 
malejącą zmiennej calkowitej dodatniej n, wówczas szereg Bein) 
jest zbieżny lub rozbieżny zależnie od tego, czy szereg L2'ę(2") 
jest zbieżny czy rozbieżny. 

Dowód możemy przeprowadzić w sposób analogiczny do 
tego, którym posługiwaliśmy się w § 70 przy badaniu szeregu 
Z(1/n). Przedewszystkim mamy 


g(3) 12(4) >2e(4) 


2(5)--9(6)-1...-r 98) = 4l(8) 
p(2*+1)--g(2" 2) +...+-pl(2"*1)z2"pf2" +), 


Jeżeli szereg X2”¢(2") jest rozbieżny, to zarówno 
X2"Ttę(2"1), jak Xż"p(2""!) są rozbieżne, a powyższe nierów- 
ności wskazują, że wówczas i szereg X4(n) jest rozbieżny. 

Z drugiej strony mamy 

6(2)--g(3) =2Zyę(2) 


24)--7(5) 11.1707) 47/4) 


Z tych nierówności wynika, że szereg Sv(n) jest zbieżny, je- 
żeli Z2"4(27) jest zbieżny. Tak więc twierdzenie zostało do- 
wiedzione. 

Na mocy tego twierdzenia równie łatwo jest ustalić wa- 
runki zbieżności szeregu En s, jak za pomocą twierdzenia Mac- 
laurina. Istotnie, Xn=* jest zbieżny (lub rozbieżny), jeżeli 
12*.2-% jest zbieżny (lub rozbieżny), czyli gdy s>1 (lub s<l). 


Przykłady LXXV. 1. Jeżeli liczba całkowita a jest większa od 
1, to Zę(n) jest zbieżny lub rozbieżny, zależnie od tego, czy Xa"yg(a*) jest 
zbieżny lub rozbieżny. 

2. Jeżeli S2*y(2*) jest zbieżny, to 2*ę(2%)—0. Stąd wysnuć twier- 
dzenie Abela ($ 167). 

170. Całki nieskończone. Przypuśćmy, że g(x) jest funk- 
cją całkowitą malejącą zmiennej z; z twierdzenia Maclaurina 
wiemy, że szereg Żę(n) jest zbieżny lub rozbieżny zależnie od 
tego, czy całka tej funkcji dąży czy nie dąży do granicy, gdy 
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c-—>oe. Przypuśćmy, że całka ta dąży do granicy l; w takim 
razie mamy 


lim | (t) dt=l. 
e. | 


sop 


W takim razie powiemy, że całka | ę(t)dt jest zbież- 
"1 


na i że l jest jej wartością. Symbol takiego kształtu możemy 
nazwać całką nieskończoną. 

To pojęcie całki nieskończonej wogóle, a w szczególno- 
ści całki nieskończonej zbieżnej możemy uogólnić, wypowia- 
dając następujące 


OKREŚLENIE. Jeżeli przy tza funkeja (t) jest ciągła i je- 
żeli 
lim | sg(tydt=l, 
wówczas powiadamy, że całka nieskończona 


"© 
| dż; ... . «1 ” n e 


„a 


Jest zbieżna t że l jest wartością tej całki. 


Jeżeli | s(t) doco, 
“5 

nazwiemy konsekwentnie tę całkę rozbieżną i powiemy, że dą- 
ży ona do +oo. Analogicznie określamy całkę rozbieżną, dą- 
żącą do —oo. Wreszcie, jeżeli nie zachodzi żaden z tych 
trzech przypadków, gdy x dąży do co, powiadamy, że całka 
wykonywa wahania skończone lub nieskończone, 

Nasuwają się tu następujące uwagi: 

(1) Jeżeli | ol Hdt= D(x), 
wówczas powiadamy. że przy «> całka jest zbieżna, rozbieżna lub wa- 
hająca się zależnie od tego, czy D(x) dąży do granicy, do +œ lub —o, 
czy też waha się, gdy >. Jeżeli ®(x) dąży do granicy, którą ozna- 
czymy przez Q(o ), powiadamy, że ®(œ) jest wartością całki. Ogólniej, 
jeżeli D(x) jest funkcją całkową funkcji (r). wówczas wartością naszej 
całki nazywamy różnicę O(« ) — D(a). 
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(II) W przypadku szczególnym, gdy v(t) jest dodatnie, D(x) jest 
funkeją rosnącą, a więc całka może być tylko albo zbieżna, albo roz- 
bieżna. 

(III) Całka (1) jest zależna od dolnej granicy całkowania a, lecz 
jest niezależna od t i nie zmieni się, jeśli zastąpimy t przez jakąkolwiek 
inną literę (porów. § 151). 


(IV) Różnica między całką skończoną a nieskończoną jest analo- 
giczna do różnicy między szeregiem skończonym a nieskończonym. 
"© 
(V) W $$ 149—151 określiliśmy całkę | y(t)dt jako granicę pew- 
«a 
nej skończonej sumy. Całka nieskończona jest tedy niejako granicą gra- 
nie. Z tego widzimy, że pojęcie całki nieskończonej jest bardziej zło- 
żone od pojęcia całki skończonej, 
(VI) Cechę zbieżności Macluurina możemy wysłowić w taki sposób: 


jeżeli (x) przybiera wartości dodatnie malejące, gdy xœ rośnie, wówczas szereg 
+00 


nieskończony Zyp(n) i całka nieskończona y(x)dx są jednocześnie zbieżne 


lub jednocześnie rozbieżne. 


(VII) Czytelnik z łatwością dowiedzie twierdzeń o całkach nie- 


skończonych, analogicznych do twierdzeń (1)—(6), $ 70. Np. twierdzenie 
lade o) 


analogiczne do wzoru (2) brzmi: jeżeli całka l ę(m)da jest zbieżna i jeżeli 
u 
"© 


b>a, wówczas | HAr)dx jest zbieżna i 
"b 


pa *d z 

| s(x) dx | plx) dx + | six) dx 

a An Jh 

171. Przypadek, gdy 7(x) jest dodatnie. Możemy zadać 

sobie pytanie, czy dla całek nieskończonych istnieją twierdze- 
nia, podobne do twierdzeń A— D, $ 160. Widzieliśmy już 
(§ 170), że twierdzenie A jest słuszne, zarówno w zastosowa- 
niu do szeregów, jak i w zastosowaniu do całek, Twierdze- 
niu B odpowiada następujące: warunkiem koniecznym i dosta- 
tecznym zbieżności całki (1) jest istnienie takiej statej K, żeby 
przy wszelkich wartościach na x większych od a zachodziła mie- 
równość 


| g(tydt < K. 


.a 
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Twierdzeniu © odpowiada następujące: jeżeli całka 


oC 
l pix)dæ jest zbieżna 1 jeżeli p(s) = Kyl) przy wszelkich warto- 
i "co 
ściach na x większych od a, wówczas całka | h(a)da jest też 
zbieżna i 


RD "a 
| 4(rydrzK | ox) dr. 
Ja a 
Czytelnik sam sformułuje odpowiednią cechę rozbieżności, 
Cecha zbieżności d' Alemberta, jako oparta na pojęciu ko- 
lejnych wyrazów, nie da się, oczywiście, zastosować do całek, 
natomiast można znaleźć twierdzenie, analogiczne do cechy 
Cauchy'ego, ale twierdzenie to nie ma praktycznej wartości, 
a przytym wymaga głębszego rozważenia funkcji ę(z)=r, któ- 
rą zbadamy dopiero w rozdziale IX. Najpraktyczniejsze cechy 
zbieżności całek otrzymujemy zapomocą porównania z całką 


l - (a > U) 


nad której zbieżnością lub rozbieżnością zastanawialiśmy się 
w § 168. Cechy te dadzą się tak sformułować: 
jeżeli przy każdym x=a zachodzi nierówność q(x) < Ka”, 


30 
w której s>1, wówczas całka ( 4(©)dz jest zbieżna, jeżeli zaś 


przy każdym cza mamy y(x)> Kx”, gdzie szl, to całka jest 
rozbieżna. 

W szczeyólności, jeżeli lim a*ę(x)=l, gdzie l> 0, wówczas cat- 
ka jest zbieżna lub roebieżna zależnie od tego, czy s>l, czy też 
sal. 


Szeregi nieskończone zbieżne posiadają pewną zasadniczą własność, 


której nie odpowiada żadna analogiczna własność całek. Jeżeli szereg 
rD 


Eọ(n) jest zbieżny, to ę(n)>0, natomiast jeżeli całka | p(a)da jest 
aF © 


zbieżna, to stąd bynajmniej nie wynika, że g(x)+0. 

Weźmy np. pod uwagę funkcję (x), której wykres oznaczony jest 
grubszą linją na rys. 58. Wszystkie wzniesienia, odpowiadające odcię- 
tym 1, 2, 3,.. mają wysokość =l, szerokość zaś wzniesienia, odpowiada- 
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= 0% == 


jącego odciętej w==n, równa się 2/(n+1). Pole wzniesienia równa się 
1/(n-+1)2, a dla każdej wartości na é mamy 


5 w 1 
Pert a. 
3 o (n+1F 


.©0 


GO 
tak iż całka | o(z)da jest zbieżna, pomimo że (x) nie dąży wcale do 
SK) 


zera. 
Przykłady LXXVI. 1. Całka 


` 
T ” 
er" e e e a, 


| Ea kt, 

Ja Azt} Br’ +. tL 
w której a i A są liczbami dodatniemi, a zaś jest większe od największe- 
go pierwiastka mianownika, jest zbieżna przy s>r+-1, w przeciwnym zaś 
razie jest rozbieżna. 


2. Która z całek 


© es "z © . 

| da | da | dæ | xdr | ada | zda 
m, UJ TEY rreri, T R 

s’ z 4 Wa Z a c D da [4 r "a a 


r 


jest zbieżna? W dwuch pierwszych całkach zakładamy, że a>0, w ostat- 
niej zaś zakładamy, że a jest większe od największego pierwiastka mia- 
nownika (o ile mianownik ma pierwiastki). 


3. Całki 


$ $ $ 
| cos rdr, | sins dr, | cos(ar +5)da 
«a «B .« 


wykonywuje wahania skończone, gdy $=. 
4. Całki 


” E z 
> 


$ $ 
| x Ccosrdr, | a'sinrdr, | c"cos(ar + Bde 
Ta se wa 
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wykonywują wahania nieskończone, gdy 60. (W trzeciej całce n jest 
liczbą eałkowitą dodatnią). 


5. Całki o dolnej granicy —. Jeżeli I ş(x)dx dąży do gra- 


pe 
nicy l, gdy $->—0, wtedy powiadamy, że całka | y(x)dæ jest zbieżna 
"r 
i że jej wartość =ł Czytelnik stormułuje własności tych całek, analo- 
giczne do poznanych już własności całek nieskończonych. 


6. Całki od ~œ do +œ. Jeżeli całki 
sã z 
| (r) dz, | (r) dz 
+. <T Te 
są obie zbieżne i równają się odpowiednio k i I, wówczas powiadamy, 


że całka 
"r 


| læ) dx 
jest zbieżna i że jej wartość równa się k+l. 
7. Dowieść, że 


f- dr a= | dæ -4 | dx a m 
z 1x? "0 1+ a? Ti l+? 2 


. 


8. Dowieść, że 


| p(x”)dx=2 | olx’)dz, 


1 u 


o ile tylko całka | :(r9)dr jest zbieżna. 


va P 
9. Jeżeli całka | «s(r*)dr jest zbieżna, to | xel’ dr=0 . 


«0 w m 
10. Odpowiednik twierdzenia Abela ($ 166). Jeżeli (x) jest 


dodatnie i stale maleje, a całka |. p(x) da jest zbieżna, wówczas xy(«%) 0. 


Dowieść tego w dwojaki aposdte (I) na mocy twierdzeń Abela i Maclau- 
rina; (II) zapomocą metody analogicznej do użytej w $ 166. 
*[n+1 
11. Jeżeli a=x,<a, < x<., jeżeli dalej 1,4%, A wn= lede , 
* Dy 
"z 


wówczas ze zbieżności całki | z(r)dr wynika zbieżność szeregu Żw,. 


ò 
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Twierdzenie odwrotne jest słuszne, jeżeli (x) ma stale wartość dodatnią. 
[Że w przypadku ogólnym twierdzenie odwrotne nie jest słuszne, można 
się przekonać na przykładzie funkcji y(x)=CcOS2x, x„=nrn.] 


172. Reguły podstawienia i całkowania przez części 
w zastosowaniu do całek nieskończonych. Badania, prze- 
prowadzone w § 154, dadzą się uogólnić na całki nieskoń- 
czone. 


(1) Przekształcenie przez podstawienie. Przypuśćmy, 
że całka 


| sajdr. - AM LA POTC Ć) 


«a 


jest zbieżna i że przy wszelkim $>a mamy, jak w $ 154, 


| gl) dz = | POWAGI - «25 moe b) 
“va “b 
gdzie a=f (b), =f (1). Przypuśćmy dalej, że związek funkcyj- 
ny x=f(t) jest tego rodzaju, że x—=œ, gdy t—+coo. Jeżeli 
w równaniu (2) zmienna c, a więc i $ dąży do so, wówczas 
całka 


z 


| gi KONZE 1 o af 7" mu 1». i) 
“p 


jest zbieżna i równa się całce (1). 
Z drugiej strony może się zdarzyć, że 4—żc0, gdy t+—00 
lub gdy c>c. W pierwszym przypadku mamy 


| g(rydc= lim | oj Hir edt 


*a r zZ. b 


"ù *b 
= — lim | OAUNAGL | si Ol (bdt, 


T—-—x +. T 


W drugim przypadku mamy 


| ę(r)dc= lim | erat Teza ta; 2 „(Ż) 
cb 


"2 


Do tego równania powrócimy w § 174. 
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Analogiczne wzory można ustalić dla całek 
.a 


»x 
| gl(w)dze , | pleds ; 
. 1 . x 
czytelnik uczyni to sam. 


Przykłady LXXVII. 
jeśli 3>1 i «>0, to 


l. Za pomocą podstawienia x=t* dowieść, że 


2 


p 
J. 


z 


Jeżeli całka | ẹ(x)dæ jest zbieżna, wówczas równa się ona 
" 
jednej z dwu całek 


'(a=B)/a 
a gdatę+g)dt lub —a | 
J (a—5)/a 


sgl(ut+g)dt 
zależnie od tego, czy a jest liczbą dodatnią czy ujemną. 


3. Jeżeli (x) jest funkcją dodatnią i stale malejącą i jeżeli a, B 
są liczbami dodatniemi, wówczas ze zbieżności szeregu Ż9(n) wynika 
zbieżność szeregu X ę(«n+ß), i odwrotnie. 


[Kładąc x=at+-B, widzimy odrazu, że całki 


xy 2 
| olr) dz, | 


slat+8)dt 
a ~ (a — $)/a 
są obie zbieżne lub obie rozbieżne. Pozostaje zastosować twierdzenie 
Maclaurina.] 
x 
4. Dowieść, że | 


Jı Ü+r)yz 
5 
5. Dowieść, że | — 
„Jo U+) 
6. Jeżeli przy x> mamy ?(r)+h, a przy «>— mamy 4(x)+k, 
wówczas 


ne 


*« 

| |pfr=a)=q(r—bidxr =— (a—b)(h=k). 
.-. 

(Jakoż |  lębe-a)-z(r-bidr=| 


$ rę 
ę(e=a)dx— | ` y(z—b) dz 
SS; J= Jat 
t-a i Hb „Eb 
| «dj  %2a| Od- | pidat. 
-p'a ia Ea =p mä "5=a 
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Pierwszą całkę możemy przedstawić jako 


=p 
(a= b) k+ | p dt, 


' 
— U =. 


gdzie p— 0, gdy $'0; moduł drugiej całki jest nie większy od |a—blk, 


gdzie k jest największą wartością na p w przedziale (—$'—a, —5 =b). 
Wobec tego 


| g(tidt>la—b) k. 


W podobny sposób badamy drugą całkę.] 


(2) Całkowanie przez części. W $ 154 poznaliśmy 
wzór 


| f(asę'(eyde=f(2) g(5) —fla)g(a) — | " ['(aję(z) dz. 
Ja Je 


Przypuśćmy teraz, że ģ->co. Jeżeli z pośród trzech wy- 
razów powyższego równania, zawierających zmienną é, dwa 
dążą do granic, wówczas trzeci musi również dążyć do grani- 
cy, wskutek czego mamy 


*« 


| fizy (zydz= lim FS) g(3)-/ (a) gda) — | f'(x)plzjdz , 


«a Fm 


Analogiczne wzory otrzymamy dla całek 


Przykłady LXXVII. 1. Dowieść, że 


i x dæ <= Ó | da a. 
(I+) 2J (I+) 27 


9 | adr - 2 i x dr A. 
* Jo (Tra S (lęz)? S 


3. Jeżeli m, » są liczbami ceałkowitemi dodatniemi i jeżeli 
. © m 
ada > m Im—1, n A S 
m. n= | —, WÓWCZAS Jm, n —--. Dowieść też, że 
Jo (lsz)"*" m+n—l 


_ m!(n=2)! 
EW Rh="RN" 
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4. Jeżeli Im, s „BELA | 


9 (1-+Hz)""" 


ACE = m+1 7, 


m Im—1, n m! (n=2)! 


Im, n = . ZlmaE z , 
m+nu=l (men—1)! 


Sprawdzić otrzymane wyniki, kładąc x=t* w Przykł. 3. 


173. Inne typy eałek nieskończonych. Określając w roz- 
dziale VII całkę zwykłą czyli skończoną, zakładaliśmy: (1) że 
przedział całkowania jest skończony, (2) że funkcja podcałko- 
wa jest ciągła. 

Można jednak pojęcie „całki określonej” uogólnić w taki 
sposób, by zastosować je do wielu przypadków, w których po- 
wyższe dwa założenia nie są spełnione. Rozważaliśmy przed 
chwilą całki, w których przedział całkowania jest nieskończo- 
ny; teraz przypuścimy, że założenie (2) nie jest spełnione, 
przyczym poprzestaniemy na zbadaniu jednego tylko przypad- 
ku. Mianowicie założymy, że (x) jest funkcją ciągłą w prze- 
dziale całkowania (a, A) z wyjątkiem skończonej liczby war- 
tości x, powiedzmy: z wyjątkiem «=$,, $,,.. Założymy przy- 
tym, że gdy z dąży z jednej lub z drugiej strony do której- 
kolwiek z tych wyjątkowych wartości, wówczas g(x)%s0 albo 
też q(c)>— o. 

Wystarczy, oczywiście, zbadać przypadek, gdy przedział 
(a, A) zawiera jedną wyjątkową wartość $, gdyby bowiem było 
kilka takich wartości, moglibyśmy (a, A) podzielić na mniejsze 
przedziały, z których każdy zawierałby tylko jeden wyjątko- 
wy punkt, a określiwszy całkę w każdym przedziale, mogli- 
byśmy powiedzieć, że całka w przedziale (a, 4) równa się su- 
mie całek w poszczególnych mniejszych przedziałach. Może- 
my dalej przypuścić, że ów wyjątkowy punkt $ zlewa się 
z jednym krańcem przedziału (a, 4), gdyby bowiem leżał on 


A 
między temi krańcami, moglibyśmy określić całkę | p (w) dx 
jako sumę 


ya | dx- REET 


“a "$ 


(oczywiście w założeniu, że obie te całki zostały należycie 
określone). 
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Przypuśćmy tedy, że =a; rzecz jasna, że otrzymane wy- 
niki dadzą się równie dobrze zastosować do przypadku, gdy 
E= 

Tak więc zakładamy, że w przedziale (a, 4) funkcja g(x) 
jest ciągła, z wyjątkiem tylko punktu xz=a, i że g(1)>, gdy 
©=a przez wartości większe od a. 

Jako przykład możemy przytoczyć funkcję 


p(t)=(x—a)*, 


gdzie s>0, lub też, w przypadku gdy a=0, funkcję g(z)=ax"*. 
Zobaczmy tedy, w jaki sposób można określić symbol 
sA n 
| du a , 


„* 
.0 E 


przy s>0. 


c 
Całka [ ydy jest zbieżna, o ile s<l, a mianowicie 
“IA 


"n 

równa się lim a= dy. Jeżeli wykonamy podstawienie 
1>© IA 
y=l/x, otrzymamy 


T vá 
| ydy = | c"dzc. 
*"1/A "AP 


"A 
Widzimy, że przy s<l1 istnieje lim | e da lub, co na 
9-+0 + 17 


jedno wychodzi, uing Fa «dz; będzie tedy rzeczą naturalną, 
jeżeli symbol (l) aa jako rzeczoną granicę. Na mocy 
takich samych rozważań możemy symbol | s (x—a)*dx określić 
zapomocą równania < 


"A A 
| (c= aj"*dxr = lim | (c—a)"'dx. 
va +0 + a+a 


To nasuwa nam pomysł ogólnego określenia: jeżeli całka 


Ù (x) dæ 
Jate 
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dąży do granicy l, gdy e++-0, powiadamy, że catka 


"A 


| pix) dz 


jest zbieżna i że wartością jej jest l. 


Tak samo, jeżeli p(r)>oo, gdy x—Á, określamy symbol 
A 


| ę(x) du jako 


lim | |. g(z)dz. 
e> +0 a 
Po wprowadzeniu tych określeń, możemy, jak mówiliśmy, 
rozciągnąć je na przypadek, gdy w przedziale (a, 4) funkcja 
(x) przechodzi przez nieskończoność skończoną liczbę razy. 
Całki, określone w niniejszym paragrafie, nazwiemy cał- 
kami nieskończonemi drugiego rodzaju, te zaś, które rozważaliś- 
my w $ 170 i nast., nazwiemy całkami nieskończonemi pierwszego 
rodzaju. Prawie wszystkie uwagi (I)—(VII) w $ 170 dadzą się 
zastosować do obu rodzajów całek. 


174. Równanie (4), $ 172 możemy teraz napisać w postaci 


| s(x) dx = | DIAE -. . . .. . a 
«a "b 


Całkę w prawej części równania określamy jako granicę, do któ- 
rej dąży w przedziale (b, t) odpowiednia całka, gdy t—c, czyli jako cał- 
kę nieskończoną drugiego rodzaju. Przypuśćmy np., że p(fx)=(1+:)7*, 
gdzie l<m<2, i że a=0 oraz /lt)l=t/(1l-t). Mamy wtedy b=0, c=l 
i wzór (1) przybiera kształt 


I dx s | a-oa R © ERNE 


Je WEB”. Jo 
Symbol w prawej części równania jest całką nieskończoną drugie- 
go rodzaju. 


Może się jednak zdarzyć, że funkcja o|/(D1f (dt jest ciągła przy 
t=c. W takim razie 


| airde 
~è 


jest całką skończoną i 


tt., 


lim | ef (OIF at = | PIDI À at. 
è «b 


Wykład czystej matem. 24. 
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na mocy wniosku z twierdzenia (10), $ 153. Widzimy, że podstawienie 
«=f(t) może całkę nieskończoną zamienić w skończoną. W naszym przy- 
kładzie ma to miejsce, gdy m 5 2. 


Przykłady LXXIX. 1. Jeżeli (z) jest funkcją ciągłą, z wyjąt- 
kiem tylko punktu x=a, i jeżeli q(x)>co, gdy wa, wówczas warunkiem 


vA 
koniecznym i dostatecznym zbieżności całki f p(cw)dx jest istnienie 
“a 
takiej liczby stałej K, żeby było 
*A 
yix) dr< K 
sats 
przy wszelkim e, jakkolwiek małym. (Porów. § 171). 
Rzecz jasna, że między a i A możemy obrać taką liczbę A’, żeby 
(x) miała wartość dodatnią w przedziale (a, A'). O ile funkcja q(x) ma 
wartość dodatnią w całym przedziale (a, A), możemy położyć A'=A. 
Otóż 
"A 4' ra 
g(r)dar = | læ) dr+4 | lx) dz. 
M EL EL Ją” 


Gdy e maleje, pierwsza całka w prawej części równania stale ro- 
śnie, a więc dąży do granicy albo też do w; stąd wynika słuszność na- 
szego twierdzenia. 

Gdyby żadna liczba K nie spełniała wymienionej nierówności, mie- 


A 
libyśmy f ọ(x)drx>æ. Taką całkę nazwalibyśmy rozbieżną. Rzecz 
"-a—f 

jasna, że jeśli o(z)>w, gdy x*a+0, wówczas całka może być tylko 
zbieżna albo rozbieżna, W podobny sposób badamy przypadek, w któ- 

rym g9(x)>—0. 
2. Dowieść, że przy s<l mamy 

‘A 

| (1=a) *dr= 


(4—a)'* 
1-8 ’ 


natomiast przy s<>l całka jest rozbieżna. 
3. Jeżeli o(x)>w, gdy x—a+0, i jeżeli y(x)< K(x—a)*, gdzie 


'A 
s<1, wówczas całka | q(x)da jest zbieżna; natomiast całka ta jest roz- 
a 
bieżna, jeżeli q(x) > K(a—a) 5, gdzie s>1. 
4. Czy całki 
ję " da ję dz m dz 
Je Y(z—-a) (4—2) i Ja (A-r) 2— a Ja (A-zŃ/A- m 
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A dz 'A dz ʻA da 'A dz 
p Va ai JA ya - gi! J. $ 


są zbieżne czy rozbieżne? 


d: -:a+1 dr 
5. Całki | = | gz są zbieżne i obie równają się 
J<YT Joi Vxa 
zeru. 
z d 
6. Całka | m3 jest zbieżna. 
„o Vsing 
U Lid Ba. 
7. Całka | —— jest zbieżna tylko przy s<1. 
Jo (sing) 
=- x’ 
8. Całka | Ssn jest zbieżna przy m<s+-1. 


Jo (5inx)” 


ho; 
sin. 

9. Przy h>0 i p<2 całka | = p dx jest zbieżna. 
Jo T 


Przy 0<p<2 wartości bezwzględne całek 


"R sina 2r sing Św sina 
n A a = dr, | kn SIE „16 
Jo gł Ji m? Jw XP 
stałe maleją, a znaki ich są kolejno dodatnie i ujemne. 
y ‘A sing f 3 
10. Jeżeli 0<p<2, to całka | =S dx osiąga największą war- 
Jo © 


tość przy h=r. 
( Mathem. Tripos, 1911.) 


T 


li. Całka | * (cos x)™”(sin x)P?dx jest zbieżna wtedy i tylko wtedy, 
s 0 


gdy m>-—l1 i p>—l. 


gs"! 


» Q0 
12. Całka kształtu | dx, gdzie s<1l nie podpada pod na- 


80 EE 
sze określenia, gdyż nietylko przedział całkowania jest nieskończony, 
ale zarazem funkcja podcałkowa dąży do o, gdy «+0. Możemy tę 
całkę określić jako sumę 
U 8-1 +90 si 
| dx + | > dr 
Jo I+e dg TFR 
w założeniu, że obie te całki są zbieżne. 
Pierwsza z nich jest całką nieskończoną zbieżną drugiego rodzaju, 
jeżeli O0<s<1. Druga jest całką zbieżną pierwszego rodzaju, jeżeli s<1. 
Jeżeli s>1, pierwsza całka jest zwykłą całką skończoną, ale druga staje 


www.rcin.org.pl 


m = 


się wtedy rozbieżna. Tak więc pierwotnie dana całka (w obszarze od 
0 do œ) jest zbieżna, jeżeli O<s<1. 


w 
qg3 1 

13. Całka dx jest zbieżna wówczas i tylko wówczas, 

Jo l+a" 
gdy O<s<n. 

OC Pr" 

14. Całka | i — dx jest zbieżna wówczas i tylko wów- 
Jo =g 


czas, gdy 0<s<l, 0<n<1. [Funkcja pod znakiem całki nie jest okre- 
S=R2Z—_ RZ 
ślona przy x=l, ale — —>n— s, gdy x—1 z którejkolwiek strony, 
SW 


tak więc funkcja ta stanie się ciągłą, jeżeli przy x=l przypiszemy jej 
wartość n—s. 

Często bywa, że funkcja podcałkowa jest nieciągła tylko dlatego, 
że nie jest określona w jakimś punkcie przedziału całkowania; w takim 
razie możemy ją uczynić ciągłą, przypisując jej wtym punkcie odpowied - 
nią wartość. Np. całki 

RJ ,T 
| 2 sin ma 2? sinmar 
AX + - UB 
.0 r 6 sng 
stają się zwykłemi całkami skończonemi, jeżeli przy x=0 przypiszemy 
funkcjom podeałkowym wartość m.] 

15. Podstawienie i całkowanie przez części. Czytelnik, wzo- 
rując się na $ 172, rozciągnie na całki nieskończone obu rodzajów meto- 
dy podstawiania i całkowania przez części. 

16. Zapomocą całkowania przez części dowieść, że przy s>0, 


n>l mamy 
-i 


4 n=] 
| a'(l=z)y"?dr 


| æ (1—7r)"-t da = 


«0 8 .0 
«1 71 +0 s 
17. Przy s>0 mamy | —— de | - dt. 
i Jo Ita RE 5 
18. Jeżeli 0<8< 1l, to 
HL -iia : © tę" +. 1 
| da | = dł 
"0 l-+a Jo 1l-+t „1 1-+t 
s0 
as dx r 
19. Jeżeli a--b>0, to | -= —, 
Jo (wrajvc=b V a+b 


(Mathem. Tripos, 1909.) 
20. Za pomocą podstawienia x=t/(1—t) dowieść, że jeśli k i m są 
liczbami dodatniemi, to 
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cO go"! "l 
: dx | tno dt. 
tat” - «0 


21. Za pomocą podstawienia «=pt/(p—t+1) dowieść, że jeśli 
k, m, p 8ą liczbami dodatniemi, to 
| = | i tdd. 
Jo (+p (+p) p" Io 
22. Dowieść, że 
b xda 


b dæ 
| v(r—a) (b—r7r) J: v(xa—a) (b=) 


a to mianowicie zapomocą (l) podstawienia x=a+(b—a)t?, (II) podsta- 


b - r 
wienia —-—=4, (IH) podstawienia a=acos?t+b sin?t. 


23. Jeżeli s>—1, to 
LJ «-|] n—1 
= *1 s 1 a 
2 w'da z * 
| (sin #)'d | — >4ł 
‘m? è v1— 


1 ? 
(1=-z) 

dx $ | Ba- x dr 
«5 VIl o /0 e 


«0 r 


24. Dowieść słuszności wzorów 
" flajdz cje = 
| | -= Msinihhdt, 
«m v1— r? H0 
i f(x) de ‘3 5 z 
| =£ f(a cos™t-+b sintha, 
Ja Vir=a)(b=r) «0 


R 


+ dr = 4a |  fltgo)costsintdt. 
r; Ü 


iays 


25. Dowieść, że 
1 da l l 
| zał: 
„0 (la) Żralvzr(1—m) vb 
Uilathem. Trip. 1912), 


175. Metodę podstawiania należy stosować z pewną ostrożnością 
Niech będzie dana np. całka 
-7 
I= | (x*—6r+13) dz. 
„1 
Całkując bezpośrednio, mamy 7=48. Jeśli natomiast położymy 
y=r*— Ów +13 


www.rcin.org.pl 


— 374 — 


czyli x=3+ Vy—4, mamy 


; N Z F i jE ydy 
=> - 1 = . 
„8 Vw == J8 vy-$ 

Całka nieokreślona równa się 

hu Htl- 

zatym na całkę I otrzymujemy dwie wartości 80/3, obie błędne. 

Ten pozorny paradoks wyjaśnimy sobie, jeśli zbadamy dokładniej 
związek między Œ i y. Funkcja x*—6x-++13 przechodzi przez minimum 
przy x=3; mamy wtedy y=4. Gdy « rośnie od 1 do 3, y maleje od 8 


da 
do 4, a pochodna T jest ujemna, tak iż 
y 


d 
Gdy « rośnie od 3 do 7, y rośnie od 4 do 20, a pochodna T jest 
y 
dodatnia. Mamy tedy 


wzór ten prowadzi do właściwego rezultatu. 


ku 
Tak samo, jeżeli całkę | dx przekształcamy zapomocą podsta- 
0 


wienia x=arcsiny, musimy uwzględnić, że da/dy=l/Vt—y* lub też 
dx/dy = — 1/ V 1—4? zależnie od tego, czy 0S x< z: czy też z<* Gr. 


Przykład. Zbadać przekształcenie całek 


A `z 
| (tr?—r+ t'h) dr, | costr da 
0 JÒ 


zapomocą podstawień y=4æ?— x+ !/is, x=arct sin y. 


176. Szeregi o wyrazach dodatnich i ujemnych. Po- 
dane przez nas określenia sumy szeregu nieskończonego i war- 
tości całki nieskończonej (pierwszego lub drugiego rodzaju) 
stosują się do szeregów o wyrazach czy to dodatnich czy 
ujemnych, jak również do całek, w których funkcja podcałko- 
wa przybierać może wartości dodatnie i ujemne. Natomiast 
specjalne cechy zbieżności, ustalone w niniejszym rozdziale, 
dotyczą prawie wszystkie tylko szeregów o wyrazach dodat- 
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nich i funkcji podcałkowych, mających stale wartości dodatnie. 
Rzecz jasna, że przypadek, gdy wartości czy to wyrazów sze- 
regu, czy funkcji podcałkowej są stale ujemne, niczym się 
nie różni od poprzedniego, ponieważ kładąc u„=—tv, lub 
ę(c)=—qd(r), zamieniamy wszystkie ujemne wyrazy szeregu 
lub ujemne wartości funkcji podcałkowej na odpowiednie licz- 
by dodatnie. 

Przy badaniu szeregów zakładaliśmy zawsze (chociaż nie 
wszędzie wypowiadaliśmy to wyraźnie), że każdy warunek, 
któremu mają podlegać wyrazy u„, może być naruszony dla 
skończonej liczby wyrazów; istotnym było tylko żądanie, żeby 
ten warunek byl spełniony dla wszystkich wyrazów, następujących 
po pewnym jakimś oznaczonym wyrazie. Tak samo przy badaniu 
całek nieskończonych zakładaliśmy, że warunki, o których mo- 
wa w tym lub owym twierdzeniu, są spełnione dla wszystkich 
wartości x, większych od pewnej oznaczonej liczby, innemi słowy: 
dla wszystkich wartości x oznaczonego przedziału (a, a--8), za- 
wierającego liczbę a, w pobliżu której funkcja podcałkowa dą- 
ży do nieskończoności. 

Np. ustalone przez nas cechy zbieżności dadzą się zasto- 
sować do szeregu 


1 n?3—10 
— n" 


(gdyż n?—10>0, gdy n=4) i do całek 
" 1—%0 


R ZSZ 
| dæ, | ——dz, 


Ją (27 1)* Rf vt 

(gdyż 3xc—7>0 przy «>'/, oraz 1—2x>0 przy 0<zx<'/)). 

Badanie zbieżności staje się rzeczą o wiele trudniejszą, 
jeżeli szereg składa się z nieskończenie wielu wyrazów o róż- 
nych znakach (jak np. szereg 1—'/,--1/,--1/,—*/,+...) albo je- 
żeli funkcja (x) ciągle mienia znak, gdy zm—oo lub gdy «wa, 
gdzie a jest punktem nieciągłości tej funkcji, jak to ma miej- 
sce w całkach 


f af ©, fi aj z 


ca xn 
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Istotnie, w takich całkach i szeregach musimy się liczyć 
z możliwością oscylacji. 

W niniejszym dziele nie możemy roztrząsać sprawy zbież- 
ności takich całek; poprzestaniemy tedy na badaniu szeregów 
o nieskończenie wielu wyrazach dodatnich i ujemnych. 


177. Szeregi bezwzględnie zbieżne. Weźmy pod uwa- 
ge szereg Lun, w którym wyrazy o dowolnie wielkich wskaź- 
nikach mogą być dodatnie lub ujemne. Niech będzie 

Wj =a,. 
Wprowadźmy jeszcze następujące symbole: niech będzie 


Uns5S%, lub v,=0 


zależnie od tego, czy u, jest liczbą dodatnią czy ujemną, 
i niech 
w„=—u, lub w„=0 
zależnie od tego, czy u, jest liczbą ujemną czy dodatnią. Ma- 
my oczywiście 
Un =Vn— ty; a= Un F Wn. 
(EO 


Np. w szeregu 1—(*/2)?+('/,)—.. mamy un= w,” a więc 


am ES 
vn =l n’, W„=0 przy n nieparzystym 
Un SO, w„=l/n? przy n parzystym. 

Możemy odróżnić dwa przypadki zależnie od tego, czy 
szereg Xa, jest czy nie jest zbieżny. 

A. Przypuśćmy najpierw, że La, jest zbieżny. Zacho- 
dzi to np. w powyższym przykładzie, gdzie 

£a,=1-(/27-+(/3)7+--» 

Szeregi Żv,, Xw, są oba zbieżne, gdyż (Przykł. XXXIII.18) 
wybierając w dowolny sposób wyrazy szeregu zbieżnego o wy- 
razach dodatnich, otrzymamy zawsze szereg zbieżny. Na mo- 
cy tedy twierdzenia (6), $ 70 szereg 


Z un =L(v, —w,) 


jest zbieżny i suma jego równa się różnicy sum szeregów 
AO LEW,- 
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Mamy tedy następujące określenie: 


OKREŚLENIE. Jeżeli szereg Lo, czyli X ju„| jest zbieżny, wów- 
czas szereg Lu, nazywamy bezwzględnie zbieżnym. 


Powyższe nasze rozumowanie moglibyśmy streścić w taki spo- 
sób: jeżeli szereg Vu, jest bezwzględnie zbieżny, to jest zbieżny. 
Zbieżne są również dwa szeregi, utworzone jeden z dodatnich jego 
wyrazów, drugi z ujemnych, a suma ich sum równa się sumie sze- 
regu Lun. 

Zaznaczamy, że powiedzenie: „szereg bezwzględnie zbieżny jest 
zbieżny“ nie jest wcale tautologją. Nazywając Xun szeregiem „bez- 
wzgiędnie zbieżnym*, nie stwierdzamy wcale, że posiada on sumę: twier- 
dzimy tylko, że inny szereg, mianowicie X(«„) posiada sumę czyli jest 
zbieżny, co a priori nie wyklucza możliwości, że szereg Zu, oscyluje. 

Przykłady LXXX. 1. Opierając się na „ogólnej zasadzie zbież- 
ności“ ($£ 74), dowieść, że szereg bezwzględnie zbieżny jest zbieżny. 
[Szereg XY(u.) jest zbieżny, możemy więc znaleźć takie no, że przy 
m >m=zn będziemy zawsze mieli 


Ip, gal Fly, gal Fot lu, | 43, 
gdzie 8 jest dowolną liczbą dodatnią. Tymbardziej musi być 
le jr Fu +27 Fu, | 48, 


zatym Lu, jest zbieżny.] 

2. Jeżeli szereg zbieżny Xa, składa się z wyrazów dodatnich i je- 
żeli |b |Æ kan, to Sb, jest szeregiem bezwzględnie zbieżnym. 

3. Jeżeli szereg zbieżny Xa, składa się z wyrazów dodatnich, to 
szereg Sa x” jest bezwzględnie zbieżny, o ile —1 -» —1. 

4. Jeżeli szereg zbieżny Xa, składa się z wyrazów dodatnich, to 
szeregi 5an cosnt, Xansinnè są bezwzględnie zbieżne przy wszelkich 
wartościach na %. 


5. Bezwzględnie zbieżny jest każdy szereg, utworzony z wyrazów, 
wybranych w dowolny sposób z szeregu bezwzględnie zbieżnego. 


6. Jeżeli szereg £ wą! jest zbieżny, wówczas 
[Z un| £|Zu,|. 


(Równość zachodzi tylko w przypadku, gdy wszystkie wyrazy um 
mają ten sam znak). 


178. Twierdzenie Dirichleta w zastosowaniu do szere- 
gów bezwzględnie zbieżnych. Łatwo dowieść, że dowolne 
przestawienie wyrazów szeregu bezwzględnie zbieżnego nie 
wpływa ani na jego zbieżność, ani na sumę szeregu. Jakoż 
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niech będzie dany szereg Żu,, z którego utworzyliśmy w, 
zapomocą przestawienia wyrazów. Przypuśćmy, że a, Ux, Wn 
są to wyrazy, utworzone z u, w taki sam sposób, w jaki z w, 
utworzyliśmy «,, Vn, Wn. Szereg Za, jest zbieżny, jako po- 
wstały z Za, przez przestawienie jego wyrazów; zbieżne są 
również szeregi Xop, Dwn, utworzone z Xun, Xw, zapomocą 
przestawienia wyrazów. Na mocy twierdzenia Dirichleta mu- 
si być 


X Un =X Va; X Wa = > Wa s 
a wiec 
> tin =D vt; = Ev, = Ew, = Zw, . 


179. Szeregi warunkowo zbieżne. B. Musimy teraz 
rozważyć przypadek, gdy szereg ©a,, utworzony z modułów, 
jest rozbieżny. 


OKREŚLENIE. Jeżelż szereg Lu, jest zbieżny, a szereg Xu, 
rozbieżny, to szereg Xu, nazywamy warunkowo zbieżnym. 


Z określenia wynika, że szeregi Żv, i £w„, muszą być 
rozbieżne. 

Jakoż nie mogą być one oba zbieżne, bo w takim razie 
Va, =X (v, Hw) musiałby być zbieżny. Gdyby jeden z nich, 
np. Xw, był zbieżny, drugi zaś rozbieżny, mielibyśmy 


y 
DX Wo, AID ra <6s ŁY 


czyli suma M wyrazów szeregu Xu, dążyłaby wraz z N do œ, 
co przeczy założeniu. 

Wobec tego zarówno Xv,, jak Y w, muszą być rozbieżne. 
Z równania (1) widzimy, że suma szeregu warunkowo zbież- 
nego jest granieą różnicy dwuch funkcji, z których każda dą- 
ży do co wraz z n. Szeregi o wyrazach dodatnich i szeregi 
bezwzględnie zbieżne posiadają bardzo ważną własność. (Przykł. 
XXXIII. 18 i LXXX. 5, że dowolnie wybrane ich wyrazy 
tworzą szereg zbieżny; rzecz jasna, że szereg warunkowo 
zbieżny własności tej nie posiada. Tak samo wydaje się z gó- 
ry rzeczą mało prawdopodobną, żeby twierdzenie Dirichleta 
dało się rozciągnąć na szeregi warunkowo zbieżne, a w każ- 
dym razie podany w poprzednim paragrafie dowód nie da się 
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zastosować do nich, gdyż dowód ten oparliśmy na zbieżności 
szeregów Żv, i Xw. 


180. Cechy zbieżności szeregów warunkowo zbieżnych. 
Można z góry oczekiwać, że ustalenie cech zbieżności dla sze- 
regów warunkowo zbieżnych musi być rzeczą stosunkowo 
trudniejszą. W szczególności łatwo widzieć, że o zbieżności ta- 
kiego szeregu nie można wnosić na mocy porównania go z szere- 
giem zbieżnym. 

Jakoż przypuśćmy, że chcemy sądzić o zbieżności szere- 
gu Sv, na mocy porównania go z szeregiem bun. W tym ce- 
lu musimy porównać z sobą sumy 


Vi FY t.. HUn Oraz Uju t.. Fun. 


Jeżeli wszystkie v i wszystkie u są dodatnie, a każde v 
jest mniejsze od odpowiedniego u, mamy 


r HUH ON £ 146-149-200 tna 


jeśli więc Zu, jest zbieżny, to i szereg Xv, jest zbieżny. Je- 
żeli dodatnie są tylko wszystkie wyrazy u, ale każdy wyraz 
v jest co do wartości bezweględnej mniejszy od odpowiedniego u, 
mamy 

(Wy H Ua Ha Wa < Uy- FHU 


i szereg bv, jest bezwzględnie zbieżny. 
Jeżeli jednak zarówno wyrazy u, jak wyrazy v mogą być 
i dodatnie i ujemne, wówczas możemy conajwyżej powiedzieć, że 


wHo Heet one pe e titl. 


Jeżeli szereg Xu, jest bezwzględnie zbieżny, wówczas na mo- 
cy tej nierówności wnosimy, że i Lv, jest bezwzględnie zbież- 
ny; jeśli jednak Xu, jest tylko warunkowo zbieżny, to żadne- 
go wniosku z nierówności tej wysnuć nie możemy. 

*Przykład. Przekonamy się wkrótce, że szereg 1—'/4+1/;—1/4+... 
jest warunkowo zbieżny. Otóż wiemy, że szereg "/+1/4+1/4+1/3+.. jest 
rozbieżny, a jednak moduł każdego wyrazu pierwszego szeregu jest więk- 
szy od modułu odpowiedniego wyrazu drugiego szeregu. 

181. Szeregi przemienne. Do najprostszych typów sze- 
regów warunkowo zbieżnych należą szeregi przemienne, któ- 
rych wyrazy są kolejno dodatnie i ujemne. Zbieżność naj- 
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ważniejszych szeregów tego rodzaju możemy ustalić zapomocą 
następującego twierdzenia, 

Jeżeli (n) jest funkcją dodatnią zmiennej n, dążące stale 
do zera, gdy noo, wówczas szereg 


(0) (1) -Fp(2)—... 
Jest zbieżny, a suma jego zawiera się między q(0) i g(0)—g(1). 
Symbole 4(0), ę(1),... zastąpmy symbolami 4,, g,,.. Niech 
będzie 
RES = Fo = Uno 
Mamy 


S2n+1—S2n—1 = Pon — P2n--1 = 0, S2y — S2n—2= —(92—1—72,) £U. 

Sumy Sos Sz $4--«;82,,... tworzą ciąg malejący, a więc dą- 
żą albo do granicy, albo do — co, natomiast sumy S4, Sg, ++.) S2n+]; + 
tworzą ciąg rosnący, a więc dążą albo do granicy, albo do -|-co. 
Ale 

lim(s2,1 —s2, ) =lim(— 1)7** 192, 110, 

zatym oba ciągi dążą do spólnej granicy. Stąd wynika, że 
Cie 5, So Syon dzzydoweraniecy. Ponieważ a 
$1,=p,—6,, zatym granica ta musi zawierać się miedzy %, 
1 P= fi 


Przykłady LXXXI. 1. Szeregi 


2, 8 74 YB YB A 
KU ( „ej UM 1) À 7 (-1) . Ç z: 
«m | -1 «m nta — i ya «m (ynt yaf 


gdzie a>0, są warunkowo zbieżne. 


2. Szereg Z(—1)”(n+-a) *, w którym a>0, jest bezwzględnie zbież- 
ny przy s>1, warunkowo zbieżny przy 0<s < 1, oscylujący przy s<0. 


3. Przy wszelkich wartościach na n, suma szeregu, rozważanego 
w § 181, zawiera się między s, i s,,,, a błąd, jaki popełnimy, zastępu- 
jąc sumę szeregu przez s,, jest co do wartości bezwzględnej nie większy 
od modułu wyrazu (n+-1)-ego. 


4. Weżmy pod uwagę szereg 


Chcąc uniknąć trudności, związanych z określeniem pierwszych 
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wyrazów, założymy, że najmniejsza wartość na n równa się 2. Szereg 
możemy napisać w postaci . 

u" / (-1)7 (=)" (7101 

źmi (Uyn+( 1)” Vi yn J 
czyli 

(-1)” 1 
%. = El4— 71) 
— yn nr(-l)"yn 


Szereg Etn jest zbieżny, natomiast szereg £y, jest rozbieżny, za- 
tym badany przez nas szereg jest rozbieżny, pomimo że ma kształt 
P2—91+9,—.., gdzie 7, +0. Ten przykład wskazuje, jak dalece jest rze- 
czą zasadniczą, żeby e, dążył stale do zera. Jakoż czytelnik sprawdzi, 
że N A T ENV 

5. Jeśli w twierdzeniu § 181 zamiast „ę(n) stale dąży do zera“ 
powiemy: „4(n) stale dąży do granicy dodatniej /*, wówczas szereg 
£(—1)7%4, musi wykonywać wahania skończone. 

6. Zmiana sumy szeregu warunkowo zbieżnego zapomocą 
przestawienia jego wyrazów. Sumę szeregu 1—'/++/4— /,+... Oznacz- 
my przez s. Mamy tedy s, +s. 

Teraz weżmy pod uwagę szereg 


1-+1/4—1/+ 115+ rm "at. - (1) 


w którym po każdych dwuch kolejnych wyrazach dodatnich następuje 
wyraz ujemny. Sumę pierwszych 3n wyrazów tego szeregu oznaczmy 
przez Syn. Mamy 


a 
t 
ł 
| 
| 
I 
I 
l 


Ale lim | > — 


2n + 1 my2 


; 2n +8 zee * 4n l 4n 
gdyż suma wyrazów, zawartych w nawiasach, jest mniejsza od 
n/(2n +1)(2n +2). Na mocy $$ 149 i 151 mamy 
1 1 1" 5. UE "2 4: 
ia FĘg=T ,„)=tllm To JANIE | ae 


M2n +2  2n+4 n sm l+ (r/n) Ją Z 


= dz 
zatym lim sp" +$ —. 
. 1 w 


dæ 
Stąd wynika, że sumą szeregu (l) jest nie s, lecz 8+ $ —, 
J © 


Później powrócimy jeszcze do tych szeregów i obliczymy ich sumy 
($ 206 i Zadanie 19 w końcu rozdziału IX). 
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Można dowieść ogólniejszego twierdzenia, że wyrazy szeregu wa- 
ma Ba możemy tak przestawić, by sumą szeregu była do- 
wolna z góry zadana liczba, a nawet tak, by szereg stał się rozbieżny. 
Twierdzenie to jednak przekracza ramy, które zakreśliliśmy sobie w ni- 
niejszej książce. 

ah — YW jest rozbieżny. 


1 1 
7. Szereg 1 + — — — + — 
v3 y2 yā yV 7 v 
1 


l | 1 


[Mamy sy, = bynt —— m t ——— Ft = > Smt =; 
V2n+1 V2n+3 V4n—= 1 V4n—-1 
l 1 | 
gdzie s,,=1—— +. ———; Sm dąży do granicy, gdy n>% .] 


ye Vèn 

182. Cechy zbieżności Dirichleta i Abela. Istnieje cecha zbież- 
ności, ogólniejsza od podanej w $ 181, a mianowicie 

Cecha Dirichleta. Jeżeli n czyni zadość warunkom § 181 i jeżeli 
szereg Lan jest zbieżny albo wykonywa wahania skończone, wówczas szereg 

Ayo tl Pi Taype 

jest zbieżny. 

Czytelnik z łatwością sprawdzi tożsamość 


Goto + 0495 + Han n= slo — 01) Hel — Ga) Hat Snil Pn Pu) Fun: 
w której En "Gg art -.-y - 
Otóż szereg (40—70)+ (9; — 3) F 


jest zbieżny, ponieważ suma n jego wyrazów równa się go—9n, A Pn; 
wszystkie jego wyrazy są dodatnie. Ponieważ, dalej, szereg Za, albo 
jest zbieżny, albo wykonywa wahania skończone, zatym istnieje stała K 
taka, że |sy|<K przy wszelkich wartościach na v. Wobec tego szereg 


Eat, jr Yy 4 1) 
jest bezwzględnie zbieżny, a więc 
tolpo 71) Eml — Ga) +- Ht Snl n- —$n) 


dąży do granicy, gdy n>w. Wiemy, że ọn, a więc i s„9„ dąży do ze- 
ra, zatym 
Fo t NF Fr Fly Tu 
dąży do granicy, czyli szereg Bap, jest zbieżny. 
Cecha Abela. Jeżeli 4, jest dodatnią malejącą funkcją zmiennej n 
i jeżeli Zan jest szeregiem zbieżnym. wówczas szereg X ann Jest zbieżny. 


Przedewszystkim zauważmy, że założenia są tu inne niż w twier- 
dzeniu Dirichleta. Istotnie, granica funkcji 4, może być teraz różna od 
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zera, ale za to szereg Za, musi być zbieżny i nie może wahać się. Do- 
wód jest następujący: niech będzie 

lim (9, —1)=0; 
cecha Dirichłeta orzeka, że szereg Za,„(ęn—1) jest zbieżny, że zaś Za, 
jest zbieżny, więc i Za„ę„ musi być zbieżny. 

Twierdzenie Abela możnaby tak sformułować: szereg zbieżny pozo- 
staje zbieżnym, jeżeli wyrazy jego pomnożymy przez jakikolwiek ciąg czynni- 
ków dodatnich malejących. 

Przykłady LXXXII. 1. Cechy zbieżności Abela i Dirichleta mo- 
żemy też ustalić w inny sposób, opierając się na ogólnej zasadzie zbież- 
ności ($ 77). Przypuśćmy np., że jakiś szereg czyni zadość warunkowi 
$ 182. Mamy tożsamość 


Am PmT Gy, 1 mirt Tan Tn=By mim Fmt) Fm, mtl mea Pme) To" 
t Sm, n- Pn 1 Pn) Hem, nn (1). 
gdzie êm, y FAm Fax 24 H Gy. 


Lewa część tożsamości (1) zawiera się między ho, i Hym, gdzie h i H 
są odpowiednio najmniejszą i największą z liczb Sm, m: Sm m41? Sm n: 
Mając daną jakąkolwiek liczbę dodatnią è, możemy znaleźć takie mo, że 
przy m= m, mamy zawsze |s„ y |<, a więc przy każdym n > m= mo 
mamy 

+ nfn) <m Z bpi- 


am m amt met 


Stąd wynika, że szereg Xa,y, jest zbieżny. 

2. Jeżeli % nie jest wielokrotnością liczby r, wówczas szeregi 
Zeosn%, Ysinn* wykonywują wahania skończone. Istotnie, oznaczając 
przez sn, Gn sumy pierwszych n wyrazów tych szeregów i kładąc z=CisY, 
tak iż |z|=l i z=Fl, mamy 


lz 1+|z,| 4 


Satin = 
Eei- l-z l—z l-z] 


2 
a więc zarówno |s,|, jak |a„| nie są większe od =" Zarazem jed- 
pF. 


nak szeregi te nie są zbieżne, gdyż ich wyrazy ogólne nie dążą do zera. 

Szereg Ysinn$* dąży do zera, jeżeli % jest wielokrotnością liczby r. 
Szereg Zcosnił wykonywa wahania skończone, jeżeli © jest nieparzystą 
wielokrotnością r, i jest rozbieżny, jeżeli % jest parzystą wielokrotno- 
ścią r. 

Stąd wynika, że jeśli ę, jest dodatnią funkcją zmiennej n, dążącą sta- 
le do zera, gdy n-+©, wówczas szeregi 

Fęo,cosSn$, Zqę,Sinnt 


są zbieżne. Wyjątek stanowić może pierwszy szereg w przypadku, gdy 
ə jest wielokrotnością 2x. W tym przypadku pierwszy szereg przybie- 
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ra kształt szeregu £y,, który może nie być zbieżny. Jeżeli szereg 2%, 
jest zbieżny, wówczas oba dane szeregi są bezwzględnie zbieżne. (Przykł. 
LXXX.4) przy wszelkich wartościach na %. Najciekawszy przypadek 
mamy wówczas, gdy È 9, jest rozbieżny. Szeregi nasze są wtedy zbieżne 
warunkowo, jak tego dowiedziemy poniżej w Przykł. 6. Kładąc w szere- 
gu dostaw =r, wracamy do wyników $ 181, gdyż cosnn=(—1)*. 

3. Przy s>0 szeregi SY n™ cosnð, Zn *"sinn* są zbieżne. Wyjątek 
stanowi przypadek, gdy w pierwszym szeregu © jest wielokrotnością 2m, 
a Msas 

4. Szeregi poprzedniego przykładu są naogół bezwzględnie zbież- 
ne przy s>1, warunkowo zbieżne przy 0O<s<1 i oscylują przy s=0 
(skończone oscylacje przy s=0, nieskończone przy s<0). Zbadać, czy 
istnieją wyjątki. 

5. Jeżeli Ea,n * jest zbieżny albo wykonywa wahania skończone, 
wówczas przy t>s szereg La,n”* jest zbieżny. 

6. Jeżeli y, jest dodatnią funkcją zmiennej n, dążącą stale do 0, 
gdy n->o, i jeżeli £4, jest rozbieżny, wówczas szeregi Ży„cosnt, 
Zg,Sinn* nie są bezwzględnie zbieżne. Wyjątek stanowi szereg wstaw, je- 
żeli è jest wielokrotnością z. 

[Jakoż niech będzie np. Zp„|cosn$%| szeregiem zbieżnym. Ponie- 
waż cos?a+ <|cosnt|, zatym musiałby być zbieżny szereg Zyo,cos?nt 
czyli 

4 Z g,(1-+cos 2nv), 
co jest niemożliwe, gdyż 2Ży, jest rozbieżny, a X4,cos2mt, na mocy ce- 
chy Dirichleta, jest zbieżny, o ile % nie jest wielokrotnością an. W tym 
ostatnim przypadku szereg 14,|cosn*| jest oczywiście rozbieżny. Czy- 
telnik przeprowadzi odpowiednie badanie szeregu Żo,sinn+ i zwróci 
szczególną uwagę na przypadek, gdy % jest wielokrotnością r.] 


183. Szeregi wyrazów zespolonych. Zbadamy teraz 
szeregi kształtu 
Zu, =Z(v,--tw,). 
Nie ma tu nic istotnie nowego: szereg jest zbieżny wów- 
czas i tylko wówczas, gdy oba szeregi 


Ev, 6, 
są zbieżne. 

OKREŚLENIE. Szereg Lu,, w którym u,=v,+-iw,, Nazywa- 
my bezwzględnie zbieżnym, jeżeli oba szeregi Xv,, © w, są bez- 
względnie zbieżne. 

TWIERDZENIE. Żeby szereg Xu, był bezwzględnie zbieżny, 
trzeba 1 wystarcza, żeby był zbieżny szereg Żlu,| czyli szereg 


E Vu iO. 
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Istotnie, jeżeli £u, jest bezwzględnie zbieżny, to szeregi 
Ło, ,.fw, są zbieżne, a więc i S|v,--|w, | musi być zbieżny. 
Ale z 


Wan 4 p.” w, = Un Wa ? 
a więc Du, jest zbieżny. 
Z drugiej strony mamy 
tr < y Va w,? 1 (W, Z 4 MIEJ w,? - 


tak iż Żv, i Zw, są zawsze zbieżne, skoro tylko Zu, jest 
zbieżny. 

Rzecz jasna, że szereg bezwzględnie zbieżny jest zbieżny, po- 
niewaz zbieżne są Żv, i Zw,. 

Twierdzenie Dirichleta ($$ 162, 178) daje się rozciągnąć 
na bezwzględnie zbieżne szeregi o wyrazach zespolonych, je- 
żeli zarówno %w,„, jak Xw, spełniają warunki tego twierdzenia. 

184. Szeregi potęgowe. Do najważniejszych zagadnień 
teorji elementarnych funkcji (jakiemi są funkcje trygonome- 
tryczne, wykładnicze, logarytmiczne it. p.) należy rozwijanie 
tych funkcji na szeregi kształtu Xa,x”, zwane szeregami potęgo- 
wemi zmiennej z. Takie rozwinięcia poznaliśmy w związku 
z teorją szeregów Taylora i Maclaurina ($ 141), mieliśmy tam 
jednak do czynienia wyłącznie ze zmienną rzeczywistą, tu zaś 
chcemy podać kilka własności szeregów potęgowych zmiennej 
zespolonej z. 

A. Szereg potęgowy Xa,z* może być zbieżny dla wszystkich 
wartości z, albo dla pewnego obszaru wartości z, albo wreszcie mo- 
że nie być zbieżny dla żadnej wartości, z wyjątkiem tylko z=0. 

Wystarczy podać przykłady tych trzech możliwych przy- 
padków. 


R 


1. Szereg È a jest zbieżny dla wszystkich wartości z. Istotnie, jeżeli 
n! 


ze 
Un to przy n=% mamy 
Nn. 


|w, | n+l 


jakąkolwiek wartość damy na z. Stosując cechę d'Alemberta, widzimy, 
że Zlu,| jest zbieżny przy wszelkich wartościach z, a więc dany Szereg 


Wykład czystej matem. 25 
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jest przy tych wartościach bezwzględnie zbieżny. Przekonamy się póź- 
niej, że szereg potęgowy zbieżny jest wogóle bezwzględnie zbieżny. 


2. Szereg Zn!z” jest zbieżny tylko przy z=0. lstotnie, n= n!z", 


W 
= OEWSE gdy n>w, o ile tylko z==0. Tak więc 


a więc n | 
(Przykł. XXX. 1, 2, 5) moduł wyrazu n-tego dąży wraz z n do ©, zatym 
przy z+0 szereg nie może być zbieżny. Rzecz jasna, że każdy szereg 
potęgowy jest zbieżny przy z=0. 

3. Szereg Dz" jest zawsze zbieżny przy zż|<1 i nigdy mie jest zbieżny 
przy |z|=z1. Dowiedliśmy tego w § 81. 

185. B. Jeżeli szereg potęgowy ba,g” jest zbieżny przy pew- 
nej szczególnej wartości na z, np. przy 2,=r;(cos Ń,--4 sin ð), 
wówczas jest bezwzględnie zbieżny przy wszelkim e, czyniącym za- 
dość nierówności |z| <r. 


Ze zbieżności szeregu Ża,z,* wynika, że lima,z,;” = 0, 
a więc istnieje taka stała K, że a,ż,'|< K przy wszelkich war- 
tościach na n. Jeżeli jednak mamy z=r<r,, to 


az AR ( — | <K | a , 


Porównywując dany szereg z szeregiem gieometrycznym 
zbieżnym X(r/r,)", otrzymujemy nasze twierdzenie. 

Innemi słowami: jeżeli szereg jest zbieżny w punkcie P, to 
jest zbieżny w każdym punkcie, leżącym bliżej początku spółrzęd- 
nych mż punkt P. 

Twierdzenie pozostaje słuszne i wówczas, gdy w punkcie z=2, SZe- 
reg wykonywa wahania skończone. Jeżeli s„=dag-a,2, +-...+a,2z,”, to istnie- 
je taka stała K, że |s„|<K przy wszelkich wartościach na n. Ale 
Janz” | =|3n—8y_, |E|8,-,| +|8,| 42K. Dalszy ciąg dowodu, jak wyżej. 

186. Obszar zbieżności szeregu potęgowego. Koło 
zbieżności. Niech z=r będzie dowolnym punktem na osi liczb 
rzeczywistych dodatnich. Jeżeli szereg jest zbieżny w punk- 
cie z=r, wówczas jest bezwzględnie zbieżny we wszystkich 
punktach wewnętrznych koła z|=r. W szczególności szereg 
jest zbieżny przy wszystkich rzeczywistych wartościach na z, 
mniejszych od r. 

Wszystkie punkty r na osi liczb rzeczywistych dodatnich 
podzielmy na dwie klasy, zaliczając do jednej te punkty, w któ- 
rych szereg jest zbieżny, do drugiej zaś wszystkie inne punk- 
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ty. Pierwsza klasa zawiera conajmniej jeden punkt z=0. 
Rzecz jasna, że wszystkie punkty pierwszej klasy leżą w le- 
wo od punktów drugiej klasy. Istnieje tedy punkt z=R, roz- 
dzielający te dwie klasy; punkt ten może należeć bądź do 
jednej, bądź do drugiej klasy. Szereg jest bezwzględnie zbieżny 
we wszystkich punktach wewnętrznych koła z =R. 

Jakoż niech P będzie jednym z takich punktów. Ze środ- 
ka O promieniem mniejszym od R zakreślamy koło, zawierają- 
ce punkt P. Przypuśćmy, że koło to przecina oś OA w punk- 
cie Q; szereg jest zbieżny w punkcie Q, a więc, na mocy twier- 
dzenia B (§ 185), jest bezwzględnie zbieżny w punkcie P. 

Z drugiej strony, szereg nie może być zbieżny w żadnym 
punkcie P', leżącym poza kołem z=R, gdyż musiałby być 
bezwzględnie zbieżny we wszystkich punktach, leżących bliżej 
do O niż punkt P, co jest niedorzeczne, ponieważ szereg nie 
jest zbieżny w żadnym punkcie między A i Q' (rys. 59). 

Nie braliśmy dotąd pod uwagę dwuch możliwych przy- 
padków: (1) gdy szereg jest zbieżny w każdym punkcie osi 


liczb rzeczywistych dodatnich, i (2) gdy szereg nie jest zbież- 

ny w żadnym punkcie tej osi z wyjątkiem punktu ż=0. Rzecz 

Jasna, że w przypadku (1) szereg jest w każdym punkcie pła- 

szczyzny bezwzględnie zbieżny, w przypadku zaś (2) szereg 

nigdzie nie jest zbieżny z wyjątkiem punktu ż=0. 
Dochodzimy tedy do wniosku, że 


Szereg potęgowy może być 


(1) zbieżny tylko w punkcie ż=0 i w żadnym innym, 
(2) bezwzględnie zbieżny przy wszelkich wartościach na z; 
(3) bezwzględnie zbieżny przy wszelkich wartościach z, leżą- 
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cych wewnątrz pewnego koła o promieniu R, w żadnym zaś punk- 
cie zewnatrz tego koła leżącym szereg nie jest zbieżny. 

Koło, o którym mowa w przypadku (3), nazywamy kołem 
zbieżności, a jego promień promieniem zbieżności szeregu 
potęgowego. 

Podkreślamy, że w naszym twierdzeniu niema mowy 0 za- 
chowaniu się szeregu ma okręgu koia zbieżności. Z dalszych 
przykładów przekonamy się, że to zachowanie się bywa roz- 
maite. 


Przykłady LXXXIIL 1. Szereg l+az taz’ +., głrie a>0, ma 
promień zbieżności równy l/a. Nigdzie na ok ẹgu kala zb'eżneści sze- 
reg ten nie jest zbieżny, a mianowicie w pounhc'e z=l/a jest rozbieżny, 
a w innych punktach okręgu wykonywa wahania skończone. 

; : 82,3 
2. Promień zbieżności szeregu a ++ -— + +.. równa się l; 


2 4 
2 3% 


szereg jest bezwzględnie zbieżny we wszystkich punktach okręgu koła 
zbieżności. 


Go „l 
eT >À albo |a|” —à, gdy n>w, wówczas IA jest 


dn 
promieniem zbieżności szeregu ag+-a,2+-0327--... W pierwszym przypadku 


3 Jeżeli 


m+1 


a, 17 
lim ——=zA| Z |, 
Un? 
a więc jest większe lub mniejsze od jedności zależnie od tego, czy |z| 
jest > czy < 1/, wobec czego możemy zastosować cechę zbieżności 
d'Alemberta. Tak samo w drugim przypadku możemy zastosować cechę 
Cauchy'ego. 


4 Szereg logarytmiczny. Szereg 


2 3 
nazywamy logarytmicznym (z powodów, które później poznamy) Z Przykł. 
3 wynika, że promień zbieżności =l. 
Gdy z leży na okręgu zbieżności, możemy założyć z=cost--isin ð; 
szereg przybiera kształt 


cos 8 — !/, cos 24 +!/, cos 3% —....-+-i(sin %*—1/, sin 2%+ */, sin 3%—...) 


Zarówno część rzeczywista, jak część urojona są zbieżne, jakkol- 
wiek nie są bezwzględnie zbieżne; wyjątek mamy wówczas, gdy % jest 
nieparzystą wiełokrotnością r. (Przykł LXXXH.3.4). Jeżeli * jest nie- 
parzystą wielokretnością liczby nm, to z=- l, a szereg przybiera kształt 
—1—/,—5—.., zatym jest rozbieżny i dąży do —w. Tak więc szereg 
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Jogarylmiczny jest zbieżny we wszystkich punktach swego okręgu zbież- 
ności, z wyjatkiem punktu z=—l. 
5, Szereg dwumianowy. Weźmy pod uwagę szereg 


m im— 1) m(m— !)(m—=2) 
mz 274 


! 3! 


„I 


Szereg jest skończony, jeżeli m jest liczbą całkowitą dodatnią. Wogóle 
mamy 


promień więc zbieżności =1. 


187. Jednoznaczność rozwinięcia na szereg potęgowy. Jeżeli 
Iane” jest szeregiem potęgowym, zbieżnym przy pewnych wartościach z 
różnych od zera, i jeże.i f(z) jest sumą szeregu. wówczas f(z) możemy 
przedsiawić w postaci 


otm tat.. Hia EZR", 
gdzie e,—0, gdy |z| +0. Istotnie, jeżeli m jest jakąkolwiek liczbą mniej- 
szą od promienia zbieżności i jeżeli |z| <œ, wówczas |an|u”< K, gdzie K 
jest liczbą stalą ($ 155). Wobec tego 


"n | zn”! z g7 


f)-¥a s Gy. | 2” Guay lè K =- 1+ 


przyczym K jest liczbą niezależną od z. Z Przykł. LVIII.15 wynika, że 
jeśli przy wszelkich wariościach z, których moduł jest mniejszy od licz- 
by p mamy Xa,z"=Zb,2", wówczas przy wszelkim n musi być an=bn. 
Widzimy, że tej samej funkcji f(z) niepodobna rozwinąć na dwa różne szere- 
gi potęgowe. 


188. Mnożenie szeregów. W $ 163 widzieliśmy, że je- 
śli Xu, i Xv, są dwoma szeregami zbieżnemi o wyrazach do- 


datnich, wówczas Zu, x Xv, =Xw,, gdzie 


W, "HU, 4-4 


" 


TE 717 2: Tb Kg - 


Możemy to twierdzenie rozciągnąć na przypadek, gdy 
oba szeregi są bezwzgiednie zbieżne, gdyż dowód, podany w § 168, 
wynika z twierdzenia Dirichleta, które już rozciągnęliśmy na 
szeregi bezwzględnie zbieżne. 


Przykłady LXXXIV. i. Jeżeli |z| jest mniejsze od promieni 
zbieżności szeregów Za,z*, Zb,z”, wówczas iloczyn tych szeregów równa 
się Zenz”*, gdzie cn=agbn + @ibn-i +-+ abo. 
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2. Jeżeli R jest promieniem zbieżności, a /(z) sumą szeregu *aņz” 
przy |z| < R, wówczas, o ile |z| jest mniejsze od R lub od jedności, mamy 
2) S 
i-= 
3. Zapomocą podniesienia szeregu do kwadratu dowieść, że przy 
|z|<1 mamy 1/1-2)*=1+22-+-327+-... 
4. Dowieść, że 1/(1—2)*=1-32+62*+.., przyczym wyraz ogólny 
szeregu równa się 4(n+1)(n--2)2*. 
5. Szereg dwumianowy dla wykładnika całkowitego ujem- 
nego. Jeżeli |z|<1, a m jest liczbą całkowitą dodatnią, to 


"$s,z", gdzie Sn =o tti Hatan 


l 14 m(m+1) , m (m-=-1)..(mteu—l) , Š 
m m+ — +... + - z"+. 
nop" M2 1.2... 


[Załóżmy, że twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich wykładni- 
ków, aż do m. Na mocy Przykł. 2 mamy 1/(1-2)7*!1—35,2*, gdzie 


By =l-FM +4 Paue — 


miím+l) ERTIES) im+1)(m+2)..(mtn) 
a 1.2...n 1.2... | 


6. Zapomocą mnożenia szeregów dowieść, źe jeśli |z|<1, a 
im ` / \ 
flm, z) +i 2+| a Ja” +..., 


to f(m, z) f(m',z)=f(m+-m', z). [Na tym równaniu opiera się podany przez 
Eulera dowód twierdzenia o dwumianie. W iloczynie szeregów spółczyn- 
nik przy z” równa się 
fm fm m my/ m \ / m y/my fm 4 
wek n=l; " (2) |) 1/7" (n/* 


mrm 
Wielomian ten staje się równy ( k J jeżeli m i m’ są liczbami do- 
datniemi całkowitemi. Jeżeli dwa takie wielomiany równają się sobie 
przy wszelkich całkowitych dodatnich wartościach na m i m', wówczas 


muszą być tożsamościowo równej] 


2 


7. Jeżeli f()=1+2+ +u, to F(B)/(e)=/(z+2'). [Szereg na f(e) 


; : s” A (z+z')” 
jest bezwzględnie zbieżny przy wszelkim z, a wy: ; „| 
ni 
a g D'i : s. 
8. Jeżeli O(z3)=1— zj + gi" S(2)=1— x, tx to 


0(z:+z')=C(2)0(z') — S(z)S(z'), 
S(z-rz')=S(zj((z')+C(z)S(z'). 


| O(z)|?+ | S(z)(1=1 
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Jeżeli szeregi Xu,, £v, nie są bezwzględnie zbieżne, wówczas 


9. 
twierdzenie o mnożeniu szeregów może nie być słuszne. Niech będzie np. 


(= l j” 
u Va - — 
Vntl 
Mamy wówczas 
m” 
` I 
TA TA RL af 
r0 V I -MMin=1=r) 
n +2 2y 2 2, 2 
j „A Więc [wn — , Że ża$ — dąży 
i n-+2 ETF 


ale v(r-+1)(nFl=r) z — 


do 2, zatym szereg Zw, nie jest zbieżny. 


ZADANIA DO ROZDZIAŁU VIII. 


Snt) yn +l—2y n+ Vn=ll przy k 


1. Zbadać zbieżność szeregu ïn 


rzeczywistym. 


(Mathem. Tripos. 1590), 


2. Dowieść, że szereg En An) 
Au, Al An) i t. d., 


Ay ZU "U 411 
Wyjątek stano- 


w którym 
jest zbieżny wówczas i tylko wówczas, gdy k>r+s+1. 
wi przypadek, gdy s jest liczbą całkowitą dodatnią, mniejszą od k. 


3. Dowieść, że 
n+Vdn+-3 5 


U 
śmi(n+1)(2u+3)(2n+5)(n+4) 36 
( Mathem. Trip. 1912). 


4. Jeżeli R(n) jest funkcją wymierną zmiennej n, możemy wyzna- 
czyć taki wielomian P(n) i taką stałą A. że szereg ZfR(n)—P(n)— (A/n); 
jest zbieżny. W szczególności zbadać przypadki, gdy Rín) jest jedną 


z dwuch następujących funkcji: 
n?+2bn + e 
—— jub też z dB r 
an-rh an*-F2pn FT 
l I l l l 
5. Szereg 1— „Pyza EE m —— 
lz g Ż+z 3 3+2 


jest zbieżny, o ile z nie jest liczbą ujemną całkowitą. 


6. Zbadać zbieżność następujących szeregów: 
ESL FE sż f A f 

Ysin He, x— sin a, £(—1)* sin ay £| 1-005— ). 1(—1)"n u — 008 2) i 
n n n n "+ n 


gdzie a jest liczbą rzeczywistą. 
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7. Zbadać zbieżność szeregu 


fill 4.4 9lalnb ra) 
rv 2 $ R7 


+ gdzie % | a 8ą rzeczywiste. 


(Mathem. Tripos, 1899.) 
8. Dowieść, że szereg 


|=" MAP he t em 7 EG 05 Pia 
w którym kolejne wyrazy o jednakowym znaku tworzą grupy, złożone 
z l, 2, 8, 4... wyrazów, jest zbieżny. Odpowiedni szereg, w którym gru- 
py zawierają 1, 2, 4, 8.. wyrazów o jednakowym znaku, wykonywa wa- 
hania skończone. 
(Mathem. Tripos, 1908.) 

9. Jeżeli mamy ciąg wyrazów dodatnich, dążących do zera 

Ui, W, UWz,.., WÓWCZAS szeregi 


My + 144 Wy 7 144 © Wy u; ną My + ha + Ms 
a ; n F 3 4 y 


n- = 
2 3 5 5 
są zbieżne, 

10. Jeżeli uotu +u+... jest szeregiem rozbieżnym o wyrazach 
dodatnich malejących, to 


Uo F 44 tH teta Fin 


1. 
u, Fr Hz © ist.. Fly, 4.1 
„R 1 
11. Jeżeli a>0, to lim % —2— 
P> a (p+ n)! 74 
n=1l f 
PRES, PR. 
12. Dowieść, że lim aX l 
a>+0) lplti 
[Z $ 167 wynika, że 
I l I f p 
0< A ł-....h = ky „A „I, 
JJ! ra gita (n- 1)! +a z! ta 
l 
a stąd łatwo wysnuć wniosek, że E -—— zawiera się między l/a a 
pita 
(1/œ)+ 1] 
[e o) 
13. Znależć sumę szeregu £ uņ, w którym 
1 
s dag"! I | 1 ` 
o PORE OPON PRESE T zwyszy) 
(atea a Tt e=lixzta" w +at" 


przy wszelkich rzeczywistych wartościach na œ, przy których szereg 
jest zbieżny. 
( Mathem. Tripos. 1901). 
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Jeżeli |x|==l, suma szeregu równa się —————., Jeżeli a=l 
M i  ZENCED 
(=> 

to u„=0 i suma =0. Jeżeli x=—1, to uw =—>— ~ i szereg wykonywa 
wahania skończone.] 

14. Wyznaczyć sumy szeregów 

237 4zt z z” z* 
+ ł — Ea. + + —- Rz. 
|-+z 12% l-+z* l-z? 1-z l-z 


w przypadku, gdy szeregi te są zbieżne. 


z 
[Pierwszy szereg jest zbieżny przy |ż|<1, a suma jego e a 
CZ 
drugi szereg dąży do =: jeżeli |z|<1, jeżeli zaś |z|>1, to suma 
=g 


jest 


I-z J 

15. Jeżeli Ja. |<&1 przy wszelkich wartościach na m, wówczas 
równanie 

0= 1 +a,z + aż? +-... 


nie może mieć pierwiastka o module mniejszym od 4; tylko przy 
a, =—Cis(nt) może islnieć pierwiastek o module =4, a mianowicie pier- 
wiastek z=4 Cis(— 3) 


16. Szeregi zwrotne. Szereg potęgowy Za,z”* nazywamy zwrot- 
mym, jeżeli jego spółczynniki czynią zadość związkowi kształtu 


an FP1Gn=1 HPna t- FPROn=qG=O . . . -. . . (1) 


gdzie n=k, a pı, pa,.. p, są niezależne od n. Każdy szereg zwrotny 
jest rozwinięciem jakiejś wymiernej funkcji zmiennej z. Chcąc tego do- 
wieść zauważmy, że szereg jest niewątpliwie zbieżny przy wartościach 
na z, których moduł jest dostatecznie mały. Istotnie, niech Œ będzie 
większą z dwuch liczb 


1, |pI+IPe| tet lpi 


Z równania (1) wynika, że |a„|4Ga,, gdzie «, jest modułem licz- 
bowo największego z poprzednich spółczynników, stąd zaś wynika, że 
la,|<KG*", gdzie K jest niezałeżne od n. Niewątpliwie tedy szereg 
zwrotny jest zbieżny przy każdej wartości |z| <1/G. 

Jeżeli jednak szereg f(z)=Za,z* pomnożymy przez pyż, pz. pZ“ 
i iloczyny do siebie dodamy, otrzymamy nowy szereg, w którym wszyst- 
kie spółczynniki po (k—1)-szym równają się zeru na mocy równania (1), 
tak iż 

(l+ pizt pe? +... +pz*)/(z)=Py,+ Piet.. t Phat, 


gdzie P), Pi,- Pa są to stałe. Wielomian 1+p;z-pse?+...+-p,z* nazy- 
wają niekiedy skalą szeregu. 


www.rcin.org.pl 


— 304 — 


Z twierdzeń o rozwijaniu funkcji wymiernych kształtu 4/(z—a)? na 
ułamki proste, jak również z dwumianu Newtona dla wykładnika ujem- 
nego całkowitego wynika, że i odwrotnie: każda funkcja wymierna, któ- 
rej mianownik nie jest podzielny przez z, daje się rozwinąć na szereg po- 
tęgowy, zbieżny przy wszelkim |z| <p, gdzie p jest najmniejszym śród 
modułów pierwiastków mianownika (Zadanie 18 i nast. w końcu rozdzia- 
1u IV). Odwracając powyższe rozumowanie, czytelnik przekona się z łatwo- 
ścią, że szereg ten jest zwrotny. Tak więc, żeby szereg potęgowy był sze- 
regiem zwrotnym, trzeba i wystarcza, by stanowił rozwinięcie takiej funkcji 
wymiernej zmiennej z. 

17. Równania różnicowe. Związek kształtu takiego, jak (1) 
w poprzednim zadaniu, nazywa się równaniem różnicowym linjowym o sta- 
łych spółczynnikach. Metodę rozwiązywania takich równań najłatwiej 
objaśnić można na przykładzie. Niech będzie dane równanie 


an — an- San- t Pana 
Weźmy pod uwagę szereg zwrotny Xa,z*. Jak w Przykł. 16, znaj- 
dujemy, że suma szeregu równa się 


Ay + (A, — ioa + (az — a, — Say)z* A, Å; B 


|-2—8:*+12e7 U= (1-23)? FS 
przyczym liczby 4,, A, B dają się z łatwością wyrazić zapomocą 
do; ti, Gz. Rozwijając każdy ułamek z osobna, widzimy, że spółczynnik 
przy z* równa się 
Aun 24 A; +(n+1)44| +(—3)" B. 

Wartości A,, Az, B zależą od pierwszych trzech spółczynników 
ay, Q;, (2, Które możemy, oczywiście, wybrać dowolnie. 

18. Równanie różnicowe u„,—2c0s*u,_,+un-»=0 posiada rozwią- 
zanie u,=Acosnt+-Bsinnv, gdzie A i B są stałe dowolne. 

19. Jeżeli u, jest wielomianem zmiennej n stopnia k, wówczas 
Zunz” jest szeregiem zwrotnym, którego skala równa się (1—z)*+1, 

(Mathem. Tripos. 1904.) 


9 
20. Rozwinąć ——:— -— wedłu otęg rosnących zmiennej z. 
ą Eeey g potęg ący J z 


21. Jeżeli w rozwinięciu funkcji RP na szereg według potęg 
zmiennej z spółczynnikiem przy z” jest f(n), wówczas 
M - w" — w?" 
(1) fnefln-1)-/(n-2)=0, (2) /(n)= =. 
UZ) — wą 


gdzie w; jest pierwiastkiem sześciennym z 1. Dowieść, że f(n) równa 
się 0, +1 lub —1, zależnie od tego, czy n jest kształtu 3k, 3k+1 czy też 
3k+2. Sprawdzić za pomocą tożsamości z/(1+z+-27)=z(1—z)/(1—2'). 
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22. Dowieść, że 
1 l l /n l ( n` 1! 


a+1 ? Ska" "aku 1/a+1 2/ (a-+1)(a+2) |" 
jeżeli n jest liezbą całkowitą dodatnią, a zaś nie równa się żadnej z liczb 
—1, —2,.., —n. 
[Wynika to z rozwinięcia wyrazów prawej części równości na ułamki 
proste. Jeżeli a> —1, możemy odrazu otrzymać twierdzenie, opierając 
się na równaniu 


1-2” p. da 
| x — dr | (-1 z)” |1-—(1—2)”| — 
„0 1=e wo © 
Rozwijamy mianowicie (l-x*)/(l—x) oraz 1-(1—x)* według potęg « 
i całkujemy. Otrzymujemy tożsamość, która musi być słuszna przy 
wszelkich wartościach na a z wyjątkiem —1, —2,... —n.] 


23. Dowieść, że 

7. 58 iya 
= Dl lket bnt 

1 | Au 2) n! 
[Mnożąc szeregi, widzimy, że spółczynnik przy z” równa się 


|| f(n 1; ny l " | l 
Wa 7312/ 348/70" 


poczym stosujemy wyniki poprzedniego zadania, kładąc a=0.] 


24. Jeżeli przy n>w mamy A„+4, B, +>B, to 


(ABa t ABni F..7 A„B,)/n>AB. 
[Niech będzie An=A+en. Dane wyrażenie równa się 
B,+Byt..+B, | Batta Buite t nB. 
n n 


Pierwszy wyraz dąży do AB (Zadanie 27 w końcu rozdziału IV). 
Moduł drugiego wyrazu jest mniejszy od Bijs|+l|e2|+..+lenli/n, gdzie 
B jest dowolną liczbą, byle większą od największej wartości |B,|; stąd 
wynika, że drugi wyraz dąży do zera.] 


25. Jeżeli cy=abx +aab, -1-...+a„b, Oraz 
Án =t, Faq. Fay, Bu=bi tbt. tbn, Cn=ci tet... ten, 
wówczas mamy 
Cn=a,Bx +a: Bn- +...-+ ay Bi EbyAn dąAdn=1+ -..++bn Ay; 
Ci + Cz-+...-+ Cn =A, Bn + 4sB,_,+...+4, B,. 


Opierając się na tym, dowieść, że jeśli szeregi Za,, Zb, gą zbieżne, a ich 
sumy równają się odpowiednio A i B, tak iż 4, +4, B„—> B, wówczas 
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0, + Q+. tC, 
„Ez. => AB. 


Stąd wysnuć wniosek, że jeśli szereg Że, jest zbieżny, to sumą jego jest AB. 
Jest to t. zw. twierdzenie Abela o mnożeniu szeregów. Dowodzi 
ono, że możemy mnożyć przez siebie Szeregi Dan, Zb, nawet wówczas, 
gdy nie są one bezwzględnie zbieżne, byle tylko spełniony był warunek, że 
szereg Że, jest zbieżny. 
26. Dowieść, że 
YAA = Yat amre) t= U E 3) AE Va TF a) =- 
OE e E A E E 
27. Przy jakich wartościach na m, n całka 
i sin™r (1 — cos x)"dxr 
+0 
jest zbieżna? [Jeżeli m+1 oraz m+2n+1 są dodatnie] 
28. Jeżeli a>], to 
" 


dr 


t(a—z)vl z? Va?- | 
29. Dowieść słuszności wzorów 


D *© 1 
| F(Vat+1+ widr=4 | (i +— |Fy) dy, 
"1 y 


„0 


| Fý yva+1-—z)dr= 
«0 


S rows 


W szczególności, jeżeli n>1l, wówczas 


"© dr "© ii 
| - <=- | (vzpl=n)"dr=———. 
Je (Va'-141)" JB n*—| 

[W tym zadaniu i w następnych zakładamy, że dowolne funkcje, 
o których mawa, są tego rodzajn, iż rozważane całki mają sens, zgodny 
z określeniami $$ 170 i nast.] 

30. Jeżeli Ży=ax—(b/x), gdzie a, b są liczby dodatnie, to y stale 
rośnie od ~œ do w, gdy x rośnie od © do w. Opierając się na tym, 
dowieść, że 

| © fac?+by 


„0 Wy? tab 


37% „..Ł 
= | fi VIF ab) dy. 
. 0 


31. Jeżeli 2y=ax+(b/x) gdzie a, b są liczby dodatnie, to każdej 
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wartości y większej od v/(ab) odpowiadają dwie wartości na x. Oznacza- 
jac większą z tych wartażci przez æ, mblejszą przez «>, dowieść, że 
gdy y rośnie od aż) do ©, z, rośnie od yfb/a) do œ, natomiast x, 
maleje od y(b/a) do 0. Opierując się na tym, wykazać, że 


ici || fa j y | 
| fudr, | fm -=+ l zdy: 
* wba LE yab ly y’ — ab Í 
"bf 1 4> 
| dki KOLER | fu) | = „| dy; 
+0 a, yab | v y* — ab | 


"r 2 "E "© 
„(ar*”--b 2 07400) 2 nz 
| fl— | dr = | vfu dy =- | fiV z+ ab) dz. 
. cd A. ab V y? — ab Qo 


32. Dowiesść słuszności wzoru 


"R z p 2 + | dr "R dr 
f (see = + tg = | f(eosee r) — , 
lo 2 =łysinx Jo v sin z 
33. Jeżeli a, b są liczbami dodatniemi, to 
"x dx z , "cO adr R 
| iz taath)  Zabla+L) | (xtab) 2 (a+b) 


+0 „0 


Opierając się na tych wzorach, wykazać, że jeśli a, B, y są liczbami do- 
datniemi, przyczym g* za, i jeżeli A=$+y(2), to 


"© "p 


adr R 
2 


| dæ z | 
«0 aa + 2ft y ŁAY 2yA «0 ar 


+ 


1943 TĘŻ -T - 
tarty 2y JaA 


Ostatni wzór można otrzymać z Zadania 30, kładąc ¥(y)=1/⁄(¢e+y°). 
Dwa ostatnie wzory są również słuszne przy założeniu p*<ay, ale dowód 
jest wtedy o wieie trudniejszy. 
34. Jeżeli b jest liczbą dodatnią, to 
2 r!dr z (o ride z 
| ES | 


| Goss a |, Peter "tu" 


35. Nierówność Schwarza (Zadanie 42 w końcu rozdziału VII) roz- 
ciągnąć na całki nieskończone pierwszego i drugiego rodzaju. 


36. Jeżeli o(x) jest funkcją, którą badaliśmy w końcu $ 171, to 


+0 
0 z o (n + 1)? 
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37. Dowieść, że 


naD 2 ZĘ | 
J K N y)=-1: J. dy( |, GLi 


"Go * Qa - y? 
Pa iE [alf e: 
JA Ji ech „1 GEY } 4 
Otrzymać analogiczne wzory dla przypadku, gdy całkujemy w ob- 


szarze od O do 1. 
(Mathem. Tripos, 1913.) 
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ROZDZIAŁ IX. 


O FUNKCJACH LOGARYTMICZNYCH I WYKŁADNICZYCH ZMIENNEJ 
RZECZYWISTEJ. 


189. Mieliśmy dotąd do czynienia z niewielu typami 
funkcji; do najważniejszych należały wielomiany, funkcje wy- 
mierne, funkcje algiebraiczne (jawne i uwikłane), wreszcie 
funkcje trygonometryczne i kołowe. 

Oczywista rzecz, że nie wyczerpaliśmy listy tych funkcji, 
które mają doniosłe znaczenie w badaniach matematycznych. 
Rozwojowi wiedzy matematycznej towarzyszyło i towarzyszy 
wprowadzanie do Analizy coraz to nowych funkcji. Te nowe 
funkcje wprowadzamy zazwyczaj wówczas, gdy w badaniach 
naszych natrafiamy na zagadnienia matematyczne, nie dające 
się rozwiązać zapomocą znanych funkcji. Jest to poniekąd 
analogiczne do wprowadzenia liczb niewymiernych i zespolo- 
nych w celu rozwiązania równań, które zapomocą liczb po- 
przednio znanych nie dawały się rozwiązać. Zagadnienie 
całkowania stanowi najobfitsze źródło nowych funkcji. 
Przypuśćmy, że próbowano napróżno zcałkować jakąś funkcję 
f(x) za pomocą znanych funkcji. Po wielu nieudanych pró- 
bach w umysłach badaczów powstaje podejrzenie, że zagadnie- 
nie to nie da się wogóle rozwiązać. Czasem udaje się dowieść 
odrazu niemożliwości rozwiązania, zazwyczaj jednak ścisły do- 
wód powstaje o wiele później. Zwykle dzieje się tak: skoro 
tylko matematyk uważa, że ma rozsądne powody do przypu- 
szczenia, że dana funkcja f(x) nie da się zcałkować, wówczas 
wprowadza nową funkcję F(x), którą określa jako żądaną cał- 
kę, czyli określa zapomocą równania £f"(a)=f(a). Wychodząc 
z tego określenia, bada on własności funkcji F(z«); jeżeli oka- 
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że się, że F(x) posiada własności, których nie może mieć żad- 
ne skończone połączenie znanych funkcji, wówczas staje się 
rzeczą oczywistą, że mamy istotnie do czynienia z nową funk- 
cją.. W rozdziale IV mieliśmy przykład takiego postępowania: 
określiliśmy tam nową funkcję lgx zapomocą równania 


“dæ 
le F 


= zw z 

Przypomnijmy sobie, jakie powody skłoniły nas do mniemania. że 
lgx jest jsiolnie nową funkcją. Widzieliśmy najpierw (Przykl. XLV.4), 
że nie może to hyć funkcja wymierna, gdyż pochodna iakiej funkcji jest 
sama funkcją wymierną, klórej mianownik posiada Ji ty ko pierwiasiki 
wielokrotne. Trudniej jest rozstrzygnąć pytanie, czy nie jest to funkcja 
algiebraiczna albo (rvgonometryczna. Po wielu próbach różniczkowania 
funkcji algiebraiczuych dochodzimy do przekonania, że niewymierność 
algiebraiczna nie da się usunąć zapomocą różniezkowania. Tak samo 
różoiczkując wzory, zawierające sina lub cosx, otrzymujemy nowe wzo- 
ry, Zawierające jedną lub drugą z tych funkcji. 

W ten sposob powstaje przypuszczenie, że lga jest zupełnie 
nową funkcją. Dowodu na to nie posiadamy dotąd *), ale przypuszczenie 
to wydaje się wielce prawdopodobne. Dalsze badanie tej funkcji wykaże, 
że posiada ona własności zupełnie niepodobne do własności znanych 
funkeji. 


190. Określenie funkcji lgx. Logarytm zmiennej æ 
określamy zapomocą równania 


Musimy założyć, że z jest liczbą dodatnią, gdyż (Przykł. 
LXXIX.2) całka nasza nie ma żadnego sensu, jeżeli obszar 
całkowania zawiera punkt z=0. Mogliśmy obrać inaczej niż- 
szą granicę całkowania, ale granica i okazuje się, przy bliż- 
szym badaniu, najdogodniejszą. Zgodnie z naszym określe- 
niem mamy lg1=0. 

Zbadajmy, jak zachowuje się funkcja lgx, gdy x rośnie 
od 0 do œ. Z określenia wynika, że lgx jest funkcją ciągłą, 
stale rosnącą wraz z «a i mającą pochodną 


*) Dowód znależć można w pracy: Hardy The integration of func- 
tions of a single variable, str. 35. 
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D lg x= 
= x 


z $ 168 wynika, że lgx dąży do œ, gdy z—oo. 
Jeżeli x jest liczbą dodatnią mniejszą od 1, wówczas lg x 


jest liczbą ujemną. Jakoż 


= dł = "u dt 


gz= Rzy ==aji 7 <0. 
Kładąc w całce o: mamy 
= dt Wz du 


Tak więc lgx stale dąży do —o, gdy x maleje od 1 do 0. 
Ogólny kształt wykresu tej funkcji mamy na rys. 60. Po- 


Y 


Rys. 60. 


nieważ pochodna równa się l/x, zatym wzniesienie krzywej 
jest znaczne przy małych wartościach na z, przy dużych zaś 
wartościach argumentu wzniesienie jest bardzo niewielkie. 


Przykłady LXXXV. 1. Na mocy określenia logarytmu dowieść, 
że przy u>0 mamy 


u 
—- Clg tu) Lu. 
| bu 


w tt 
[Istotnie, iga +u= | Eh a funkcja pod znakiem całki zawiera się 
20 


P mera 
między 1 i —.! 


l+u | 
2. Jeżeli u jest liczbą dodatnią, to lg(1+u) zawiera się między 
u? u? 10 "m ; e 1a.) POGGE | 
— — A W. rzeć się na tym, że =u- | —. 
* ag" SZR A AAA SU ze "JI dęać| 


Wykład czystej matem. 26. 
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3. Jeżeli Ocn<l, to u< —Igil=w)<; 


4, Dowieść, że 


191. Funkcyjne równanie, któremu czyni zadość funk- 
cja lgx. Funkcja lgx czyni zadość równaniu funkcyjnemu 


fey=fo-fV - - | E (1) 
Jakoż, kładąc t=yu, mamy 


“2y dł i du f du E du 


lg Ty = | ; i 


J iy U Ja u Fy % 


=lgr—lg(l/y)=lgx+lgy. 


Przykłady LXXXVI. 1. Można dowieść, że równaniu (1) nie czy- 
ni zadość żadna funkcja, posiadająca pochodną i zasadniczo różna od 
lgx. Jakoż zróżniczkujmy nasze równanie raz względem z, drugi raz 
względem y, otrzymamy 

yf ay =f); af'(zy)=F'(y): 
rugując f'(xy) mamy æf'(x)=yf'(y). Jeżeli to ostatnie równanie ma być 
słuszne dla każdej pary wartości na z i y, musi być af'(x)=C, czyli 
f'(x)=C/x, gdzie © jest stałą. Stąd wynika, że 


r 


-0 
f= | —drtC'=Cigr+C". 


Łatwo widzieć, że 0'=0. Tak więc nie istnieje rozwiązanie zasadniczo 
różne od lgx, z wyjątkiem tylko trywialnego rozwiązania /(x)=0, które 
otrzymujemy, kładąc C=0. 

2. W taki sam sposób dowieść, że równaniu 


| {x+y \ 
tix) + flu =f - | 
1 Á= ry: 
nie czyni zadość żadna funkcja, mająca pochodną i zasadniczo różna od 
arc tg z. 


192. Sposób, w jaki lga dąży do nieskończoności, gdy 
t—co. W Przykł. XXXIX.6 określiliśmy różne sposoby dąże- 
nia funkcji do nieskończoności. Orzekliśmy wtedy, że funkcji 
f(x) przypisywać będziemy wielkość rzędu k, jeżeli iloraz 
f(x)/x* dąży do granicy różnej od zera, gdy z o. 

Można z łatwością wyznaczyć ciąg funkcji, dążących wraz 
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z x do nieskończoności, ale takich, że na mocy naszego okre- 
ślenia musimy im przypisać rząd wielkości, mniejszy od pierw- 
szego. Takiemi są np. funkcje vz, Ya, Y/a,.. Moglibyśmy 
utworzyć ogólniejsze określenie, a mianowicie powiedzieć, że 
funkcji x%, gdzie a jest dowolną liczbą wymierną dodatnią, 
przypisujemy wielkość rzędu o, gdy z jest dużą liczbą. Mo- 
glibyśmy, biorąc na «a wszelkie możliwe wartości, przypuszczać, 
że wyczerpiemy wszystkie możliwe „rzędy nieskończoności” 
funkcji fiz), W każdym razie zdawałoby się, że jakkolwiek 
wolno dążyłaby do nieskończoności funkcja f(x), możemy zna- 
leźć tak małą wartość na s, że x* dąży jeszcze wolniej do 
nieskończoności, i odwrotnie: jakkolwiek szybko dążyłaby do 
nieskończoności funkcja f(x), możemy znaleźć tak wielką war- 
tość na o, że «x* dąży do nieskończoności jeszcze szybciej. 

Łatwo przekonać się, że takie przypuszczenie jest zupeł- 
nie mylne. Do najciekawszych własności funkcji lgz na- 
leży jej sposób dążenia wraz z « do nieskończoności. Funkcja 
lgx dąży wraz z x do nieskończoności, ale wolniej od każdej dn- 
datniej potęgi zmiennej x. Innemi słowy: lg z—ce, ale (lg x)/x* 30 
przy wszelkich dodatnich wartościach na a. 

Fakt ten wyrażają niekiedy słowami: „rząd nieskończo- 
ności funkcji lg% jest nieskończenie mały”, radzimy jednak 
czytelnikowi unikać takich orzeczeń, gdyż powiedzenie: „nie- 
skończenie mały” jest tak samo pozbawione sensu, jak powie- 
dzenie: „nieskończenie wielki”. 


1938. Dowód twierdzenia, że (lgx)/x* > 0, gdy 1 —> œ~. 
Oznaczmy przez dowolną liczbę dodatnią. W takim razie 
przy t>l mamy 1/t<1/tl 78, a więc 


= dł = dt 
lg T | t | | ; 
i 1ł r 
: zř— | rf 
czyli lgr< shoe . 


o ile tylko r>1. Jeżeli æ jest liczbą dodatnią, możemy zna- 
leźć mniejszą od niej liczbę dodatnią f. Mamy tedy 
UE iga ; af l (« > 1). 


c p 


www.rcin.org.pl 


— 404 — 


; ; zł" * 
Ponieważ, dalej, =>, zatym - 6 —0, gdy c>w, a wsku- 
tek tego 
lgz 
—l). 
r 


194. Zachowanie się funkcji lg x, gdy x— -|-0. Kładąc 
c=l/y, mamy 
lgx 


a 


=—y'lgy, 
z 


zatym z poprzedniego twierdzenia wynika, że 


» ` cipa .; 
lim (y*lg y)=— lim 6: =0. 


y—> +0 r—»4+0 i" 


Tak wiec, gdy x dąży do zera przez wartości dodatnie, 
lgx dąży do —œ, a lg(l/z)=—lgx dąży do oo, ale lg(l/x) 
dąży do co wolniej niż jakakolwiek, całkowita czy ułamkowa, 
potęga dodatnia zmiennej 1/z. 


195. Skale nieskończoności. Skala logarytmiczna. Weźmy 
pod uwagę ciąg funkcji 
L, YZ YE re» WADY 
posiadający tę własność, że jeśli xœ) i (x) są dwiema funkcjami tego 
ciągu, wówczas obie dążą do w, gdy zw, ale Ta dąży albo do nie- 
p(w 
skończoności, albo do zera, zależnie od tego, czy f(x) poprzedza w tym 
ciągu funkcję (x), czy też następuje po niej. 

Ciąg ten możemy przedłużyć, pisząc nowe wyrazy po stronie 
prawej wszystkich wyrazów poprzedniego ciągu. Po stronie prawej mo- 
żemy najpierw napisać lga, jako dążący do w wolniej od wszystkich 
wyrazów poprzedniego ciągu. Funkcja Vlg% dąży do œ wolniej niż lgx, 
Vlgz jeszcze wolniej dąży do œ, it. d. Mamy tedy ciąg 


J g ; 3 n 
r, VE WYG aE n a ge V ige, Vigzr, .., Vige, 


utworzony z dwuch pojedyńczych ciągów nieskończonych, ustawionych 
jeden za drugim. Ale nie dość tego. Weźmy pod uwagę funkcję lglg vx, 
czyli logarytm logarytmu zmiennej «x. Ponieważ (lgx)/«* +0 przy wszel- 
kich dodatnich wartościach na a, zatym kładąc x=lgy, mamy 

Iglgy _ igz 

— — z —— 


(ig y)* z 


0. 
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Tak więc lglgy dąży wraz z y do w, ale wolniej niż jakakolwiek 
potęga dodatnia funkcji igy. Możemy tedy znów przedłużyć nasz ciąg 
funkcji w ten sposób: 


z, yZ, YZ, =+ IRD, N igr, N Ig z, «.. , 


iglga, Viglgr, Viglgr, .., Vlglgz,... 

Rzecz jasna, że wprowadzające funkcje Iglglga i t. d., możemy do- 
wolnie kontynuować ten ciąg. Kładąc a=l/y, otrzymujemy analogiczną 
skalę nieskończoności dla funkcji zmiennej y, dążących do w, gdy y dą- 
ży do zera przez wartości dodatnie *). 


Przykłady LXXXVII. 1. Między każde dwa wyrazy f(x), F(a) po- 
wyższego ciągu możemy wstawić nowy wyraz (æ), który dąży do œ 
prędzej niż F(x), ale wolniej niż f(x). [Np. między yx i $/x możemy 
wstawić w/w; między Vlgxz i Vlg« możemy wstawić (lga)'*. Wogóle 
funkcja ę(x)= V f(x)F(x) czyni zadość temu warunkowi. 

2. Znaleźć funkcję, któraby dążyła do w wolniej niż va, ale prę- 
dzej niż x*%, gdzie a jest dowolną liczbą wymierną, mniejszą od '/,. [Ta- 
ką jest funkcja Vx/igax albo też valiga gdzie 8 jest dowolną liczbą 
dodatnią wymierną.] 

3. Znaleźć funkcję, któraby dążyła do w wolniej niż va, ale prę- 
dzej niż yx/(lgx)”, gdzie « jest liczbą wymierną. [Taką jest np. funk- 
cja vx/(lglgz) Z tych przykładów widać, że logarytmiczna skala nie- 
skończoności jest z natury swej niezupełna.| 

4. W jaki sposób zachowuje się funkcja 

a5(Ig x) (gig x)" 
g gr „pre * 
ał(lg z) (Iglga)" 
gdy r>a? 

[Przy a+ zachowanie się funkcji r” "Pag a 7? (lg Ig x) ud 
Jest wyznaczone przez zachowanie się funkcji zE, Przy a= rozstrzy- 

4 4 — gr z 4 
gu tu czynnik (Iga)*  ”,o ile tylko «'==p'. Tak więc przy «>$8, jak 
również przy a=$, a'>f' lub wreszcie przy a=f, a'=f, œ” >" mamy 
f(r)>w; natomiast przy «< lub też przy «=, «' < albo wreszcie przy 


sg 


a=f, a=f', a" < mamy f(x)->0.] 
iga z=lglga xlglglgz 
5. Uporządkować funkcje z= > CZE ARA, ALI zku 
vig æ Igigz Vigs Vlg Iga 
podług prędkości, z jaką te funkcje dążą do œ wraz Z x. 


*) Co do „skali nieskończoności* porów. pracę: Hardy, Orders of 
infinity. Cambridge Mathem. Tracts, Nr. 12. 
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lIgiga Iga ig Ig x n aa. 
6. Uporządkować funkcje £ - > , sE , ZR 2 > z 
tigr x v a? +1 x ilg - 2) ię 


podług prędkości, z jaką dążą one do zera, gdy zo. 


7. Uporządkować funkcje æ lele(1 rl, vzsinrlg(l r), 


ig(l/z)' 

(1-c0sz)lg(l/x) podług prędkości, z jaką dążą one do zera, gdy a—+-0. 
8. Dowieść, że 

I 


l 
D, lg lg a -, D„igleęlga itd 
ziga wligzigiga 
9. Dowieść, że 
[74 a 
D, (\g r)4= „, D.ligigajs="——————, 
(lgx)! ~% rlgrügigr)l 77 


196. O liezbie e. Wprowadzimy teraz do naszych roz- 
ważań liczbę e, mającą niezmiernie doniosłe zastosowania w ma- 
tematyce wyższej; należy ona wraz z liczbą z do stałych, naj- 
częściej spotykanych w Analizie. 

Liczbę e określamy jako liczbę, której logarytm równa 
się 1. Innemi słowami: powiadamy, że 


e dł 


Ponieważ lgx jest funkcją stale rosnącą w ściślejszym 
znaczeniu wyrazu, zatym lg x może tylko raz jeden przybie- 
rać wartość 1. Dowodzi to, że e jest istotnie zupełnie okre- 
śloną liczbą. 


Otóż lgry=lgx—1gy, 
lgr=2lgz, lga*=31gx,.. lgz"=nlgz, 
gdzie n jest dowolną liczbą dodatnią całkowitą. A więc 
lge'=n lge=n. 


Jeżeli p i q są liczbami całkowitemi dodatniemi, a symbol 
erit oznacza pierwiastek dodatni stopnia 4 z liczby e?, wówczas 


p le eP=| lg ePlR A= q lg et, 


tak iż lg e =p/q. 
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Jeśli więc y jest dowolną liczbą dodatnią wymierną, a e” 
jest dodatnią liczbą, mamy 
5F=y. KAZ ZMU 
lge'=—lge'=—y. 
Tak więc równanie (1) jest słuszne dla wszelkich wymiernych 
wartości na y, czy to dodatnich, czy ujemnych. Innemi sło- 
wy, równania 
Ele 26. ARIE 
wynikają jedno z drugiego, o ile tylko y jest liczbą wymier- 
ną, a e” jest liczbą dodatnią. 
Na razie nie podajemy określenia funkcji e” w przypad- 
ku, gdy y jest liczbą niewymierną. 
EM k "2 dt 
Przykład. Dowieść, że 2<e<3. |Przedewszystkim | 2 
u więc 2<e. Mamy również 
3 dł 2 dł 3 dł r "" du "1 dw *1 „du 
| az Ja 0 r |, "| zes Toe W 


tak iż e<5.| 


197. O funkcji wykładniczej. Funkcję wykładniczą e” 
określamy dla wszelkich wartości rzeczywistych zmiennej 
y jako odwrócenie funkcji logarytmicznej. Innemi słowy po- 
wiadamy, że 

x=", jeeli y=lg x. 

Widzieliśmy, że y rośnie stale (w ściślejszym znaczeniu) 
od —o do œ, gdy x rośnie od 0 do œ. Tak więc każdej 
wartości z odpowiada jedna wartość na y, i odwrotnie. Da- 
lej, y jest funkcją ciągłą zmiennej z, zatym, na mocy rozwa- 
żań § 102, z musi być funkcją ciągłą zmiennej y. 

Można z łatwością dowieść bezpośrednio ciągłości funkcji wykład- 


uiczej. Istotnie, jeżeli r=e” oraz r+$ eV "VI to 
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— , a przy $<0 mamy | — i jeżeli v jest 
Tr; a 


przy $>0 mamy |n] 
małą liczbą, to $ jest również małą liczbą. 


Tak więc e” jest ciągłą dodatnią funkcją zmiennej y, sta- 
le rosnącą od 0 do œ, gdy y rośnie od —œ do œ. Prócz 
tego, jeżeli y jest liczbą wymierną, e” jest dodatnią wartością 
potęgi y liczby e. W szczególności, gdy y=0, mamy e'=l. 
Wykres tej funkcji mamy na rys, 61. 


M 


0 
Rys. 61. 


198. Najważniejsze własności funkcji wykładniczej. 
(1) Jeżeli x=e' czyli y=lg x, to dyjdz=lja, a dxjdy=x=e". 

Tak więc pochodna funkcji wykładniczej równa się tej funk- 
cj. Ogólniej mamy: jeżeli x=e", to dzjdy=ae". 

(2) Funkcja wykładnicza czyni zadość równaniu funkcyj- 
nemu 


fyi a= fe). 


Jeżeli y, z są liczbami wymiernemi, słuszność równania 
wynika z elementarnych reguł działań na wykładnikach. Jeżeli 
jedna zmienna łub obie są niewymierne, możemy znaleźć cią- 
gi nieskończone liczb wymiernych y,, Yz, 12, Yn -= ; Zj gs: y Zn, a 
takie, że limy,=y, lim z,=z. Wobec ciągłości funkcji wykład- 
niczej mamy 


e". e =lim ef, lim e” +=lim ef" "*n=eV tE, 


W szczególności e'.e"=e=1 czyli e”=l/e". 

Równanie funkcyjne, któremu czyni zadość funkcja wy- 
kładnicza, moglibyśmy również otrzymać z równania funkcyj- 
nego, któremu czyni zadość funkcja logarytmiczna. Istotnie, 
jeżeli yj=lgx, y;=lgx,, a więc x=, £x, =, wówczas 
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Vy =lgx, +lga,=lez,xr, czyli 


EVY — plk Ena Ty = ew ch _ 


Przykłady LXXXVII. 1. 1. Jeżeli da/dy=as, to x=Ke" gdzie 
K jest stałą. 


2. Równanie /(y+2)=/(y)/(2) nie posiada żadnego rozwiązania za- 
sadniczo różnego od funkcji wykładniczej. (Zakładamy, że y) posiada 
pochodną. Różniczkując kolejno względem y i z, mamy 


f'(ura)=f'Wrz). tD =A e), 


a r'e 
fw) ra) 
a więc oba te stosunki sa stałe. Jeśli tedy x=f(y), to da/dy=ax, gdzie 
a jest stałą, stąd zaś wynika, że x=Ke (Przykł. 1).] 
3. Dowieść, że (e"*—1)/ya, gdy y—0. [Stosując twierdzenie o war- 


tości pośredniej, mamy e**—1 =aye"", gdzie 0< Į] <|y|.] 


199. (3). Funkcja e” dąży wraz z y do nieskończoności, ale 
dąży prędzej niż jakakolwiek potęga zmiennej y, czyli 


z | 


s ; 
lim y lim y*e v" =0, 
r 


gdy yw, t to przy wszelkich, dowolnie wielkich wartościach wy- 
kładnika a. 

Widzieliśmy, że jakkolwiek małą liczbą dodatnią jest $, 
mamy zawsze (lga)/x*—+0, gdy 1-00. Kładąc a=l/$, widzi- 
my, że przy dowolnie wielkich dodatnich wartościach na a ma- 
my (lgax)*/1—0. Pozostaje zastąpić «x przez e”. 

Rzecz jasna, że e”** >co, jeżeli m>0, jeżeli zaś m<0, to 
emw,0), a w obu wypadkach dążenie to jest szybsze niż dąże- 
nie do œ lub do 0 jakiejkolwiek potęgi zmiennej y. 

Wynika stąd, że możemy zbudować ciąg funkcji, dążących coraz 
to prędzej do w, gdy xw, a mianowicie ciąg 


3 m zt P 
8, SP a RT E a TE P AEA Nr 


200. O funkcji a”. Funkcje a” określiliśmy dotąd tylko 
w przypadku, gdy a jest liczbą wymierną; ogólne określenie 
posiadamy tylko dla a=e. Postaramy się teraz uogólnić te 
określenia na przypadek dowolnej liczby dodatniej a i dowol- 
nego wykładnika x. 
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Przypuśćmy, że « jest liczbą wymierną dodatnią p/q. 
W takim razie dodatnia wartość y potęgi a?! dana jest przez 
równanie ys=a?, skąd wynika, że 

qlgy=plga, lg y=(p/q)lg a=x lg a, 
a wiec y=e71s9, 

Równanie to przyjmujemy jako określenie symbolu a® w przy- 
padku, gdy x jest liczbą niewymierną, Np. 10 %=e'?!81, Zau- 
ważmy, że w tym wypadku symbol a” określamy tylko dla do- 
datnich wartości liczby a, że a” jest wtedy symbolem liczby 
dodatniej i że lga”=xlga. 

Do najważniejszych własności funkcji a” należą następu- 
jące: 

(1) Przy każdej wartości na a mamy a”xa/=a**Y oraz 
(a”)y=aw, czyli że prawa wykładników pozostają słuszne, je- 
żeli te wykładniki są liczbami niewymiernemi. Istotnie, mamy 

af x a -gzlga Ś gy IEa=glztyplg a -qfiVv; 


(a W= en a =gvll a= gzy, 


(2) Jeżeli «> 1, to aa=eeMe=e*, gdzie a jest liczbą do- 
datnią. Wykres funkcji a? jest w tym przypadku podobny do 
wykresu funkcji e”; gdy 1%, to a”>o prędzej niż jaka- 
kolwiek potęga zmiennej z. 

Jeżeli a< 1, to aa=else=e"Br, gdzie 3 jest liczbą do- 
datnią. I znów a”—+0 prędzej, niż jakakolwiek potęga zmien- 
nej l/x. 

(3) a” jest funkcją ciągłą zmiennej x. Many przytym 


D,at=D,e 8 =e" 13 a Jo a=a” lg a. 
(4) a” jest również funkcją ciągłą zmiennej a, przyczym 
Daa =D, 8 e= eE e (rja) =at. 
== || : 
(5) Mamy a E a, gdy x—0. Jest to poprostu wnio- 


sek z twierdzenia, że D.af=a*”lga, ale wzór ten, ze względu 
na swą szczególną formę, bywa często bardzo użyteczny. Jest 
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on równoznaczny z wzorem c= >a, gdy r>0 (Przykład 
LXXXVII, 3). 


W poprzednich rozdziałach poznaliśmy wiele twierdzeń, dotyczą- 
cych funkcji a” w przypadku, gdy x jest liczbą wymierną: obecnie, na 
mocy nowych określeń, możemy te twierdzenia uogólnić na przypadek, 
gdy wykładnik x jest dowolną liczbą rzeczywistą. 


201. Liczba e jako granica. W rozdziale IV, $ 66 do- 
wiedliśmy, że funkcja (i Si dąży do granicy, gdy n >, 


i granice tę oznaczyliśmy literą e. Teraz dowiedziemy, że ta 
granica jest tożsama z liczbą e, o której mówiliśmy w po- 
przednim paragrafie. Możemy przytym dowieść ogólniejszego 
twierdzenia, a mianowicie 


lim (1+ zy, = lim |1 -5 e 2. cż KJUR) 


no." nr 
Ze wzgledu na doniosłość tego twierdzenia, dowiedziemy go 
dwoma sposobami: 
d x 


í i 7 gr gł) = J 
(1) Ponieważ z; lg(l--2 T-zt 
; loe 1 H sh) 
zatym lim STE =g, 
h=>v h 


Kładąc h=1/$, mamy 
lim |sig(i ` z JE 


>to 


Funkcja wykładnicza jest ciągła, zatym 


(1-+ a (a pE (8 +t2i$) kiwa. 


gdy ++oa; t.j. 


ST 


lim (1 | =) = 


Jeżeli przypuścimy, że $ dąży do so lub do —o6, przy- 
bierając tylko wartości całkowite, otrzymamy wzór (1). 
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(2) Przy n dowolnie wielkim całkowitym i dodatnim oraz przy x>1 
mamy 
AJ: | [7.2 je dt 
1 


p pt0 < w y pn) ' 


czyli i ea CAES E a R (3) 
Kładąc y=lg v, tak iż y jest liczbą dodatnią a s=e*, otrzymujemy 
po kilku prostych przekształceniach 
n f ` 
ł A <Z< U) APE ET g e AS 


Niech dalej będzie 


Itn, 1-5 
n 


Mamy O0<q,<y» przy dostatecznie dużych wartościach na n; na 
mocy zaś wzoru (9), $ 67 mamy 


z 
Y "ja 
«p_M_—_ "e n=; = = 
e" — a" Ra" "ls Mh) = , 


a to wyrażenie dąży, oczywiście, do 0, gdy n>«. Żądany wzór wynika 
odrazu z nierówności (4). Chcąc otrzymać ogólniejsze twierdzenie (2), 
postępujemy w taki sam sposób, zastępując tylko l/n przez zmienną 
ciągłą h. 
202. Funkcja igx jako granica. Możemy również dowieść, że 
lim n] — xin) =|im n(e'/* — 1)=1g =, 


Istotnie, n(xn—1)—n(1—217/m)=n(x'/e—1)(1—2 7"). 


Iloczyn ten dąży do 0, gdy n>o, gdyż n(a'"—1) dąży do granicy ($ 68), 
a «a !/m dąży do 1 (Przykł. XXX.10). Pozostaje teraz zastosować nierów- 
ności (3) poprzedniego paragratu. 
Przykłady LXXXIX. 1. Kładąc y=l, n=6 w nierównościach (4) 
$ 201, dowieść, że 2.5<e<2.9. 
plinti 1 


2. Jeżeli t>1, to FE = CJ < —, m więc, jeśli x> 1, to 
= n 


Ke" zł n" £ LP. 
J 1 gum ah > +(1/m "RSE" A l m | "n = —(e z e) y 
Z tych wzorów wysnuć twierdzenie § 202. 


3. Jeżeli 6, jest funkcją zmiennej. n taką, że nó,k, gdy n>, 
to (1+6,)”>e*. [Pisząc nlg(l +n) w postaci 
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neg (1+5,) 
RET © 
i opierając się na Przykł. LXXXV.4, widzimy, że nlg(1--5,)->k.] 
4. Jeżeli nê >æ, to (1-6,)”->0; jeżeli zaś 14+6,>0.a uć, >—w, to 
(14%,)* +0, 

5 Na mocy wzoru (1), § 201 dowieść, że e” dąży do w prędzej, 
niż jakakolwiek potęga zmiennej y. 

203. Logarytmy dziesiętne. W algiebrze elementarnej 
określają logarytm liczby « przy zasadzie a zapomocą rów- 
nania 

w=ay, czyli y=lgar, 
przyczym często zapominają dodać, że to określenie dotyczy 
tylko wymiernych wartości zmiennej y, gdyż wykładniki nie- 
wymierne nie zostały uprzednio określone. 

Zgodnie z tym określeniem, mieliśmy dotąd do czynienia 
z logarytmami przy zasadzie e. W rachunkach praktycznych 
stosuje się zawsze logarytmy dziesiętne, t. j. obliczone przy za- 
sadzie 10. Łatwo jest przejść od jednego układu logarytmów 
do drugiego. Jakoż niech będzie 


y=lg,r, ż=lg;,2 
w takim razie g=e—=]0)=e'l£10, 
tak iż PRES. 
ak 1 2,97 iz, 10" 


Badanie kwestji, dotyczących rachunków praktycznych, 
a w szczególności rachunku logarytmicznego, nie wchodzi w za- 
kres spraw, które mamy zamiar w tej książce roztrząsać. 


Przykłady XC. 1. Dowieść, że 


Dre tos hr zre"cos(brr*); D,e”"sinbxr=re"sinfbxr+ +), 


gdzie r=va*+b? cos *=a/r, sin$=b/r. Na tej zasadzie obliczyć pochod- 
ne rzędu n funkcji e”cosbx, eFsinbxz, a w szczególności wykazać, że 
Dema en 
2. Wykreślić krzywą y=e *sinbx, gdzie a i b są liczby dodatnie. 
Dowieść, że y ma nieskończenie wiele największości, których wartości 
tworzą postęp gieometryczny i które leżą na krzywej 
b 


y — e14. 
v a? + b? (Mathem. Tripos, 1912.) 


NE 
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3. Całki, zawierające funkcje wykładnicze. Dowieść, że 


acos br + bsin bz z P asin br=b cos ba z 


ecos beda = EB ZLE e™sin bæ dr EET e 
a*+-b* atu 


4. Dowieść, że pola kolejnych obszarów, ograniczonych przez krzywą 
Przykładu 2 i przez dodatnią część osi x-ów, tworzą postęp gieometrycz- 
ny i że suma ich równa się 


b 1 e oR/b 
a+b? geamii 
5. Jeżeli a>0, to 
s% a -r b 


e cos ke de = — ; ea sin bx dx = —— 
a ł b? a” b* 


.0 0 


6. Jeżeli Iņ = | e*r"de, to al„=e"x"—nl,-.. 


7. Jeżeli n jest liczbą dodatnią całkowitą, to 


£ £? żm 


= c z £ - * 
| e"z"dz=n!e (e —]-ę- Tem iT —| 
„0 =i i 


"T 
oraz | e “"x"dx =n! 
.J 


8. Wskazać sposób całkowania wszelkich funkcji wymiernych 
zmiennej e”. 
e "dr 


9. Obliczyć 


A (ce „ae r) (Ce be d | 
rozróżniając dwa przypadki, zależnie od tego, czy a=b, czy też a=b. 
10. Dowieść, że można zcałkować każdą funkcję kształtu 


P(x,e%, ebr,..), gdzie P jest symbolem wielomianu. 
11. Wskazać sposób całkowania każdej funkcji kształtu 


P(x, esz, «br ..., cosłlx, CO8 mw, ..., BIN lE, SIN mz, ...). 


=% ` 
12. Dowieść zbieżności całki | icy R(æ)dæ, gdzie A>0, a zaś jest 
Jo 
większe od największego pierwiastka mianownika funkcji R(z). 


«x ą 
13. Dowieść, że całka | PTH PEs gdzie X>0, jest zbieżna 
-£ 


przy wszelkich wartościach na u i że to samo da się powiedzieć o całce 


ja? 
ka? + po 
x 


e "dæ, w której n jest liczbą całkowitą dodatnią. 


. -0 
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14. Wykreślić tunkcje ew”, e—2?, ref, xet, zet, ce-*, «lga; wy- 
znaczyć maxima, minima oraz punkty przegięcia tych wykresów. 

15. Równanie e*”=ba, w którym a, b są liczby dodatnie, posiada 
dwa pierwiastki rzeczywiste, jeden pierwiastek lub też nie ma żadnego, 
zależnie od tego, czy b>ae, b=ae, b<ue. |Styczna do krzywej y=e*" 
w punkcie ($, e”*) ma równanie 

y=cH=ac (ax); 
styczna przechodzi przez początek spółrzędnych, jeżeli ag=l, tak iż pro- 
sta y=aex jest styczna do krzywej w punkcie (l/a, e), Wystarczy teraz 
poprowadzić prostą y=ba. Czytelnik powinien sam zbadać przypadek, 
gdy a i b, albo jedna z tych liczb jest ujemna.] 


16. Równanie e*=l+-«x ma tylko jeden pierwiastek rzeczywisty 


x=0, a równanie e'=1 + x+ = INE! trzy rzeczywiste pierwiastki. 


17. Wykreślić funkcje 


AETA 


Iglr+ kS gł 1), ig | ), e7” cos'be. 
1- z / 


Ua)" è (1/77 egz 6 cig’ | 


V l/r, e 


18. Gdzie, mniej więcej, leżą pierwiastki rzeczywiste równań 


lec SET z 24r l ; » 
(z+Vax"+1)=—: F—— = ,£ sinca=l/; 
8 100 2—1 10000 

ef sin x= 10000. 


19. Funkcje hiperboliczne. Funkcje hiperboliczne cos hg, sinh x 
(czyli dostawę i wstawę hiperboliczną) określamy zapomocą równań 


r t — 


cosh = — < =, sinhz=— 2, 
sinh x cosh x 
tgh r =- ; ctgha=—=—; 
cosh z sinh x 
l l 
sechg= —, coseth g= 
cosh r sinh z 
Wykreślić te funkcje. 
20. Ustalić wzory 
cosh(—x)=coshzr, sinh(—r)=—sinha, tęgh(=x1)=—tgha. 


cosh%x —siuh*r=l, sechłr+-tgh*r=l, cetgh*r— cosech*r=l1, 


cosh 2x =cosh*e +sinh*r, sinh 2x=2sinh x cosh x, 


www.rcin.org.pl 


— 416 — 


cosh(x-+y) =cosh « cosh y+sinb z sinh y 
sinh(c+y) =sinh æ cosh y+cosh xw sinh y. 


21. Sprawdzić, że wszystkie powyższe wzory dadzą się otrzymać 
z odpowiednich wzorów na funkcje trygonometryczne, jeżeli w nich poło- 
żymy coshæ zamiast cosx oraz isinhx zamiast sin zxr. 

[Przyczynę tej analogji wyjaśnimy w rozdziale X.] 

22. Funkcje cosha, sinha wyrazić zapomocą cosh2æ lub sinh 2a 
i zbadać szczegółowo sprawę znaków. 

(Mathem. Tripos, 1908.) 
23. Dowieść, że 


Dz coshr=Binhx, Dysinhr=cosha, Dztęh r=sech*z, 
Dz ctgha=— cosech*x, 
Drsechx=—sechxrtghx, Dzcosechx=—cosech x ctgh x, 
Dzlgcoshr=tghr. Delg|sinh «| =ctghx. 


z 
Dzarctge"=ġ secha, Delgjtgei 5 = cosech x, 


24. Dowieść, że coshw>1l i że —1l<tghar<l. 
25. Jeżeli y=cosh x, to x=lgy< Vy? —]). jeżeli y=sinhx, to 
] + 
r =lg(y+ Vy* +1): jeżeli y=tgha, to x=śżlg >. Dlaczego w pierw- 
ru | 


szym przypadku mamy dwa znaki? 

26. Funkcje, odwrotne względem funkcji hiperbolicznych, możemy 
oznaczyć odpowiednio symbolami argsinha, argcosha, argtgha. Do- 
wieść, że funkcja argcosha jest określona tylko przy x= 1 i jest naogół 
funkcją dwuwartościową, natomiast argsinha jest określone przy wszel- 
kim rzeczywistym a, a argtgha przy —l<a<l, przyczym obie te funk- 
cje są jednowartościowe. Naszkicować wykresy tych funkeji. 


27. Jeżeli -< = = y zaś jest liczbą dodatnią, a cosx cosh y=], 


wmn 


wówczas 
y=lg(secrrtg.w), Dzy=Becr, Dyr=sechy. 
ZE "dz E ; 
25. Jeżeli «>0, to — = arg sinh (x/«), a 
J Væta J Va=a* 


równa 


się argcosh(x/a) przy «>0, natomiast przy x<0 całka ta równa się 
—arg cosh( —z/a). 


. 


d 
29. Przy a>0 całka | = równa się albo —(1/2) arg tgh (2/4), 
g" g 


albo też —(1/a)argctgh(x/a) zależnie od tego, czy |x| jest mniejsze czy 
większe od a. 
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30. Dowieść, że 


p da mz. 

| —— —— =2 lg Væz~a +t Væ- b) la<cb<xh 
„ V(z=aj(x-b) 

r dv — 

| =2 lg Va~az + Vb—= z) (x < a < b), 
J v(a=z)(b—m) 

l; | = 

| a =2 arctg q / ZS (a<x<b), 

„ v(a=a)l(b=«2) b=w 


31. Dowieść, że 
= 1 r . || 
| zig (i i z jdz="h -3/, gą | ada ="/. 


MUJ * o 
(Mathem. Tripos, 1913.) 


32. Rozwiązać równanie acoshaębsinh»—c, gdzie e>0, a miano- 
wicie wykazać, że przy b*+c*—a?<0 nie ma ono pierwiastków rzeczywi- 
stych, natomiast przy b*+-c*—a*>0 równanie ma jeden, dwa lub nie ma 
żadnego pierwiastka zależnie od tego, czy a+b oraz a—b są dodatnie, 
różnych znaków, czy też ujemne. Zbadać przypadek, gdy b*--c*— a?=0. 

33. Rozwiązać układ równań cosh x coshy=a, sinh z sinh y=b. 

34. Gdy cw, mamy x'/z—l. [lstotnie, x!/z=elg s/z, |yx/e—>0. 
Porów. Przykł. XXX.I1.] Dowieść również, że «'* posiada maximum 
przy x=e i wykreślić tę funkcję przy x>0. 

35. Przy x>+0 mamy al. 


fre 
] 


36 Jeżeli — | (gdzie 1>0), gdy n>w, wówczas "T> L 


[Istotnie Igf(n+1)-1gf(n)->1, a więc (U/mig/fln) >let] 


/nl l 
37. Gdy n-o, mamy —— -> =, 
n e 


38, Gdy n >æ, mamy V (2n) Aa) + 4. 


39. Znaleźć przybliżone rozwiązanie równania eř=gx'000000, 

[Z rozważań graficznych łatwo przekonać się, że równanie ma jc- 
den pierwiastek ujemny, cokolwiek większy od —1, oraz dwa pierwiastki 
dodatnie, z których jeden jest cokolwiek większy od 1, drugi zaś jest 
b. dużą liczbą. W celu przybliżonego obliczenia tego pierwiastku, może- 
my postąpić w następujący sposób. Mamy 

cz) 
13:82 /' 
przyczym dwa ostatnie równania są „przybliżone“, gdyż 13:82 oraz 263 
są przybliżonemi wartościami lg10* oraz lglg10%*. Z tych równań łatwo 


Wykład czystej matom. 27. 


a=lolgx, lya=13582+lgigr, lglign=2'63 rig(14 
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dostrzec, że stosunki łga:1382 i lglga:2'63 niewiele różnią się od jedno- 
ści i że, kładąc 


c=10*(13:82 + lglg x) =10*(13:82+-2 63) =16450000, 
popełniamy błąd mniejszy od 200000. Przybliżenie to jest, oczywiście 


niewielkie, ale pozwala na zorjentowanie się co do rzędu wielkości pier- 
wiastka. | 


204. Cechy logarytmiczne zbieżności szeregów i całek. 
W rozdziale VIII ($$ 168 i nast.) dowiedliśmy że 
$ 1 f La de (a = 0) 
r” ola 2. ' 
są zbieżne przy s>1 i rozbieżne przy s<l. Tak więc X(1/m) 
jest szeregiem rozbieżnym, natomiast Xn-'-* jest zbieżny 
przy wszelkich dodatnich wartościach na a. 

Otóż w $ 193 widzieliśmy, że zapomocą logarytnów mo- 
żemy zbudować dowolnie wiele funkcji dążących (przy nos 
do zera prędzej niż 1/n, ale wolniej niż n='-*, jakkolwiek małą 
liczbą dodatnią byłaby liczba a. Taką funkcją jest np. 1/(n lg n). 
Zagadnienia zbieżności czy rozbieżności szeregu 


ŁA 
n len 


niepodobna rozstrzygnąć przez porównanie z szeregiem kształ- 
i. A 
To samo da się powiedzieć o szeregach 


Ja l y lglgn 


- 12 * - 
n(lg n) nylgn 


it. p. 


Cechy, po których można poznać zbieżność takich szere- 
gów, możemy wysnuć z cechy zbieżności Maclaurina. Istotnie, 


1—s 1 
grz)! p r io tam 
Dg 2) gilga’ Dg lga lge’ 
zatym 
re dz (lg ż)1-*— (lg a)! ** "$ dza * 
cp w że EK. =|o|orz— rI rP, 
j; z(lg c) 1—s 5 „b ælg r Iglgi=lglga 


o ile a>1. Jeżeli £—00, wówczas przy s>l pierwsza całka 
dąży do —(lga)'-(1—s), a przy s<1 dąży do oo. Tak wię: 
szereg i całka 
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m Mllgny”" Ja z(lg:r)* 


w których nọ ta są większe od 1, są zbieżne, jeżeli s>1, t roz- 
bieżne, jeżeli s<1. 
Wynika stąd, że szereg Xy(n) jest zbieżny, o ile przy każ- 
dym n>m funkcja (n) jest dodatnia i mniejsza od EG 
£ 
D 
gdzie s> 1; natomiast szereg ten jest rozbieżny, jeżeli przy 
każdym n>% funkcja (n) jest dodatnia i większa od ZE: 
g 
Analogiczne twierdzenie o całkach czytelnik sam sformułuje. 


Przykłady XCI. 1. Szeregi 


w 100 FR 
z l v (IEn) Sr A l 
n (lg n)? p 0e g100 ntl nilgay 


są zbieżne. |Zbieżność pierwszego szeregu wynika z powyższego twier- 
dzenia. Zbieżność drugiego wynika z faktu, że przy każdym n>n, ma- 


my Ugn) O< nË, gdzie B jest dowolnie małą liczbą dodatnią. Kładąc 
B=Vepo, Widzimy, że przy n>no mamy ttu <n Vee. Zbieżność trzeciego 
szeregu wynika z rozważań poprzedniego paragrafu] 
p l l ` nign 
2. Szeregi £ — Z a rż 
niig n)” nnlg n) (nign)’+1 

są rozbieżne, 

3. Przy s>0 szeregi 

„ gm? „ Ugn)Pllg ign)’ ~ UElgn)" 


14 I 
prz n’ re n(ign) vea 


są zbieżne przy wszelkich wartościach na p i q, natomiast szeregi 


l 1 l 


ç z 
ur =(lgn)"" n (lg n)” (lg ln)? ’ n (ign ilg ign)” 


m 


są rozbieżne. 
4. Kwestji zbieżności lub rozbieżności takich szeregów, jak 
S 1 m, £ ig lg ign La 
ulgnigign uIgnylgigm 
niepodobna rozstrzygnąć zapomocą twierdzenia $ 204, gdyż w obu sze- 
regach wyraz ogólny dąży do zera prędzej niż 1/(nlgn), ale wolniej niż 


n”""(1ga) siej gdzie « jest dowolnie małą liczbą dodatnią. Musimy tedy 
szukać subtelniejszych cech zbieżności. Wychodząc z równań 
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1-8 


Dl lg = - — 
r ziga lgt -Br zig) 


1 


Dig, „„r= m = a 
Sraa mlg æ Igi T .. Igz. T lBg 


w których lg;x=lglga, lg;x=lglglga, i t. d, dowieść następującego 
twierdzenia: jeżeli przy każdym n © no lub przy w ża funkcje lgyn oraz 
igx są dodatnie, wówczas szereg i całka 


© l tma dæ 


P — m 
n nignigin-Igrinign)” |, siga lga ..lgr- . r(lgi z)” 


są zbieżne przy s>1 i rozbieżne przy s£l1. 

Wartości na n, i a rosną bardzo szybko wraz z k; np. chcąc mieć 
lgx>0, wystarczy założyć «>l; lgyc>0 wymaga, hy było x>e, Igx>0 
wymaga x>e*, it. d., a łatwo przekonać się, że e° >10, e**> 20000, i t. d. 

Zaznaczamy, że funkcje wykładnicze ee*, ee*”, it.d. rosną nadzwy- 
czajnie szybko wraz Z x. Oczywista rzecz, że to samo możnaby powie- 
dzieć o funkcjach aa* it. p., gdzie a>l. Odwrotnie, funkcje kształtu lgx 
rosną bardzo powoli; np. chcac mieć Jg,x>l, musimy na a wziąć liczbę, 
mającą więcej niż 8000 cyfr. 

"a 


5. Dowieść, że całka J „|s(5 IES w której 0<a<l, jest 
07 


zbieżna przy s< —1 i rozbieżna przy 85 —1. 

1 7447 

6. Dowieść, że symboł | zli l 3 | dx nie ma żadnego znacze- 
Jo z 

nia, jakąkolwiek liczbą byłoby s. 


[Poprzedni przykład wskazuje, że s<—1 jest koniecznym warun- 
s 
kiem zbieżności przy niższej granicy, ale BS | >20, jeżeli x—1—0 


i jeżeli s jest liczbą ujemną, zatym całka jest rozbieżna przy górnej gra- 
nicy, o ile s< —1.] 


7. Warunkiem koniecznym i dostatecznym zbieżności całki 


si f 7 y= 
ga-i| igl 1 | "dz jest spełnienie nierówności a>0, s> —1 
Jo LENDA 


Przykłady XCII. 1. Stała Eulera. Dowieść, że funkcja 
(n)=1 h- + + + Faq 
aid 3 ==) Th 


dąży do granicy y, gdy n+o, i że O<y £1. [Wynika to odrazu z $ 167; 
wartość tej stałej y, zwanej stałą Eulera =0.577...] 
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2. Jeżeli a, b są liczbami dodatniemi, to 


l ; I $ ] l 1 gt v) 

= + = Fe — — — |g(a+ 

a a+b a+ 2b a> (n = 1)b b 8 Z 
dąży do granicy, gdy n>«. 


3. Jeżeli 0<s<1, to 
gln)=14+2+3*+.,+(n=1)7— 


dąży do granicy, gdy n>w. 
4. Szereg 
l l l 


+ + + 
l 2 (14) 304441) 


l 
jest rozbieżny. [Porównać z szeregiem »Ł- j ] Z szeregu Za'$ utwo- 
nign 
rzyć nowy szereg tak, jak powyższy został utworzony z szeregu Z(1/n), 
i dowieść, że nowy ten szereg jest zbieżny tylko przy s>1. 


5. Jeżeli szereg Zu, Składa się z wyrazów dodatnich i jeżeli 


En =W tł Flp ; 


lin 
to szereg X jest zbieżny lub rozbieżny zależnie od tego, czy u, 


Sn-1 
jest zbieżny czy rozbieżny. [Jeżeli Zu, jest rozbieżny, to s„_,+w, a 
ky f Un f En \ 
>lg(1+-~— j= ig ): 
8-1 | Sni’ ste, Sny” 


jest rzeczą oczywistą, że 


| ] 
ie (>) ris ( z) ++ is (>) =ig(7)>a -| 


8, 


6. Dowieść, że to samo powiedzieć można o szeregu AEE [Je- 
żeli szereg Su, jest rozbieżny i jeżeli przy n= no mamy nsn- to 
s, < 28n i rozbieżność zadanego szeregu wynika z rozbieżności Z(ux 8-4). 
Jeżeli, jak się to zdarza w szeregach szybko zbieżnych, mamy u, = Sn- 
przy nieskończenie wielu wartościach na n, to u,„/s„zzł4 przy wszel- 
kich takich wartościach na n.] 


U 1 1 
7. Znaleźć sumę szeregu 1—, + zo" [Mamy 1+5+..+—= 


2 2 2n 


/1 l 19 
=lg(2n+1)trteu, 2(5 + zł tgr) Bt Hrn, gdzie y oznacza 
14 an 


stałą Eulera, a z,, e'„ dążą do zera, gdy n>w. Odejmując, widzimy, że 
sumą danego szeregu jest |g2. Porówn. też $ 206.] 
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8. Dowieść, że przy C=y szereg 
Ls / 


AN EA 
Y(-1)" (1+ 
o 


tt 2 


l 1 
+... r "ES=€] 


n— 
jest zbieżny, przy innych zaś wartościach na © szereg ten wykonywa 
wahania skończone. 

205. Rozwinięcie funkcji e” na szereg. Wszystkie po- 
chodne tej funkcji równają się e*, a więc, według twierdzenia 
Taylora, mamy 
„2 g” y” 


a g 4 
E=1+1+ L+ ł e = 
2! (n=1)! n! 


gdzie 0<%<1. Ale = —>0, gdy n>, a eftr<e*; zakładając 


tedy, że noo, mamy 


x? x” 
E=l1--1-- — 4-....-4- |... 106 02 4% 41) 
reta A 


Jest to t. zw. szereg wykładniczy. W szczególności przy 
x=] mamy 


1 1 
e= 1+-1+- gy Fret zi Hema W. SF (2) 
czyli 
l 1 19 w? gr 
( I++ zy tank zyk) stat gy Het gre o ©) 


Mamy, dalej, przy wszelkim dodatnim a 


i 2 
q- -0a 1--(rlga) - (z g a) 

Widzimy, że jeśli zróżniczkujemy każdy wyraz szeregu wykladni- 
czego, otrzymamy znów ten sam szereg wykładniczy; żaden inny sze- 
reg potęgowy zmiennej z nie posiada tej własności. Kilka dalszych uwag, 
związanych z tą sprawą, znajdzie czytelnik w Dodatku II. 

Szereg wykładniczy ma tak wielką doniosłość w Analizie, że zba- 
damy go zapomocą innej jeszcze metody, niezależnej od twierdzenia 
Taylora. 

Niech będzie 


a” A 
K,(r)=1+1+ at" +. 


załóżmy przytym, że x>0. Mamy 
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w \ faz cą R n(n=1) cay = "(m -1)...1/« ca 


nó n/ 2! n7 n! "n 


co jest mniejsze od E,„(x). Zakładając, że u>a i posługując się szere- 
giem dwumianowym dla wykładnika ujemnego całkowitego, mamy 


-A "Ta æy u (m+-1)/ x = 
1-— =l-+n|—) + |=) +--> EŒ). 
LE sn / 2! va 


2 


Tak więc 


pw a i a 

l+ ) <B,(z) <| 1-— 

m; n 

ale pierwsza i trzecia funkcja dążą do granicy e” ($ 201), a więc to sa- 

mo powiedzieć można o E,(«). Wynika stąd słuszność wzoru (1) przy œ 

dodatnim; jeżeli x jest ujemne, opieramy się na tym, że, jak wykazaliśmy 

w Przykł. LXXXIV.7, szereg wykładniczy czyni zadość równaniu funkeyj- 
nemu f(a)fty=fetry), tak iż fa)/(-2)=/0)=1. 


Przykłady XCII. 1. Dowieść, że 


zi z’ a? a” 
cosh z =1 ta + di H.: sinh w=r+ 31 > rui 
2. Jeżeli x jest liczbą dodatnią, to największym wyrazem szeregu 
wykładniczego jest wyraz ([x]--1)-szy; jeżeli zaś œ jest przytym liczbą 
całkowitą, to wyrazy [z] i ([x]--1)-szy są sobie równe. 


3. Dowieść, że ni>| =) 
py 


m" 
4. Dowieść, że Pa HS: +S), gdzie 


| I 
sig w YET WT = Wy dA AA 
fny" al 
a v=|/n. Dowieść, że n! zawiera się między 3, ) * 2(n-+1) ZZ 
e; È? 

b. Za pomocą szeregu wykładniczego dowieść, że e” dąży do œ 
prędzej, niż jakakolwiek potęga zmiennej ». [Można oprzeć się na nije- 
równości e*>a"/(n!).] 

6. Dowieść, że e nie jest liczbą wymierną. [Gdyby było e=p/q, 
gdzie p i q oznaczają liczby całkowite, wówczas mielibyśmy 


R 2 paaa, 
q 2! 2! q! 


a mnożąc przez q!, otrzymalibyśmy 


,(? —: — Ba. BŁĄ PĘŻ A 4 Lif tt 
AF A 7 g q+1 (g+ld(g+2) "" 
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co jest niedorzeczne, gdyż lewa część tej równości jest liczbą całkowitą, 
prawa zaś jest mniejsza od 1/q.] 
w» g” 
7. Znaleźć sumę szeregu > Pln)", gdzie P,(n) jest wielomia- 
0 n! 
nem stopnia r. [Możemy P,(m) przedstawić w postaci 


AtAm+tAds(n-1)+..+ Am (n=1)..(n -r-+1), 


a wówczas 
7 a” «= n © n © x" 
E PAn — =A ==-+ AN Haat Ar Z—— 
o An) ni M ar wl)! "r (nr)! 


=(4,+4A;c+ Asa? +... + A;z")e" d 


LU © yt 


- o" =(x-+ 3r? + æ), Z upr 
1 nl 


4 
8. Dowieść, że £ , 
": 


=(rtfax*+ 0x7 Fae”, i że, jeżeli Sy=l7+297+..+n, to 


æ a 


a 1 
X Sp — = - (tr + Hr? 4B hat). 
1 n! 4 


Ostatni szereg równa się zeru przy xa=—2. 
(Mathem. Tripos, 1904.) 


9. Dowieść, że E (n/n!)=e, Z(n'/n!)=Że, Z(n3/nl)=5e, a Z(n*/m), 
gdzie k jest liczbą całkowitą dodatnią, jest całkowitą wielokrotnością 
liczby e. 


© fa n s aż — 
10. Dowieść, że z» la” (e Sat IEH. 3 


1 (n+2)n! z 
b ` 
11. Wyznaczyć a, b, ¢ tak, by funkcja erac > dążyła do 
« 
granicy, gdy «+0. Znaleźć tę granicę i wykreślić funkcję e” pate, 
ara 


a 
12. Wykreślić na jednym rysunku funkcje œ, ltz, ltrt=, 


w? a” 
ZE tg AG 
A a” a” 
13. Dowieść, że funkcja €*-118——Fa-o(=1)— ma wartość 
ni 


dodatnią lub ujemną, zależnie od tego, czy n jest liczbą nieparzystą czy 
parzysta. Stąd otrzymać wzór (3), § 205. 


14. Jeżeli M=e, X=”, XM=F-1-a, X=- lxh?) ... 
wówczas dX„/dx=X,_1. Opierając się na tym, dowieść, że przy t>0 
mamy 
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m 4 = t 
X;(1)= | Xole <te, X KÐ | X,dz | re”drcef | adr= zy 
. 0 y0 +0 +0 cej 

y 


t 
i wogóle X (t) <= e. 
Wa 


Na tej zasadzie dowieść słuszności wzoru (3), $ 205. 
15. Pierwsze wyrazy rozwinięcia pierwiastka dodatniego równania 
x? tP—a? na szereg według potęg zmiennej p, równają się 
p y z 
ajl- F Iga+ : lga? + iga). 


- 


(Mathem. Tripos, 1909.) 
206. Szereg logarytmiczny. Ponieważ mamy 
z dł 
lg 1+2)= | STEN 
a E HU -B=.., o ile <1, zatym możemy przypu- 
szcząć *), że przy —l<x<l funkcja lg(1 +x) powinna równać 
się szeregowi, który otrzymamy, całkując szereg 1—/+-17—... 


wyraz po wyrazie w granicach od £=0, do t=g. Jednym sło- 
wem przypuszczamy, że równość 


1g(1-1)=c—-+——u. 


jest słuszna, o ile —1<z<l. 
Łatwo przekonać się, że tak jest istotnie. Mamy 


l 2 (=1)"t" 
z Z | t-P—,.4-(—1m=ilfm=I JJ Z $ 
nay ł - (—1) lit ” 
jeśli więc x> —1, to 
z dt x? gm 
w l-4- = = — — | jm=1 — Imp 
Igl-2)=| gg r y teH ORe: 
; *= imdat 
gdzie E=| ; Et" 


Należy teraz dowieść, że R„—0, gdy m—co. Jest to nie- 
mal oczywiste, o ile 0<x<l, gdyż Rm jest wtedy liczbą do- 
datnią, mniejszą od całki 


*) Porów. Dodatek II w końcu książki. 
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"z ym+1 
tadt= - 
Jo m +-1' 
a więc tymbardziej mniejszą od ER. Jeżeli natomiast ma- 
my —l<z<0, możemy położyć t=—u, x=—6, tak iż 
5 urdu 
= | = m 
Ra=(—1) J, l-u' 


skąd widać, że Rm oraz (—1)” mają ten sam znak. W obsza- 


rze całkowania największą wartością funkcji = Z jest i 


1 zi 
a wiec 
$ m 1 
< È < m d in a fk A 
0 < | Fm FA e *-—(m+-1D)(1-5 m+) 

zatym istotnie Em — 0. 

Mamy tedy 

gd «ń 
Ig(1+r)=x— IE wa 


o ile —i<x<l. Przy innych wartościach na œ szereg ten 
nie jest zbieżny. Jeżeli x=l, otrzymujemy wzór 
1 l 
lg2=1— zt g Tes 
którego słuszności dowiedliśmy już w inny sposób. (Przykł. 
XCII. 7.) 


207. Rozwinięcie arctg« na szereg. W taki sam spo- 
sób dowiedzie czytelnik, że 


= dt = = 
arc tg z 5j Ipê = (1 —+:1—...)dt 


* 0 


o ile —l<xgl. Dowód jest w danym razie nawet nieco 
prostszy, gdyż arctga jest funkcją nieparzystą, a więc wy- 
starczy zbadać słuszność wzoru przy dodatnich wartościach 
na x. Szereg ten jest zbieżny zarówno przy x= —1, jak przy 
©=l. Oczywista rzecz, że szereg przedstawia tę wartość 
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funkcji arctga, która przy —l<a<l zawiera się między 

— , a = W rozdziale VII (Przykł. LXVI. 3) widzieliśmy, że 

tę właśnie wartość naszej funkcji przedstawia powyższa całka. 
Jeżeli x=1, wówczas 


e i ETSA 
4 3 5 
Sab: w” w TP 
Przykłady XCIV. 1. ig Tr t Wait PGL jeżeli 
-l=r<l 
i i ltr e rö iai i ! 
2 argtghar= LĄ =qr+ +.., jeże 
zk ŻA ET I, WP A 


3. Jeżeli æ jest liczbą dodatnią, wówczas 


£; x i/s \ yay 
(1+1)=— + >| Hl -| n 
a nra ANIE * SVT+a/ 


( Mathem. Tripos, 1911.) 


4. Rozwinąć na szereg funkcje Jg(1+x), arctgx za pomocą wzoru 
Taylora. 


|Przy badaniu reszty pierwszego szeregu, należy brać wzór 
Cauchy'ego.| 


5. Jeżeli y>0, wówczas 


ny 


fy-1, 1fy-N3_ Ify=115, | 
A) | DAY Wezmyrz IREJE 
yrl Jyt 5wy4+1 


a F Y"1V//, _y-1 
(Oprzeć się na tożsamości y=, 1—— l 


-< |. Szereg ten na- 
y+1//* y+1/ 


1 „l 
daje się do obliczenia wartości lg2, natomiast szereg l—- + z —.... nie 
a U 
jest do tego celu odpowiedni, jako niedość szybko zbieżny.] 


6. Obliczyć lg1l0 z dokładnością do 0.001 zapomocą wzoru 
AE 
ig10=3ig2+1g| wyk 


7. Dowieść, że przy a>0 mamy 


(+1)_ef_1_. l . Po 


l 
æ | Nasl  3(2æ+1} bet) S 


i że przy «>2 mamy 
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p=1Vlr 42] 2 +2 Aa EN 
ana orn A ozna 7-1 
Wiedząc, że lg 2=0:6931471..., lg 3=10986123..., i kładąc w drugim 
wzorze x=10, dowieść, że lg 11=2'397895... 
(Mathem. Trip, 1912). 
8. Jeżeli mamy wartości lg2, lgó, lgll, wówczas wzór 


1g13=31g11+1g5—91g2 
daje wartość 1lg13 z dokładnością do 0.00015. 


(Mathem. Tripos, 1910). 
9. Dowieść, że 
4lg2=7a+5b+3c, $lg3=11a+Sb+5c, 4lg5=16a+12b+76, 
gdzie a=argtgh("/;,), b=argtgh("/g), c=argtgh(/y4,): 

[Za pomocą tych wzorów możemy szybko i z dowolną dokładno- 
ścią obliczyć lg2, 1g3, 1g5.] 

10. Dowieść, że 

jare tgl) raretg('/,)=4arc tg(/,) — are tg(/s) 

i obliczyć v z dokładnością do 0000001. 


11 Dowieść, że pierwsze wyrazy rozwinięcia (1-2)! *7 na sze- 
reg według potęg zmiennej x równają się 1+x+a*+ża*. 
( Mathem. Tripos, 1910). 
12. Dowieść, że w przybliżeniu (przy dużych wartościach na x) 
mamy 


Ps" pa a 1+a lgie 
Igo e vV zGTDIgw( >=) = a 


Kładąc x=10, obliczyć lge z powyższego wzoru i wyznaczyć stopień 
przybliżenia. 
(Mathem. Tripos, 1910.) 
15 aie 2 x Eda) (1 )2+(14] 41)» 
- Dowieść, że q> 817) 78 ++ (+; + zja+., 
jeżeli —1l<m<1. [Oprzeć się na Przykł. LXXXIV.2J 
14. Opierając się na szeregu logarytmicznym oraz wiedząc, że 
1g102*3758=0 3758099..., 1g,,e=04348..., dowieść, że 237:59121 jest przybli- 
żoną wartością pierwiastka równania «a=100]g;ozx. 
(Mathem. Tripos, 1910). 


15. Obliczyć pierwsze wyrazy (aż do czwartej potęgi zmiennej æ) 


SA z sing i 
rozwinięcia funkcji |lgeosz oraz lg—— na szereg według potęg zmien- 
c 
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nej z i sprawdzić, że dla tych pierwszych wyrazów zachodzi równość 


£ 


e * 
a 


igsi I - l zdj 
SInxa= p=— 08 -t 77 Ig CO8 
g x=iga 5 8999077, 89% 


(Mathem. Tripos, 1905.) 


16. Dowieść, że przy —1l ga Sl mamy 


ng dt z’ z z” 
NEA A — 
Jolt LV 
a stąd wysnuć wzór 
H z+2lg(v2+1) 
CT -=—_„= : 
IA” 4y2 


(Mathem. Tripos, 1596.) 

[Zastosować postępowanie $ 207 i wzór Przykł. LI. 7.| 

17. Dowieść, że 

NIU " tdt  n-2ig(v2+1) 

8.7 11 ZS. i NE 
18. Jeżeli a, b są liczbami całkowitemi dodatniemi, wówczas 
l l l si t” 1 

— — 4 = | 
a atb  at2b o ltt 


dt 


1 l l 1 l 
Obliczyć na tej zasadzie sumy szeregów | z b z—-. OFAB Z — 2 pz” 
í - ` 


208. Szereg dwumianowy. Badaliśmy już szereg dwu- 
mianowy 


ataja (7) (2j 


w założeniu, że —1<x<l i że m jest liczbą wymierną. Jeżeli 
m jest niewymierne, mamy 


(1+2x)" = emet, 


D,(1+zx)"= M gmisl +2) — (1 rz)", 
1--z 

tak iż reguła różniczkowania funkcji (l--x)* pozostaje bez 
zmiany, a dowód, podany w § 156, pozostaje słuszny i dla na- 
szego przypadku. Kwestji zbieżności szeregu przy c= +1 nie 
będziemy badali, odsyłając czytelnika do obszerniejszych kur- 
sów Analizy. 
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Przykłady XCV. 1. Dowieść, że przy —l<x<l mamy 
l g 13 l m? 1.3 
— 1-—4 s Pepa => ej} i EM 
U 


V1+ r 2 2, | Iza 2 24 


2. Przybliżone wyznaczanie pierwiastków kwadratowych 
i pierwiastków wyższych stopni. Niech M będzie liczbą niewy- 
mierną, a N* niech będzie najbliższym do M kwadratem. Kładąc J/=N*+x, 
gdzie z jest liczbą dodatnią nie większą od N, mamy 


M=N VIEGINJ=N+ (2)- 7 (2) +.) 
iaa kin LL ży kod 
Szereg jest szybko zbieżny. 
Mamy np. 
T = ala S EA 11/37 l 
(60=vV6843=5,14 = -.=d . 
py 2 | cr 24166/ 7) 


Przyjmując 8%, jako wartość przybliżoną (z nadmiarem) pierwiastka 
vV 67, popełniamy błąd mniejszy od 3?/64?. 

3. Jeżeli x jest małą liczbą w porównaniu z N?, wówczas może- 
my założyć, że 

yi y4 z Na 
VNI+ęz=NH+— + -- 
z IN RN 

Popełniony błąd jest rzędu a*/N'”. Zastosować ten wzór do obliczenia 
vV 997. 

[Rozwinięcie według szeregu dwumianowego daje 


2 , 


Po x 


æ U 
(NIHz=N+--- — + F 
VN ta=Ntzy" gni * 16N* 


przyczym błąd jest mniejszy od wartości bezwzględnej następnego wy- 
razu, czyli mniejszy od 5xt/123N7. Mamy również 


LJ 


Nr æf æ ìm x © z? 


HN ta) AN IN) TIN BNP IGN*' 
przyczym błąd jest mniejszy niż %t/32N7. Stąd wynika nasze twierdze- 
nie. Tọ samą metodę można zastosować do pierwiastków wyższych 
stopni.| 
4, Jeżeli M różni się od N* mniej niż o 1%, którejkolwiek z tych 
dwu liczb, wówczas //M różni się od */,N-+/;(M/N*) mniej niż o N/90 000. 
(Mathem. Tripos. 1882). 
5. Jeżeli M=N*+a, a æ jest małą liczbą w porównaniu z N, 
wówczas 
51. 5 M 27 Nx 
56% t N3 * 14(FM+5N') 
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jest przybliżoną wartością pierwiastka Y/M. Dowieść, że gdy x=], N=-10, 
wówczas powyższy wzór daje wartość pierwiastka z szesnastoma dokład- 
nemi znakami dziesiętnemi. 

(Mathem. Tripos, 1556), 


6. Znaleźć sposób sumowania szeregu 


© P(m) (” je", 
UJ n 
gdzie P,(n) jest symbolem wielomianu stopnia r. 
|Przedstawić P,(n) w postaci dot Aint-lan(a—1)+.-, jak w Przykł. 
XCIII.7.| 


- m i 
y 


7. Znaleźć sumy szeregów Ön w JT” > zn 4/7" 1 dowieść, że 


3 " 


In z” — wa" + m(3m — 1)r7+marj(l tax)" * 


209. Inny sposób uzasadnienia teorii funkcji wykładniczej 
i logarytmicznej. Naszkicujemy sposób wykładu własności fuukcji e” 
i lgx, zupełnie różny od wykładu, podanego powyżej. Wychodzimy Zz sze- 
regu 1-2 +- za 


Wiemy, że szereg ten jest zbieżny przy wszelkich wartościach na 
x, wobec czego możemy nową funkcję expx określić zapomocą 
równania > 


expo= l-44 - Fa « z © a 1003 


Następnie dowodzimy (jak w Przykł. LXXXTV.7), że 


txprxexpy=exp(x ty) (2) 
Mamy dalej 
*xph—1 l h? 
expA i t anit L-+p(h), 
h 2 II 
A h h |? h? | $h] 
gdzie loth) aha |= |>| F T 
> a æi — |37 


tak iż oh) >0, gdy h=>0. Widzimy tedy, że 


exp(r+h)=exp æ (exp h= Ly 
————=GXP z — |-> 0OXp z, 
h h / 
gdy h—>0, czyli że 


D,oxpe=06Xpx . . - r ; (3) 


Jednocześnie dowiedliśmy, że expa jest funkcją ciągłą. 
Dalej możemy kroczyć różnemi drogami. Kładąc y=expx i biorąc 
pod uwagę, że exp0=l, mamy 
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i jeśli teraz funkcję logarytmiezną określimy jako funkcję odwrotną 
względem expzx, powrócimy do punktu widzenia, na którym stanęliśmy 
w tym rozdziale. 

Możemy jednak postąpić inaczej. Z równania (2) wynika, że jeśli 
m jest liczbą dodatnią całkowitą, to 


(exprj*=expnxr, (exp l)"=expn. 
Jeżeli x jest ułamkiem dodatnim wymiernym m/n, wówczas 
[exp(m/n)|"=cxp m=(exp1)”, 


a więc exp(m/n) równa się dodatniej wartości funkeji (exp1)™”. Wyniki 
te możemy rozciągnąć na ujemne wartości zmiennej « zapomocą równania 


expa exp(—xr)=1; 
mamy tedy 
expxr=(exp 1) e”, 
przyczym symbol e określamy zapomocą równania 
l 1 
e=exp l 1414 z + TE 


przy wszelkich wymiernych wartościach na z. Wreszcie określamy e* 
dla wartości niewymiernych zmiennej z, jako równe expa. Następnie 
określamy logarytm jako funkcję odwrotną względem expz czyli wzglę- 
dem e”. 


Przykład. W podobny sposób, wychodzące z równania 
fm, z)f(m, )=f(mt+m', z), 
rozwinąć teorję szeregu dwumianowego 


"m Y (1 
H 1, Jet | a |x"+....=f(m, x). 


ZADANIA DO ROZDZIAŁU IX"). 
1. Wiedząc, że lgg:e=0'4343... i że 20 oraz 3?! mało się różnią od 
potęg liczby 10, obliczyć Ig;o2 i lgio3 z dokładnością do 0.0001. 
(Mathem. Tripos, 1905.) 


*) Wiele zadań zapożyczyliśmy z dzieła: Bromwich An intro- 
duclion to the theory of infinile series. London 1908. 
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fevV3 z 
2. Która z dwuch liczb (> | ezy (42)? jest większa? 


z% 9 


(Zauważmy, że Y3/| y/3 + ai = v3 <0.0929<1g 2] 


3. Jeżeli liczba całkowita dodatnia » nie jest potęgą liczby 10, 
wówczas 1g,9% nie może być liczbą wymierną. [Jeżeli liczba jest pierw- 
sza względem 10, mielibyśmy lg,om=p/q czyli 10?=n', eo jest niedorzecz- 
ne. Jeżeli n=10*N, gdzie N jest liczbą pierwszą względem 10, wówczas 
lg (a więc i Ilgın) nie może być liczbą wymierną.] 


4. Przy jakich wartościach na œ funkcje lgx, lglga, lglglga,... 
(D równają się zeru, (II) równają się 1, (III) nie są wcale określone? To 
samo pytanie rozstrzygnąć dla funkcji lu, la, lllx, gdzie lx=lg|z|. 

5. Dowieść, że 


) ig(r+1)+( z )lglr+2)—...+(— 1)"Ig(c+n) 


iz z AJ u" 

a \ l, 

jest ujemne i stale rośnie, zbliżając się do zera, gdy {œ rośnie od O do œ. 
[Pochodna funkcji równa się 

U 


s—v"( = = 
ò ( l rJatr e(1+1)..(w7n) 
To wyrażenie jest dodatnie, a funkcja dąży do 0, gdy xe, po- 
nieważ 
Igl(rrr)=lgattx, 


8 [n m, 
gdzie e,—0, a I-| 1/* ( 9 |= =0.] 


6. Dowieść, że 
( d j 1 j (—1)'n! (gz l b 


—1— -—..——|. 
idr? æ gnti \ 2 n/ 
(Mathem. Tripos, 1909.) 


7. Jeżeli c>—1, to 7> (l +x) HgO +) |*. 
(Mathem. Tripos, 1908.) 


lg (1-+zx) 


8. Zarówno ——, jak stale maleją, gdy æ rośnie 
e] 


ü +a)lg(1+z) 
od 0 do œ. 
Gdy x rośnie od —1 do w, funkcja (1+ax) 17 przybiera raz i tyl- 
ko raz jeden każdą wartość, zawartą między 0 a 1. 
( Mathem. Tripos, 1910). 
1 1 


10. Dowieść, że ——— — — 
Ig(1+x) © 


1 
+: gdy 1-0. 


Wykład czystej matem. 28. 
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l l 
11. Dowieść, że ———— — — maleje stale od 1 do 0, gdy œ rośnie 
ig (1+) æ 


od —1 do w. |Funkcja jest nieokreślona przy x=0, jeżeli jednak umó- 
wimy się, że będziemy jej wówczas przypisywali wartość 4, stanie się 
ona ciągłą w punkcie x«=0. Cheąc dowieść, że pochodna jest ujemna, 
opieramy się na Zadaniu 7]] 

12. Dowieść, że funkcja (lgś— lga)/(£—x), gdzie ¢ jest liczbą do- 
datnią, stale maleje, gdy « rośnie od 0 do Ę. Wyznaczyć granicę tej 
funkcji, gdy 18. 

13. Dowieść, że e"> MaN, gdzie M, N są to duże liczby dodatnie, 
jeżeli x jest większe od większej z dwuch liczb ZlgM i 16N*. 

[Łatwo dowieść, że Igx<2yw, a więc nierówność żądana jest speł- 
niona, o ile 

«>lgM+2Nyr, 


x rT 
a więc tymbardziej jeżeli —>lgM, —>2Nyz]l 


14. Jeżeli f(x) i la) dążą do nieskończoności, gdy xw, i jeżeli 
f'(e)/ę'((r)>w, wówczas f(a)/y(z)>«. Kładąc flaj=«", ę(0)=lgx, do- 
wieść, że (lgx)/x* +0 przy wszelkich dodatnich wartościach na a. 

15. Jeżeli p, q są liczbami dodatniemi całkowitemi, wówczas 


l l 1 rq 
—— 4 — +. — lg =], 
pn+ | pn+2 qn p 
gdy n>w. [Porów. Przykł. LXXXI.6.] 


AT tm 
16. Jeżeli x jest liczbą dodatnią, wówczas nlg | iz - )=— ga, 


gdy n>. 
17. Jeżeli a, b są liczbami dodatniemi, to 


n/a-+- n/d 
(> aa —+ Vab. 
1 1 Ji Ign Yy 
18. Dowieść, że 1+-+z+..F>—— = lg2+-+e,. gdzi 
*ą*5 Eu © WODE vlad 
oznacza stałą Eulera (Przykł, XCII.1), a e, —0, gdy n>o. 
1 E (Bo a 31g2 
19. Dowieść, że 1+>—>F=F=—- m z. 
owieść, że 35 s*7 gtot 2 
1 1 
[Szereg ten otrzymujemy z szeregu 1-5 + 5% biorąc kolejno 


dwa wyrazy dodatnie i jeden ujemny. Suma pierwszych 3n wyrazów 
równa się 
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CY 1 (SE. ) 
BOR "TI BW j 
POZA 0 Ta : 
= £2n+ BZ+zT tEn 3 (lgn+qrte'u) 
gdzie sn, e'a dążą do 0, gdy n>w. Porówn, Przykł. LXXXI6.]| 
21 4 Wd, PYLFGYCJ l 1 
20. Dowieść, żę 1--—-+4+=—- —-+-——— „== g2. 
PRE W Bo TE TERA 
21. Dowieść, że X =; =—8+8E,,1-E,-$, 


- = l l 
gdzie $„=1-+->+t...+—; n=l Haes Stąd wysnuć wniosek, że 
2 n 3 2n—1 


suma szeregu nieskończonego równa się 


—3+3,1g3+21g2. 
(Mathem. Tripos, 1905.) 
22. Dowieść, że 


= E 1 3 
z = =2]lg2-1, £ — = -(1g3—1). 
1 n(4n3—1) 6 1: n(0n*—1) z 08 ) 
23 E E E. dpowied 
. Dowieść, że 3 a 3 g -k są odpowiednio sumami 
szeregów 
W. p ONE a A > OE, 
lśni | 1 4n*—1 1 (2n+1)3—1 1 (2n+1)7—1 


ZAC 
24. Dowieść, że u (-— dąży do Q albo do © zależnie od tego 
*n ę 


czy ace, czy leż a>e. 
m 


(Jeżeli — O , 10 w, ,q/Un *a/e.] 


25. Zbadać, do jakiej granicy dąży funkcja 


matant... +a ota 
bob, t... +b” 
gdy mów. 
(Mathem. Tripos, 1886.) 
Ra 2 
26. Dowieść, że £lg| 1 +=) (» >0) 
n 
dąży do ©. Przy tym samym założeniu 
(1ta)(2+7)...(nrxr) 
—— --L—1— — 


n! 


. 


gdy n>w. 
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27. Przy v> mamy 


1 l 1! 21 
(+0)?  (s+1) (s+2) ereer) ENFAN | 
í Mathem. Tripos, 1908.) 
28. Dowieść, że ciąg 
daj=te, =e, ay=ce" 

dąży do nieskończoności prędzej niż jakikolwiek ciąg skali wykładniczej. 

[Niech będzie e,(w)=e*, es(x)=e*'"),.. Jeżeli ey(x) należy do skali 
wykładniczej, wówczas a„>ey(n), jeżeli n>k.| 

29. Dowieść, że 


gdzie po dokonanym różniczkowaniu kładziemy a=v(x), P=4q(x). 


r yy ©] 
Ustalić analogiczną regułę różniczkowania funkcji y(x) Y 


30. Jeżeli D,”e-T°=e-zy (z) to (I) ę„(x) jest wielomianem stop- 
nia n; (II) 9,,,=—2x4,g',, (III) wszystkie pierwiastki równania „=0 
są rzeczywiste i różne, i są przedzielone przez pierwiastki równania 
Pn_1=0. [Twierdzenia (III) dowieść można za pomocą indukcji.] 

31. Ogólnym rozwiązaniem równania /(xy)=f(x)f(y), w którym f 
oznacza funkcję różniezkowalną, jest funkcja x”, gdzie a jest stałą. 

Ogólnym rozwiązaniem równania 


Mary +f(2-y) =*/(2) f(y) 
jest coshax lub cosas zależnie od tego, czy f'(0) jest dodatnie czy 
ujemne. 
[Przy dowodzie drugiego twierdzenia zakładamy, że f posiada po- 
chodne trzech pierwszych rzędów. Przytym 


3 
2l) tl t y AN O y 0) LA ty" (0)+e'vll> 


gdzie ey, e, dążą do zera wraz z y. Wynika stąd, że /(0)=1, /'(00=0, 
f'(a)=f"(0f(2), tak iż a= v f” (0) albo a= vV -f'10).] 


sin (1/2) x5 (l/a) cosec (1/x)}) 
ki $ $ 


32. Jak zachowują się funkcje z 
x—>+0? 


w gdy 


33. Wykreślić krzywe y=tg ze% 7, y=sin æ Ig tg% . 


34. Równanie e”=ax-+b ma jeden pierwiastek rzeczywisty, jeżeli 
a<0 lub a=0, b>0; jeżeli zaś a>0, to równanie nasze ma dwa pierwiast- 
ki rzeczywiste albo nie ma żadnego, zależnie od tego, czy alga>b—a 
czy teżalga<b—a. 

35. Za pomocą badań wykreślnych wykazać, że eF=ax?+2bx+-c 
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ma jeden, dwa lub trzy pierwiastki rzeczywiste przy a>0, nie ma zaś 
żadnego lub też ma jeden albo dwa pierwiastki, jeżeli a<0. W jaki spo» 
sób możemy rozróżnić te wszystkie przypadki? 
1 FB JJ 
36. Wykreślić krzywą y=— lg( ) i wykazać, że punkt (0, $) 


jest środkiem symetrji, że gdy x przybiera, rosnąc, wszelkie wartości rze- 
czywiste, y rośnie od O do 1. Stąd wysnuć wniosek, że równanie 


l (e—1V 
ACZE 
aira" 


ma jeden pierwiastek rzeczywisty, jeżeli 0<«<1l, że znak pierwiastka 
jest ten sam, co znak funkcji «—4, i że przy innych wartościach na « 
równanie nasze nie posiada pierwiastków rzeczywistych. 


l 'e-1 À | fsinh 2/2 * 
[Przedewszystkim y-4=- í ig — Ig e = Ig ( - 
A- = 4-99 © x2 


jest funkcją nieparzystą zmiennej æ. Mamy też 
dy | f« z / sinhzy/2) 


a „lz ctgh T EY "W / © 


Funkcja, zawarta w nawiasie, dąży do zera, gdy «0; pochodna 
jej równa się 
Ja 
Hisl = 
zł  sinhz/2/ J 
i ma ten sam Znak co a. Wobec tego dy/dx>0 przy wszelkim zj] 
37. Wykreślić krzywą y=e' V x?4-2x i wykazać, że równanie 
eFyx*+2żr=« 
nie ma pierwiastków rzeczywistych, jeżeli «<0, ma jeden pierwiastek 
ujemny, jeżeli 0Xa<a=e''?y2+2Y2; wreszcie jeden ujemny pierwia- 
stek i dwa dodatnie, jeżeli u>a. 


n 


? 4 
38. Dowieść, że równanie O posiada je- 
i n: 


den rzeczywisty pierwiastek przy n nieparzystym, przy n zaś parzystym 
nie ma wcale pierwiastków rzeczywistych. 

[Załóżmy słuszność twierdzenia przy n = 1l, 2,..2k. Równanie 
faq 1(9)=0 ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty, jako równa- 
nie stopnia nieparzystego, nie może zaś mieć więcej pierwiastków, gdyż 
f/wa1(2) czyli falx) musiałoby przynajmniej raz jeden równać się zeru. 
Tak więc f9,,4(0)=0 posiada dokładnie jeden pierwiastek, wobec czego 
równanie f2, ,9(2x)=0 nie może mieć więcej od dwuch. Jeżeli ma ono 
dwa pierwiastki a, B, wówczas f',,o(c) czyli foy,y(c) musi równać się 
zeru przy x=y, gdzie u<q<f. Mamy 


fanran 0* gpzzy?* 
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Ale f24,9(2)>0, jeżeli æ przybiera duże wartości (dodatnie lub ujemne); 
chwila zastanowienia wystarczy do spostrzeżenia, że zachodzi tu sprzecz- 
ność.] 

39. Jeżeli a, b są liczbami dodatniemi, mało różniącemi się od 
siebie, wówczas zachodzi „przybliżone* równanie 
a a—b/l 1y 


A 2 \ a p 3) ` 


(a—b) 
3 


przyczym błąd wynosi prawie — 7 | Wzór ten jest ciekawy pod wzglę- 
a 


dem historycznym, gdyż posługiwał się nim Napier przy obliczaniu lo- 
garytmów.] 
40. Zapomocą mnożenia szeregów dowieść, że przy —l<x<1l mamy 
EgO aj]? ="/ 2? — !/4(1+'/4027 +1/,(1-+1/,F 1/02" -—- 
ę (arctg a)*="/a;c*— 1/( 1-247)" 4 1/.(1- st aa... 
41. Dowieść, iż 
(ax) = eil "ate /.,(8-+3a)ax"(] He, 


gdzie s, —0, gdy «10. 


a” an 
42. Pierwsze n+2 wyrazy w rozwinięciu lg (1+2 t -p teet >) 
r m 


według potęg zmiennej «x są to: 


an+1f 1 x g? g” 
i < e M =u t=) -emar 
n! tntl l{n-+-2) 2l (n+3) u! (2n+1) 
( Mathem. Tripos, 1899.) 
43. Rozwinięcie funkcji 
: ( r z” y 
© e] 
p 4 = n / 


według potęg zmiennej » zaczyna się od wyrazów 


n+1 n n+s+1 
l — m a. um DY > > 
n+l dmi (n-rs)(nret1) 
(Mathem. Tripos, 1909). 
44, Przy —l<xa<1l mamy 


Sal > a lai | 3 _ zl(zmt3) 
= 3.6 = 736 4 raza 9(1-2)'” 

7 2.1154. 
a ipb DEB 
U 36 3.0.9 27(1—x)"" 


[Zastosować metodę Przykł. XCV.6. Prościej prowadzi do celu róż- 
niczkowanie, ale teorja różniczkowania szeregów nieskończonych prze- 
kracza ramy niniejszej książki.] 
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45. Dowieść, że 


-5 dx l I 
— —- z — | 
yi (Œx+a) (c * b) a—b 8 b/ 
U dx AE | za 
= —da—b-bis(>)| 
$ («© talx + b)’ (a—b)%%U 81 b/ 
N r dx Hr I P 
R O =a 
Jo (eta) (=+b) (a—b)*l i b/ J 
= d 1 % 
| dæ EA ta Ig (> l 
Jo (x +a)(x7 +b") (a*+b?ibi 2 <kh 4 
icis xdr l fnb ay 
| -— = Aztag (2h 
o (+a) (x?+b) a?+b" 12 b 


o ile tylko a i b są dodatnie. Wysnuć stąd (a prócz tego dowieść niezależ- 
nie od powyższych całek), że przy wszelkim dodatnim a każda z funkcji 


ra R 
a—l-iga, alga—a+l, ———lga, talga 


jest dodatnia. 
46. Jeżeli u, 8, y są liczbami dodatniemi i 8?>ay, to 


dæ i gityi =al 


"x 


$ ams?-+2Br+y YB? my | Var 
jeżeli zaś a>0 i ay>8?, wówczas całka ta równa się 


Zn 
8 
-] ~ 


przyczym łuk zawiera się między 0 a r. Czy istnieją inne, odmienne od 
poprzednich przypadki zbieżności całki? 


l sz 
—— aretg (> zi 
g2 g 


vaf=P i 


47. Jeżeli a> —1, wówczas 


f da a je dt 3 N du 


Ji (+a) vai o gosht+m , wrZauęl 


Jeżeli —l<a<i, to wartość całki jest 


2 —- 
—— irg | / 1-« e 
vi—= a l-+a 
jeżeli zaś a>l, to wartość całki jest 
1 Vatl+ va-l 2 a — 
= LI =: = = ZEK ZU NY, 
Va - il Va+lva—<l1 Va? —] zł 
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Zbadać przypadek, gdy a=l1. 
*« 
48. W podobny sposób przekształcić całkę = A. — 
Jo (æ+a) vat +4 
w której a>0, i dowieść, że równa się ona 


1 a+1+ Va? +1 _ Va +1 
=-= |. a = arg tgh — —, 
Va Fl a+1-VaG+1 va*+1 a+1 
49.0 p z lg2 
49. Dowieść, że | arc tgs dx= 0 a . 


«0 


50. Jeżeli O<u<l, 0<ß<1, wówczas 


F = l 1+ Va 
| 1 V(1-2ac+Fe7) (1 —2$x +87) Va g qa 7 Z = 
51. Jeżeli a>b>0, to 

Fe de = 
A acosh*+bsinh* S E 


. 


52. Dowieść, że 


f; igx i lga 
o lta = J, Ita 
2 ligg 
| mz. 
0 +e 
a więc przy a>0 mamy 
» | 
| BR" = za Iga 
at- æ? 2a 


53. Dowieść, że przy a>0 mamy 


| 


.0 


D r 
ie +=) dx=ra 
z 
54. Żadne równanie kształtu 


AeF+ Bef” +-...=0 


nie może się sprawdzać przy wszelkich wartościach na w, jeżeli 4, B,.. 
są wielomianami, a a, f,... różnemi od siebie liczbami rzeczywistemi. 
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ROZDZIAŁ X. 


OGÓLNA TEORJA FUNKCJI LOGARYTMICZNEJ I WYKŁADNICZEJ 
ORAZ FUNKCJI KOŁOWYCH. 


210. O funkcjach zmiennej zespolonej. W rozdziale III 
określiliśmy zmienną zespoloną 


z=g+ iy 


i poznaliśmy kilka prostych własności niektórych funkcji zmien- 
nej zespolonej, w szczególności zaś wielomianów P(z). Nie po- 
daliśmy jednak dotąd ogólnego określenia pojęcia: „funkcja 
zmiennej zespolonej e*. 

Zdawałoby się, że najprościej jest wzorować się na okre- 
śleniu funkcji zmiennej rzeczywistej i powiedzieć: Z jest funk- 
cją zmiennej z, jeżeli między temi dwiema zmiennemi zacho- 
dzi związek, na mocy którego pewnym (lub wszystkim) war- 
tościom z odpowiadają jedna lub kilka wartości Z. Okazuje 
się jednak, że takie określenie nie posiada praktycznej warto- 
ści. Istotnie, gdy z jest dane, dane są również «x, y, i odwrot- 
nie; a więc „wyznaczyć wartość zmiennej z” jest tym samym, 
co „wyznaczyć parę wartości ziniennych z, y”. Na mocy tego 
określenia, „funkcja zmiennej z* byłaby tym samym, co funkcja 
zespolona 


f (2, y)-+ glz, y) 
dwuch zmiennych rzeczywistych z, y. Np. 
x—iy, cy, z= \yY +x, amz=arctg(y/w) 


byłyby to „funkcje zmiennej z“. 
Takie określenie, jakkolwiek poprawne, byłoby bezcelo- 
we, gdyż nie wprowadzałoby żadnego nowego pojęcia. Postą- 


www.rcin.org.pl 


— 442 — 


pimy tedy lepiej, jeżeli terminowi: „funkcja zmiennej zespolo- 
nej z* nadamy znaczenie bardziej specjalne, oznaczając tą na- 
zwą jedną tylko klasę z pośród funkcji zespolonych. Nie mo- 
żemy roztrząsać tej sprawy w całej ogólności, przekroczyli- 
byśmy bowiem ramy, zakreślone wykładowi elementarnemu 
Analizy; to też nie podamy ogólnej definicji funkcji zmiennej 
zespolonej, lecz poprzestaniemy na określeniu bezpośrednim 
kilku typów takich funkcji. 


211. Określiliśmy już dawniej wielomiany zmiennej z ($ 32), 
funkcje wymierne zmiennej 2 ($ 39) i pierwiastki tej zmiennej 
($ 40), Można również z łatwością rozciągnąć za przypadek 
zmiennej zespolonej z określenie funkcji algiebratcznych wyraź- 
nych i uwikłanych, podane przez nas ($$ 19—20) dla zmien- 
nej rzeczywistej z. We wszystkich tych przypadkach będzie- 
my nazywali liczbę zespoloną z argumentem funkcji f(z). W ni- 
niejszym rozdziale zajmiemy się określeniem i wyznaczeniem 
zasadniczych własności funkcji logarytmicznych, wykładniczych 
i kołowych zmiennej z. 

Zaczniemy od funkcji logarytmicznej. Odrazu powstaje 
myśl uogólnienia określenia, podanego poprzednio dla zmien- 
nej rzeczywistej dodatniej 

le a- | a 5 (x > 0); 
TA | 
chcąc jednak pomysł taki w czyn wprowadzić, musimy wpierw 
rozszerzyć nieco samo pojęcie całki. 

212. Całki krzywolinjowe rzeczywiste i zespolone. 
Niech AB będzie łukiem (który oznaczymy przez C) krzywej, 
określonej przez równanie 

z=slt), y="vlt), 
w których g i % są funkcjami zmiennej £, posiaądającemi ciągłe 
pochodne y', 4. Przypuśćmy, że gdy t zmienia się od tą do t,, 
punkt (x, y) porusza się po krzywej wciąż w tym samym zwro- 
cie od d do B. 
Całkę krzywoliniową wzdłuż tuku C 
| gc, yjddz=hfz,ydyt . . . . . .(1) 


s C 
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gdzie y, h są funkcjami ciągłemi zmiennych x, y, określamy 
jako równoznaczną z zwykłą całką określoną, otrzymaną przez 
podstawienie x=y(t), y=Y(t), czyli z całką 


| UG: PIĘ his, piy’ tdt. 


Łuk C nazywamy drogą całkowania. 
Przypuśćmy teraz, że 


z=c—ty=s(f) ryt), 


tak iż punkt z zakreśla na wykresie Arganda krzywą C. Przy- 
puśćmy dalej, że funkcja 
fi 2Z\= itU 


jest albo wielomianem, albo funkcją wymierną zmiennej z. 
Przy tych założeniach określany symbol 


| EJAE: +. aus N r a dz T) 
jako | (u—tv)(dac—idy) , 
„0 


czyli jako | (u dr=vdy)--1 | (v dx u dy). 

213. Określenie funkcji Log ¢. Niech 4=£--1 będzie do- 
wolną liczbą zespoloną. Funkcję Logę (czyli ogólny logarytm 
liczby č) określamy za pomocą równania 

* dz 


Logt = | - 


z 
f < 


gdzie C jest łukiem krzywej, który zaczyna się w punkcie 1, 
kończy w punkcie £ i nie przechodzi przez początek układu. 
Np. drogi (a), (b), (© na rys. 62 są właśnie takiemi drogami 
całkowania, o jakich mowa w naszym określeniu. Tak więc 
wartość funkcji Logz jest określona, skoro została obrana dro- 
ga całkowania. Na razie jednak nie widzimy, czy wartość 
funkcji Logz jest czy nie jest zależna od obranej drogi całko- 
wania. Przypuśćmy np., że £ jest liczbą rzeczywistą dodatnią 
równą ć; w takim razie jako jedną z możliwych dróg całko- 
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wania mamy odcinek od 1 do é, określony, powiedzmy, przez 
równania c=, y=0. W tym szczególnym przypadku mamy 
dla naszej drogi całkowania 

5 di 
Logi= | F 
tak iż Logé równa lg$, t.j. równa się wartości funkcji loga- 
rytmicznej, określonej w poprzednim rozdziale. Niewątpliwie 


Rys. 62. 


tedy lg stanowi przynajmniej jedną z wartości funkcji Log$, 
gdzie £ jest liczbą rzeczywistą dodatnią. Ale i w tym przy- 
padku możemy znaleźć nieskończenie wiele dróg całkowania 
i nie mamy żadnej pewności, czy każda wartość funkcji Log€ 
równa się lgt. Jest rzeczą zupełnie możliwą, że określona 
przez nas nowa funkcja Logé okaże się wielowartościową. Na 
razie możemy tylko powiedzieć, że są jednakowo możliwe trzy 
następujące przypadki: 

(1) może się okazać, że Logt posiada stałą wartość, nie- 
zależną od drogi, po której idziemy od punktu 1 do punktu £; 

(2) może się okazać, że każdej drodze odpowiada inna 
wartość naszej funkcji; 

(3) jest również rzeczą możliwą, że funkcja nasza posia- 
da kilka różnych wartości, z których każda odpowiada pewnej 
klasie dróg całkowania. 

Dopiero dalsze badanie wykaże, który z tych trzech mo- 
żliwych przypadków istotnie zachodzi. 
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214. O wartościach funkcji Logt. Przypuśćmy, że p 
i ę są spółrzędnemi biegunowemi punktu 2=$, że więc 


t=p(cos —1 sin f). 


Załóżmy, że —r<yp<m, że natomiast p przybierać może wszel- 
kie wartości dodatnie. Jednym słowem, ¢ może przybierać 
wszelkie wartości z wyjątkiem tylko zera i ujemnych rzeczy- 
wistych wartości. 

Zarówno spółrzędne (æ, y), jak i spółrzędne biegunowe 
(r, è) każdego punktu, leżącego na „drodze całkowania” C, są 
funkcjami zmiennej t Mamy również, na mocy określenia 
S 22, 
"de _ 


` det dy 
cz ZE Z iy 


Log t= | 


"h 1 da : ę 
= | = ży i +i geldt- 


t 


Ale c=rcos$, y=rsin$ oraz 


da „dy -dr : dð 28, dr dy 
— = = 50s © — f 8 + - + £ -t 208 
dt ** ai (co gp "sini T) i (sind y r cos? dt) 
8.-Lisin gyfć dè 
= (008 g | -+- 
(cosi +811 i (ar w ii) 
tak iż 


"t, 
- 
Log = | 
alho 


l dr ‘h dẹ 
i| 
t 


2 dl -+ . di dt=[|lg r] -+t [AH], 


gdzie symbol [1gr] oznacza różnicę między wartościami funk- 


Rys. 63. 


cji lgr w punktach, odpowiadających wartościom t=ł, i =t, 
a [%] ma analogiczne znaczenie. 
Rzecz jasna, że 
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[igr]=1gp—lg1l=1gp; 
co się tyczy wartości [%], to sprawa wymaga bliższego zasta- 
nowienia. Przypuśćmy najpierw, że drogą całkowania był od- 
cinek od 1 do b. Pierwotną wartością zmiennej % jest ampli- 
tuda punktu 1, albo raczej jedna z amplitud tego punktu, czyli 
pierwotnie d=żkx, gdzie k jest dowolną liczbą całkowitą. 
Z rys. 68 widzimy, że è rośnie od 2ka do 2Żkx--y, gdy punkt 
porusza się po odcinku, Tak więc 

[3]=(żkr-+4)—2kz=ę, 
mamy tedy 


Log Ç=lg p+ t9, 
o ile drogą całkowania jest odcinek prostej. 

Tę wartość szczególną funkcji Logt nazwiemy jej war- 
tością główną. Jeżeli ¢ jest liczbą rzeczywistą dodatnią, ma- 
my $=p, g=0, tak iż wartość główna funkcji Log¢ jest wów- 
czas znaną nam już, pospolitą funkcją logarytmiczną lgt. Mo- 
żemy wartość główną oznaczać stale symbolem lg £, wobec czego 


część urojona tej wartości głównej leży między —r a r. 
Weźmy teraz pod uwagę dowolną drogę całkowania (jak 
na rys. 64), byle taką, że obszary, zawarte między nią a od- 


Rys. 64. 


cinkiem (1,6), nie zawierają początku spółrzędnych. Łatwo do- 
strzec, że i tu [%]=ę. Jeżeli np. punkt porusza się wzdłuż 
krzywej, oznaczonej na rysunku linją ciągłą, wówczas % z po- 
czątku równa się Żkn, następnie maleje do 2kn— XOP, poczym 
znów wzrasta, przybierając w punkcie (© wartość 2kt, w koń- 
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cu zaś swej drogi wartość Żka--g. To samo spostrzec można 
na krzywej, oznaczonej kropkami, jakkolwiek mamy tu do czy- 
nienia z nieco bardziej złożonym przypadkiem, gdyż mamy 
dwa obszary, z których żaden nie zawiera początku spół- 
rzędnych. 

Tak więc, jeżeli droga cnikowania posiada tę własność, że 
krzywa zamknięta, utworzona przez tę drogę t przez odcinek pro- 
stej od 1 do 6, mie zawiera początku spółrzędnych, wówczas 


Logt=1g(=lgp-ię. 


Z drugiej strony, łatwo jest zbudować taką drogę całko- 
wania, żeby [ð] nie równało się . Weźmy np. pod uwagę 
krzywą, oznaczoną na rys. 65 zapomocą linji ciągłej. Jeżeli 


Rys. 65. 


początkowo JP=2km, te w punkcie P mamy +=Żkr--2m, w punk- 
cie Q mamy 2kr-|-4r, wreszcie w punkcie mamy 2Żkr--4r--4, 
tak iż [8]=4n—-5, a 

Logt=lg p--1(4--0). 


W tym przykładzie droga całkowania dwa razy otacza 
początek spółrzędnych. Rzecz jasna, że gdyby otaczała ona 
ten początek k razy, mielibyśmy [$%]=2kr--9 oraz 


Logt=lgp+-i(2kr--5), 


gdzie k jest liczbą całkowitą dodatnią. Biorąc krzywą o prze- 
ciwnym zwrocie (jak np. krzywą, zaznaczoną na rysunku krop- 
kami), otrzymamy analogiczny wzór, w którym k będzie mia- 
ło wartości ujemne. 

Ponieważ t|=p, a różne kąty kształtu 2kr--ę są różne- 
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mi wartościami amóć, zatym każda wartość funkcji lgć +zam$ć 
jest wartością funkcji Logi. Rzecz jasna, że każda wartość 
funkcji Logt musi być tego kształtu. 

Dochodzimy tedy do wniosku, że wartość ogólna funkcji 
Logt równa się 

lgt -iam $=lg p4-1(2kr +9), 
gdzie k jest dowolną liczba całkowitą dodatnią lub ujemna. War- 
tość k zależy od obranej przez nas drogi całkowania. Jeżeli tą dro- 
gą jest odcinek prostej, wówczas k=0 t 
Log £=lg(=1g p--tę. 

W powyższych badaniach oznaczaliśmy przez ¢ argument 
funkcji Logt, a przez ($, ņ) lub przez (p, 9) oznaczaliśmy spół- 
rzędne punktu ©, natomiast z, (2, 4), (r, *) oznaczały dowolny 
punkt, leżący na drodze całkowania, oraz jego spółrzędne. Te- 
raz nie mamy już potrzeby rozróżniać tych dwu znakowań, to 
też w następujących przykładach przez z oznaczać będziemy 
argument funkcji Log z. 

Przykłady XCVI. 1. Zakładaliśmy dotąd, że —n<Y$<m czyli usu- 
walismy przypadek, gdy z jest liczbą rzeczywistą ujemną. W tym przy- 
padku odcinek, łączący punkty 1 i z, przechodzi przez punkt 0, a więc 
nie może być drogą całkowania. Zarówno z jak —n są wartościami amz, 
a è równa się jednej z tych dwu wartości; mamy również r=—z. War- 
tości funkcji Logz są wciąż wartościami funkcji lg|z|+żamz, a miano- 
wicie równają się 

1g(—2) + k+ L)ri, 
gdzie k jest liczbą całkowitą. Wartości ig(-2) Eri oraz lg(—z)—ri od- 
powiadają drogom całkowania od 1 do z, leżącym całkowicie nad i pod 
osią 'liczb rzeczywistych. Którąkolwiek z tych dwu wartości możemy 
uznać za główną: obierzemy wartość lg(—2)+ni, odpowiadającą pierw- 
szej drodze. 


2. Zarówno część rzeczywista, jak część urojona każdej wartości 
funkcji Logz są funkcjami ciągłemi zmiennych a, y, z wyjątkiem punktu 
c=0, y=0. 

3. Równanie funkcyjne, któremu czyni zadość Logz. Funkcja 
ta czyni zadość równaniu 

Log użą=Logz,+Logzz . . . . . . . . (3) 
w tym sensie, że każda wartość jednej strony tego równania jest jedną 
z wartości drugiej strony. Aby się o tym przekonać, kładziemy 
zy=r,(cos%,-+isin3,), 2+=r,(cos Vy +i sin 9) 


stosujemy wzór poprzedniego paragrafu. 
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Natomiast równanie 
Igzizz=lgz, Iga; . . ; - (2) 


nic zawsze bywa słuszne. Jeżeli np. mamy 


—1+iv3 2x 2z 
Ži z— Tez ="0058 — +i sin =>, 

, 2zi y 4mi ` , 
wówczus |gz,j=lgra=—— ; otóż suma lga, + gz: 3 daje wprawdzie 
jedną z wartości funkcji Logzyz,, ale nie główną jej wartość. Jakoż 

Dai 
SRi 
Igan 3 


Równanie typu (1), w którym każda wartość jednej którejkolwiek 
strony jest jedną z wartości drugiej strony, nazwiemy równaniem zu- 
pełnym. 

4. Równanie Logz”*=m Logz, w którym m jest liczbą całkowitą, 
nie jest zupełne: każda wartość prawej części jest jedną z wartości le- 
wej części równania, ale twierdzenie odwrotne nie jest sluszne. 

5. Równanie Log (i/z) =— Logz jest zupełne. Mamy również 
Ig(l/z)==lgz, z wyjątkiem tylko przypadku, gdy z jest liczbą rzeczywi- 
stą ujemną. 

6. Równanie 


lg | = > =|g(z —a) — lg(z—b) 

jest słuszne, o ile z leży -poza obszarem, ograniczonym przez odcinek, 
łączący punkty z=a i z=b. oraz pólproste, poprowadzone z tych punk- 
tów w zwrocie ujemnym równolegle do OX. 

7. Równanie 

\ / b 
ig j=l -|g|1-— 
b=z/ ` [d ` z 
jest słuszne, o ile z leży poza trójkątem, wyznaczonym przez punkty 
(M 3, U» 

8. Wykreślić funkcję zmiennej rzeczywistej E(Log x). |Wykres skła- 
da się z dodatnich promieni prostych y=2kx i z ujemnych promieni pro- 
stych y=(Qk+1)r.| 

9. Funkcja fix) zmiennej rzeczywistej x, określona przez równanie 

zflx) =pr+(q—p)l (Ig x), 
równa się p przy x>0, a przy z<0 równa się q. 
10. Funkcja f(x), określona przez równanie 
rf(0)=prt(q>p)liig(r—1)| +(r—q)l(ig ©), 
równa się p przy x>l, równa się q przy 0<x<1, wreszcie równa się r 
przy ©<0. 
Wykład czystej matem. 29. 
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11. Przy jakich wartościach z funkeja lgz lub jakakolwiek war- 
tość funkcji Logz są (I) rzeczywiste, (Il) czysto urojone? 
12. Jeżeli z=x+iy, to Log Logz=lg R+1(Q--?k'n), gdzie 
R:=(lg+r)?+(3+2kn)?, 
a © oznacza najmniejszy kąt dodatni, wyznaczony przez równania 
cos © :sinQ©:1=lgr:(8+2kn): V (Igr)2+(9+2kn)?. 


Naszkicować nieskończony zbiór wartości Log Log(l+ży/3), zazna- 
czając, które z nich są wartościami lg Log(1--44/8), które zaś wartościa- 
mi Log lg(i +ży/3). 


215. Funkcja wykładnicza. Wzorując się na określeniu 
funkcji e” zmiennej rzeczywistej y, możemy utworzyć nastę- 
pujące 

OKREŚLENIE. Jeżeli jakakolwiek wartość funkcji Log z równa 
się 6, nazywamy z funkcją wykładniczą zmiennej $ i piszemy 


ZEP. 


Tak więc ż=expt, jeżeli țt=Logz. Każdej danej warto- 
ści na z odpowiada nieskończenie wiele wartości $; możnaby 
więc przypuszczać, że zachodzi również zjawisko odwrotne, 
czyli że exp$ jest nieskończenie wielowartościową funkcją 
zmiennej 6. Tak jednak nie jest, o czym przekonamy się z na- 
stępującego twierdzenia. 


TWIERDZENIE. Funkcja wykładnicza exp 6 jest jednowartoś- 
eiową funkcją zmiennej ©. 

Jakoż przypuśćmy, że 

2, =7,(cos È +i sin %,), 2,=r,(cos %,+-4sin $,) 
są to dwie wartości funkcji exp¢. W takim razie 
cng e LOR i 
a wiec 1er,--14(3, 1 2mr) =lgr, +i, + 2nT), 
gdzie m, n są liczbami całkowitemi. Stąd wynika, że 
lgr,=lgr,, t 2mr=ð, + 2nT, 


a więc r,=r,, a ẹ i $, różnią się o wielokrotność 2m, czyli 
z .—=2 
y= 


WNIOSEK. Jeżeli t jest liczbą rzeczywistą, to expt=e", t.j, 
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równa się funkcji wykładniczej zmiennej rzeczywistej, którą okre- 
śliliśmy w rozdziale IX. 

Istotnie, jeżeli z=e*, to lgz=tć, czyli ¢ jest jedną z war- 
tości funkcji Log z, a więc z=expQ. 


216. Wartość funkcji exp4. Niech będzie t=£--iy 
i niech 
z=exp $=7(cos 1) +-4 sin 8). 
W takim razie 


5-iq=Logz=lgr--U3+ Zm), 
gdzie m jest liczbą całkowitą. Wobec tego $=ler, q=0--2ma, 
czyli r=e, +=1—-2ma, 
a więc exp (b+ in) =e (cos q--i sin n). 


Przy q4=0, mamy exp$=e*, co już otrzymaliśmy w § 215. 
Rzecz jasna, że zarówno część rzeczywista, jak część urojona 
funkcji exp(ż--14) są funkcjami ciągłemi zmiennych é, 4 przy 
wszelkich wartościach tych zmiennych. 


217. Równanie funkcyjne, któremu czyni zadość expt. 
Niech będzie t =$, Hini, b=% tih. Mamy 


exp 6, x exp 6, =£*! (cos q,--4 sin q,) x (CoS Na Hi sin g) 
= e + a [cos(q, 1-12) --isin(q, 1-1,)] 
=exp(6,-02). 


Widzimy, że nasza funkcja czyni zadość równaniu funk- 
cyjnemu f(6,--4,)=/(6,)/(£,), o którym wiemy już ($ 198), że 
jest słuszne dla wszelkich rzeczywistych wartości na 6, i£,. 


218. O funkcji a. Przy t rzeczywistym mamy expt=e*; 
zdawałoby się tedy rzeczą praktyczną używać tego samego 
symbolu przy £ zespolonym i zarzucić zupełnie symbol exp$. 
Nie postąpimy jednak tak, gdyż podamy ogólniejsze określenie 
symbolu e*, przyczym okaże się, że exp jest tylko jedną 
z wartości funkcji e*. 

Określiliśny już symbol a* w wielu poszczególnych przy- 
padkach. Elementarna algiebra symbol ten określa przy a do- 
datnim rzeczywistym i przy £ wymiernym, jak również przy 
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a rzeczywistym ujemnym i przy ¢ wymiernym, mającym mia- 
nownik nieparzysty. Na mocy tych określeń a* może mieć co- 
najwyżej dwie wartości. W rozdziale III uogólniliśmy to okre- 
ślenie na przypadek, gdy a jest dowolną liczbą zespoloną lub 
rzeczywistą, a ¢ liczbą wymierną p/q. W rozdziale IX poda- 
liśmy nowe określenie, które wyraziliśmy za pomocą równania 


ać = elga, 


gdzie £ jest liczbą rzeczywistą, a zaś jest liczbą rzeczywistą 
dodatnią. 

Nie mamy jednak dotąd określenia, na mocy którego mo- 
glibyśmy przypisać jakieś znaczenie takim symbolom, jak 


(A--i)r2, ©, (8422+, 


Podamy tedy określenie ogólne symbolu a*, które da się 
zastosować do wszelkich wartości rzeczywistych lub zespolo- 
nych liczb a, 6, z wyjątkiem tylko przypadku, gdy a jest zerem. 


OKREŚLENIE. Humnkcję a* określamy ża pomocą równania 
uż =exp(t Log a), 
w którym Loga jest jakąkolwiek wartością logarytmu liczby a. 


Musimy najpierw przekonać się, czy to nowe określenie 
nie jest sprzeczne z poprzedniemi i czy zawiera je wszystkie 
jako przypadki szczególne. 

(1) Jeżeli a jest liczbą dodatnią, a ¢ liczbą rzeczywistą, 
wówczas jedna wartość funkcji t Loga, mianowicie tlga jest 
liczbą rzeczywistą, a exp(tlga)=e>'B9, co zgadza się z okre- 
śleniem, podanym w rozdziale IX. Widzieliśmy już, że okre- 
ślenie rozdziału IX nie jest sprzeczne z określeniem, które po- 
daje algiebra elementarna, a więc to samo da się powiedzieć 
i o nowym naszym określeniu. 

(2) Jeżeli a= (cos 4-4 sin 6), to 


Loga=t-+-i(h+-2mnm), 


Imz) 


exp( S Log a) = P1 Cis VE 


g 


gdzie m jest dowolną liczbą całkowitą. Łatwo widzieć, że gdy 
m przybiera wszelkie możliwe wartości całkowite, wówczas 
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powyższe wyrażenie przybiera 4 i tylko g różnych wartości, 
które są właśnie wartościami na a?", znalezionemi w § 41. 
Tak więc nasze określenie jest zgodne z określeniem roz- 
działu IL. 


219. Ogólna wartość funkcji a*. Niech będzie 
t=¢--in, a=s(cost--żsin p), 

gdzie —r<'h<gm, tak iż, według znakowania poprzedniego pa- 
ragrafu, mamy s=e' czyli t=lg o. 

W takim razie 

t Loga=(--ir)|lg 3+-1(0-+2mm)| = L-tM, 
gdzie 
L=€lgs—rlh-2mn), M=qlgo--E(1-L2mn), 
a =exp(t Log a) =e? (cos M--tsin M). 

Tak więc ogólną wartością funkcji a* jest 
eè lgs—1(4 me) (cosiy lg së (P+ 2ma)| Lisin|qlgo--$ (4+2mn)ł]. 

Funkcja a» jest więc funkcją nieskończenie wielowarto- 
ściową. Istotnie, o ile q==0, wówczas dla każdej wartości na m 

ja*|=e7183— 107 7$mr) 
ma inną wartość. Jeżeli q=0, moduły wszystkich wartości a> 
równają się sobie. Ale dwie wartości są różne, o ile nie są 
równe sobie ich amplitudy lub o ile nie różnią się o wielo- 
krotność liczby 2m. Wobec tego ś(t--2mx) oraz £()--2nnx) gdzie 
m, m są to różne liczby całkowite, muszą różnić się o wielo- 
krotność liczby Żx. Jeśli jednak 
6(b--2mm)—ś(v -2mmr) = kr, 

to 6=kj(m—n) jest liczbą wymierną. Dochodzimy tedy do 
wniosku, że a> jest funkcją nieskończenie wielowartościową, o ile 
6 mie jest liczhą rzeczywistą wymierną. Z drugiej strony wiemy 
już, że gdy £ jest liczbą rzeczywistą wymierną, wówczas funk- 
cja a> posiada tylko skończoną liczbę wartości. 

Wartość główną funkcji aè otrzymujemy, dając na Loga jego war- 
tość główną, czyli kładąc we wzorze ogólnym m=0. Tak więc 

62718 |eos(q185+48)+isin(n lg 0-40)! 


jest główną wartością funkcji a*. 
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Dwa szczególne przypadki są godne uwagi. Jeżeli a jest liczbą 
rzeczywistą dodatnią, a ¢ jest liczbą rzeczywistą, wówczas c=a, 4-0, 
5=6, q=0 i wartością główną funkcji a jest ela, t.j. wartość, określo- 
na w poprzednim rozdziale. Jeżeli |a|=1l, a ¢ jest liczbą rzeczywistą, 
wówczas c=], Ę=6, q=0, a główną wartością funkcji (cosy+żsin'p)* jest 
eosóy+isin$4. Jest to dalsze uogólnienie twierdzenia De Moivrea 
($$ 38, 41). 

Przykłady XCVII. 1. Znaleźć wszystkie wartości i* 

[Na mocy określenia i4*=exp(ż Logi), ale 


T r 
i=c0s_-+isin-, Logi=(2k+$)ni, 
gdzie k jest łiczbą całkowitą. Wobec tego 
i ii=exp|— (2k+4)r} =e TDT, 
Wszystkie więc wartości :* są rzeczywiste dodatnie.| 


2. Znaleźć wszystkie wartości (1+4), itf, (l-i)'**. 


3. Wartości GR, wykreślone na djagramacie Arganda, są wierz- 
chołkami wielokąta równokątnego, wpisanego w spiralną równokątną, któ- 
rej kąt jest niezależny od a. 

(Mathem. Tripos, 1899). 


g 


[Jeżeli a” =r(cos*+isin%) mamy 


rze IB) pon lgo+t(1+2mn); 
wszystkie punkty leżą na krzywej 
pao EHNE NR, 


4. Funkcja = Kładąc we wzorze ogólnym a=e. czyli lga=l, 
v=0, mamy 


2-3 
e> = 67 7 MTN cos(-+ Zma$) + i sin(q+ 2mn$)|. 


Wartością główną funkcji E jest é (cos ny + isin) czyli expt. 
W szczególności, jeżeli ¢ jest liczbą rzeczywistą, tak iż y=0, mamy war- 
tość ogólną 


A (cos Zmn +i sin 2mrć), 


główna zaś wartość niczym innym nie jest, jak wartością dodatnią 
funkcji wykładniczej, określonej w rozdziale IX. 


5. Dowieść, że boed Fómn 06 2sr2 gdzie m, n są dowolnemi 


liczbami całkowitemi, i że Logat posiada wogóle dwa nieskończone cią- 
gi wartości. 


6. Równanie Masa > jest zupełne. (Przykł. XCVI.3). 
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; z E 5 . : a a 
7. Równanie a X5'= (ab) jest zupełne, ale odpowiednie równa- 
nie dla wartości głównych nie jest zawsze słuszne. 


8. Równanie a*xa* =a* '” nie jest zupełne, ale jest słuszne w za- 
stosowaniu do wartości głównych. [Każda wartość strony prawej równania 
jest zarazem wartością jego lewej strony, ale wartość ogólna funkcji 
ač x ač czyli 

exp ié(lga+2mr i) +6'(Iga+ 2nn i)| 
nie jest naogół wartością funkcji a'**, o ile tylko m-En.] 
9. Czy równania 
Laga =tloka, fa” =(a" a" 
są zupełne? 

10. Przy jakich wartościach na $ jakakolwiek (albo główna) war- 
tość funkcji e” jest (I) rzeczywista, (Il) czysto urojona, (III) ma moduł 
równy jedności? 

11. Żeby wszystkie wartości funkcji aż były rzeczywiste, trzeba 
i wystarcza, aby zarówno 26, jak |ylg|a|+Eamal/r, gdzie ama oznacza 
dowolną wartość amplitudy, były liczbami eałkowitemi. Jaki jest waru- 
nek konieczny i dostateczny, żeby wszystkie wartości miały moduł rów- 
ny jedności? 

12. Przy x>0 ogólną wartością funkcji |q'+a"*| jest 


emor /2cosh 2(m+n)r-+cos(21ga)|. 


13. Gdzie tkwi błąd w następującym rozumowaniu: ponieważ 


erT =" —], gdzie m, n są liczbami całkowitemi, zatym, podnoszą 


obie części równania do potęgi i, mamy e” "rt = nn? 

14. Kiedy wartości funkcji x”, gdzie x jest liczbą rzeczywistą, są 
rzeczywiste? 

[Jeżeli x>0, mamy 


a” =€Xp(x Log z)=exp(z lg c)Cis 2mnx, 


przyczym pierwszy czynnik jest rzeczywisty. Wartość główna, którą 
otrzymujemy kładąc m=0, jest zawsze liczbą rzeczywistą. 

Jeżeli æ jest albo ułamkiem wymiernym kształtu p/(2q+1), albo 
liczbą niewymierną, wówczas funkcja nie ma innej wartości rzeczywistej. 
Jeżeli r=p/2q, wówczas istnieje druga rzeczywista wartość przy m=q, 
a mianowicie wartość —exp(x lg z). 

Jeżeli c=—$<0, to 


a"=exp| —6 Log(—2)|=exp(—$1g$6)Cis! — (2m-+ 1)ćr]. 


Wartość rzeczywistą możemy otrzymać tylko przy $=p/(2q9+1), 
gdy m=q; wartość ta równa się 


exp(—t lg EJCie( —mn)=(= 126". 
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15. Logarytm przy dowolnej zasadzie. Funkcję ¿=Logaz mo- 

żemy określić w dwojaki sposób; (I) możemy powiedzieć, że $=Logaz, 
ją 

jeżeli wartość główna funkcji a” równa się z; (Il) albo też możemy po- 

wiedzieć, że równanie to zachodzi, jeżeli jakakolwiek wartość funkcji 


5 


a° równa się z. 

Jeżeli a=e, wtedy mamy według pierwszego określenia $=Log, 2, 
o ile wartość główna funkcji e równa się z czyli exps=z, wobec czego 
Log,z jest tym samym, co Logz. Natomiast według drugiego określenia 
56=Log,z, jeżeli 

e'=cxp(f Loge)=z, ;Loge=Logz 

czyli 4=(Log2)/(Loge), przyczym bierzemy dowolną wartość logarytmu. 
Wobec tego 
Iglz| +i (amz-+-2mn) 


1--2nmni 


i każdej wartości z odpowiadają dwa nieskończone zbiory wartości 4. Na 
mocy tego określenia mamy ogólnie Log,z=(Log z)/(Log a). 

16. Log,l+2mrt/(l+2nni), Log,(—1) =(2m+1)rt/(1--2nxt), gdzie 
m i n są liczbami całkowitemi, zresztą dowolnemi. 


220. Związki między funkcją wykładniczą a funkcjami 
trygonometrycznemi. Ze wzoru 


exp($ 4-47) =exp ś(cos 7 +-4 sin 7) 


wynikają ważne wzory pomocnicze. Kładąc $£=0, mamy 
exp (4q)=cosq+-4siny, a zmieniając znak przy 7, otrzymujemy 
exp(—iq)="cosq—żsiny. Stąd wynika, że 


cos 4 = 4 [exp(tq) +exp(—ty)] 
- i - ; 
sin y=— -5 [exp(tn)—exp(—in)]. 


221. Określenie funkcji sint, cost dla dowolnych war- 
tości ©. Widzieliśmy, że przy £ rzeczywistym mamy 


cosę=4[exp(iż)--exp(—+0)] . . . . . (la) 
sint=— 5 [exp(r6)—exp(—46)). . . . . (lb) 


Trygonometrja elementarna określa lewe części tych rów- 
nań tylko przy rzeczywistych wartościach na ¢, natomiast pra- 
we części określiliśmy już przy wszelkich wartościach zmien- 
nej £, zarówno rzeczywistych jak zespolonych. Stąd powsta- 
je myśl uważania równań (la) i (1b) za określenia funk- 
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cji eos$ i sint przy wszelkich wartościach zmiennej nieza- 
leżnej 4. Na mocy $ 220 określenia te są zgodne z elemen- 
tarnemi określeniami tych funkcji przy rzeczywistych warto- 
ściach Ć. 


Inne funkcje trygonometryczne określamy za pomocą 
równań 


o > z > 
sin £ żę cos £ c 1 = 5 
= = | Ogis =; Seoli z, COSeCĘ= AJ ©) 


to = z 
COS - sın = COS 5 DAUES 


Rzecz jasna, że cosć i sec są parzystemi funkcjami 
zmiennej ©, wszystkie zaś inne są funkcjami nieparzystemi. 


Kładąc exp(ić)=t, mamy 


cost=4 [41/9], sint=— 5 [£-(1/0], 


- 


coglsing=l. . . w ua ra acz AI (1 


Do wyrażenia funkcji trygonometrycznych zmiennej 6--0' 
za pomocą funkcji zmiennych 6 i €' służą te same wzory, co 
i w trygonometrji elementarnej. Jakoż niech będzie exp(tf')=t'; 
mamy 


EEEE (Ie) 
=costcosf'—anGsin$ . a » » « . (4). 


W taki sam sposób dowiedzie czytelnik wzoru 
ain(£+-4/)=sin $ cosco sing . SEKCJI 


W szczególności 
cos (t+ 5)=—sin¢, gin (c-| „|= cost ASALA 


Wszystkie wzory trygonometrji elementarnej są prostemi 
wnioskami z wzorów (2)—(6), a więc wszystkie te wzory po- 


zostają słuszne przy ogólnym określeniu funkcji trygonome- 
trycznych. 


222. Funkcje hiperbholiczne ogólne. W Przykł. XC.19 określi- 


liśmy funkcje coshć, sinh$ przy rzeczywistych wartościach ¢ za pomo- 
cą równań 


cosht=$ |expi+exp(-0)], sinhĘ=4jexpi=cexp(=0)) .... (1) 
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Możemy te określenia rozciągnąć na przypadek, gdy £ jest liczbą 
zespoloną, t. j możemy umówić się, że równania (1) określają funkcje 
sinh$, coshĘę bez względu na to, czy $ jest liczbą rzeczywistą czy ze- 
spoloną. 

Łatwo sprawdzić następujące związki: 

cosię=cosh$, sinit=isinh4, coshię=cost, sinhit=tisinQ. 


Widzieliśmy, że wzory trygonometrji elementarnej pozostają słusz- 
ne, gdy 6 przybiera wartości zespolone. Mamy tedy prawo wstawić do 
takiego wzoru cosi zamiast cos$, sini$ zamiast sinó, i t. d. W ten 
sposób np. z wzoru 

cos 2 =cos?} — sin? 
wynika wzór cosh ZĘ4=cosh*; +sinh?4. 


Ten fakt tłumaczy również dostrzeżoną w Przykł. XC.21 odpowied- 
niość między wzorami trygonometrji a wzorami na funkcje hiperboliczne. 


223. Wzory na cos(6+-2v), sin(5+44). Z wzorów na funkcje su- 
my argumentów wynika, że 


cos(E-Hiq) =cos$ cosiży—sin$ siniy=cosć cosh n—isin$ sinh y 
sin(£-+iq)=sin5 cos în+cos $ siniyy=sin$ cosh y+żcos$ sinh. 


Te wzory są słuszne przy wszelkich wartościach na £ i n. Cieka- 
wy przypadek szczególny mamy wówczas, gdy 6 i q są rzeczywiste: wzo- 
ry nasze dają wtedy części rzeczywistą i urojoną wstawy i dostawy licz- 
by zespolonej. 


Przykłady XCVIII. |. Przy jakich wartościach ¢ funkcje cos$, 
sin¢ są (I) rzeczywiste, (Il) czysto urojone? 


2. |cos(ż+in)| = v cos + sinh?q= v 4(cosh 27+ cos 2). 
|sin($+14)|= v sin*$+ sinhżj = y4 (cosh Zq—cos 28). 


Ars sin 2$-+isinh 2% Pre sin 2$—i sinh 2 
3 tęlż+iy)= -, ctgE+irni=— . 
cosh 27+ cos 24 cosh 2y, — cos 2 
2(cos$ cosh +i sin$ sinh 7) 
4. sec($+ir)= hiri aaa ~ 
cosh 27 +€0s 2$ 


s. n Asing cosh 4—icos$ sinh 7) 
Ere e OA | © 


5. Jeżeli |cos(5+1q)|=l1, to sint=sinh*n; 
jeżeli zaś |sin($+iq)|=1, to eostE=sinh*q. 
6. Jeżeli |cos($+iy)|=1, to 
sinjam cos($+y,)|=+sin*'*= +sinh*4. 
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7. Dowieść, że Logcos(ż+ir) = A+iB, gdzie 


cosh Sq COSZĘ 
A=} Ig |, 7 U 
2 
cos B sin B 1 
a — =- SEE - z — = apa à 
cos $ cosh 7) sin sinh) yf {cosh Z4+ cos 22) 
= ‘i à 


Znaleźć analogiczny wzór dla Logsin(£-+17). 
8. Rozwiązanie równania cos;=a, gdzie a jest liczbą rzeczy- 
wistą. Kładąc 6=64iy, mamy 
cos$ cosh =a, sin$ sinh r=0, 
zatym albo n=0, albo też Ę jest wielokrotnością liczby nr. Jeżeli 4=0, 
to cos$=a, co jest możliwe tylko przy —1 Ga <1. To daje rozwiązanie 
T=?kr+arc tosa, 


T - 
gdzie arc cosa zawiera się między 0 a -. Jeżeli zaś = mr, wówczas 


cosh n=(—1)”«, tak iż albo a 21 i m jest parzyste, albo też a<5—l im 
jest nieparzyste. Przy u=+1 mamy 1n=0 i wracamy do pierwszego 
przypadku. Jeżeli |a|>1, to coshy=l|a|, co prowadzi do rozwiązań 


t=2kn-kilg(a+ Va? —1 («>1) 
=(żk+lysEilg(a+ Va*—1 (a < —1). 
Np. ogólnym rozwiązaniem równania 
cos Ę=—5/; 
jest t=(2k+ 1)r Łilg3. 
9. Rozwiązać równanie sin$q=a, gdzie « jest liczbą rzeczywistą. 
10. Rozwiązanie równania cosi=a-+if, gdzie f-=0. Możemy 


założyć, że B>0, wystarczy bowiem zmienić znak przy i, aby otrzymać 
odpowiednie wyniki dla przypadku, gdy B<0. Mamy 


cos $ cosh =a, sin$sinhy=—5 . oANIK 
YBTANAN= DER 
oraz j t |— -| =] 
eosh 4 sinh 


Kładąc coshèy=x, mamy 

q*— (l-att E)r +a7=0, 
czyli «=(4;-:4,), gdzie 
Vial + B* V(a-1)7+$* 
— 9 — . 4 2 s m S 


3 
ó - 


A= 


Przypuśćmy, że «>0. Wtedy A,>4,>0, a coshq=4A,+A;. Mamy też 


cost=a/(cosh 1) A; EAr, 
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że zaś ceoshq>cosś, zatym 
cosh q=4AytA;, COSEĘ=4A,— Ay 
Rozwiązanie ogólne równania wyraża się zapomocą wzorów 


ż=2ks-tarccos M, q=+lg(L+ v L?= 1) (2). 


gdzie L=4,+4;, M=A,—4;, a arccos M zawiera się między 0 i = 


Otrzymane wartości na $ i „ zawierają jednak również rozwiązania 
równań 
cos$ coshr=a, sin$ sinhy=4f a a - (3) 
gdyż drugie równanie układu (1) wprowadziliśmy do naszych rozważań 
podniósłszy je do kwadratu, Chcąc rozróżnić te dwa układy rozwiązań, 
musimy zwrócić uwagę na to, że siné ma ten sam znak, co arccos M 
w pierwszym z równań (2), a sinh 4 ma ten sam znak, co prawa strona 
drugiego z tych równań. Ponieważ R>0, dwa te znaki musza być różne, 
wobec czego żądane rozwiązanie ogólne jest 


=2kr+|arc cos M=iIg(L+ v L*— 1)] 
11. Zbadać w podobny sposób przypadki, gdy a<0 lub «=0. 
12. Jeżeli ĝ=0, to L=4|a+1|+4|2—1|, M=s|a+l|-4'/a—1|. 
Sprawdzić, że wyniki te są w zgodzie z Przykł. 8. 
13. Jeżeli a>0, B>0, to ogólnym rozwiązaniem równania 
sin =a +iß jest 
t=kr+4+(=1)“jaresin M+ilg(L+ v L*—1)], 


gdzie arc sin M zawiera się między 0 a 


s'a 


14. Rozwiązać równanie tgó=a, gdzie a jest liczbą rzeczywistą. 
[Wszystkie pierwiastki są rzeczywiste.] 
15. Jeżeli B=E0, wówczas ogólnym rozwiązaniem równania 
tgt=a+iß jest 
(aż (1-4-8)7 
t=kx-+1/,8+/,61g| ——— 
RF /ąVt "BE 4 (1-5) 


gdzie *% jest liczbowo najmniejszym kątem, czyniącym zadość równaniom 


cos *:sin*+:1=(1—a*—f?):2a: V(1—a*— p) 403 


mi 
16. Jeżeli z=śexp +! i jeżeli 6 i c są liczbami rzeczywistemi, 


wówczas kwadrat modułu funkcji cos2nz—cos2xc równa się 


| +cos re +H eos( 2ni /2) -+ cosh (Zrży2) — 1 cos Ire cCos(nży/2)cosh(nży2) 
2 == 3 


17. Dowieść, że 


| exp expli +in)| =exp(expź cos 7), 
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Ricos cos(ż 4 17)|=cos(eos$ cosh q)cosh(sin$ sinl 1), 
Ijsin sin (5 4-in)| =cos(sin$ cosh y)sinh(cos £ sinh %,). 


18 Jeżeli ¢ dąży do © wzdłuż prostej, przechodzącej przez po- 
z wówczas 


1 


czątek układu i tworzącej z osią OX kąt mniejszy od 


|exp4|>«, jeżeli zaś prosta, po której porusza się č, tworzą z osią 0X 
kąt większy od prostego, wówczas |exp$|+>0. 

19. Jeżeli ¢ dąży do œ wzdłuż jakiejkolwiek prostej, przechodzą- 
cej przez początek układu i nie zlewającej się z osią liczb rzeczywi- 
stych, wówczas zarówno |cos$ć|, jak |sinć| dążą do œ. 

20. Jeżeli ¢ dąży do w tak, jak w poprzednim przykładzie, to tgęć 
dąży do —i, jeżeli prosta leży nad osią OX; jeżeli zaś prosta leży pod 
osią, to tgć dąży do i. 


224. Związek między funkcjami logarytmicznemi a koło- 
wemi. Widzieliśmy w rozdz. VI, że całka funkcji algiebraicznej 


olr, «, Be) w której «, B.. są stale, wyraża się czasem za pomocą 
funkcji logarytmicznej, czasem zaś za pomocą funkcji kołowych, zależ- 
nie od wartości stałych z, B... Ten fakt wskazuje na istnienie jakiegoś 


związku między temi funkcjami. 
Zbadajmy bliżej równanie 


| dx Li E (1) 
. g? u” 2a R \ tta s $ 
które jest słuszne, jeżeli œ jest liczbą rzeczywistą, a (u—a)/(c-+a)>0. 
Gdybyśmy mogli podstawić iz zamiast a, otrzymalibyśmy wzór 
r` l fa=ia' 
arc tg | ig ( — J+ € $ (2), 
a 2i teh ta : 
gdzie C jest stałą. Powstaje pytanie, czy obecnie, gdyśmy już określili 
logarytm liczby zespolonej, wzór ten nie okaże się słusznym. 
Otóż (§ 214) 


Log(r £ia) 4 giz" ta”) tilly + 2ks), 
gdzie k jest liczbą całkowitą, a ę liczbowo najmniejszym kątem, dla któ- 
rego COsę=r/Vax?hu?, sinp=a/y z? +a? Tak więc 


l f a=ia 
= Log (7 |=-ę-le, 
2i tatu / 
gdzie / jest liczbą całkowitą, a otrzymana wartość różni się istotnie tyl- 
ko o stałą od wartości funkcji arctg(x/a). 
Zasadniczy wzór, wyrażający związek między funkcjami logaryt- 
micznemi a kołowemi, jest 
l | + ix 
arc tg x=— Log ; (3). 
2i l= ir 
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gdzie x jest liczbą rzeczywistą. Najłatwiej sprawdzić ten wzór, kładąc 
x=tgy; strona prawa przybiera wówczas kształt 
I fcosy+risiny 1 i > 
— Log | - — | = — Log(exp 2 tkr, 
zj 008 |cosy-ialny/ a CEOS 
gdzie k jest dowolną liczbą całkowitą, tak iż równanie (3) jest „zupełnie 
słuszne“ (Przykł. XCVI.3). Czytelnik sprawdzi wzory 
arecosw=—iLog(rkiv l—x*), aresinr=—iLogfirt Vl—z*). . (4), 
w których -l&r l. 
Przykład. Rozwiązująe względem y równanie 
yv+(U/y) 
COSK="T[= 3 
2 
w którym y=exp(iu), mamy y=r+ivl=x”. Tak więc 
u=iLogy=iLog(r+iv l-z’), 
co jest równoznaczne z pierwszym równaniem (4). W podobny sposób 
czytelnik otrzyma drugie równanie (4) oraz równanie (3). 
226. Rozwinięcie expe na szereg potęgowy. W $ 205 
widzieliśmy, że przy z rzeczywistym mamy 


expz=|-+-z2+ - "uoyZCZEACZE (1) 
W $ 184 widzieliśmy, że szereg ten pozostaje zbieżny (a na- 
wet bezwzględnie zbieżny), jeżeli z jest zmienną zespoloną. 
Stąd powstaje przypuszczenie, że równanie (1) jest słuszne 
przy z zespolonym; dowiedziemy zaraz, że tak jest istotnie. 
Sumę szeregu (l) oznaczmy przez Fiz). Szereg jest bez- 
względnie zbieżny, a więc, stosując mnożenie (jak w Przykł. 
LXXXIV.7), przekonamy się, że F(z) czyni zadość równaniu 
funkcyjnemu 
MENU ZA (CHF) a a a a aN 


Połóżmy z=ty oraz F'(e)=f(y), gdzie y jest liczbą rzeczy- 
wistą. Mamy 
(u) Ke =f tk), 


; (y-+46)—f „a (f(k)—1 
dake fur ż fy) =f) |" j \. 
fkj—=l fp, ik (ik) | 
Ale k = ł U = 2! t 3! -f a 
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jeśli więc |k|< 1, to 


FM=L kat. 1 tyż 
Z G-MĘ Z (z -- 3! + „| k z (e—2) k 
de” „  f(k)— 2 
Widzimy, że Le" =i, gdy k>0, czyli 
f'(y)=lim DR: Tw) _ SU 12 a s MO) 
Otóż fan=Flty) =1-+-(1y)+ PY) +» =G(4) 4%Y); 


gdzie (y) jest funkcją parzystą, a %(y) nieparzystą zmiennej y. 
Wobec tego 


aD = V iga 19007 
= V ipti p) e) — e pu) 
=v Flty) Fly) = y F(0)=1, 
zatym fü =cos Y+isin Y 


gdzie Y jest taką funkcją zmiennej y, że —x< F=<rn. Ponie- 
waż f(y) posiada pochodną, zatym jej części rzeczywista i uro- 
jona, czyli cos Y, sin Y muszą też posiadać pochodne, a więc 
tymbardziej muszą być funkcjami ciągłemi zmiennej y. Wobec 
tego Y jest funkcją ciągłą zmiennej y. Przypuśćmy, że war- 
tości y--k odpowiada wartość Y+ K; gdy k dąży do zera, K 
musi również dążyć do zera, a 


K cos(Y+ K)—cos Y | cos( Y4-K) —cos Y 
k k j K 3 


Z dwuch ułamków, stojących w prawej części tego rów- 
nania, pierwszy dąży do granicy, gdy k—0, drugi zaś dąży 
do —sin Y. Widzimy, że K/k dąży do granicy, tak iż Y po- 
siada pochodną wzgledem y. 


; n a BE 

Dalej f'(y)=(—sin Y-+icos } Yy t 

że zaś ['w)=tifly) = —sin Y--icos F, 
dY - i 
zatym dy =], T=y+C, 
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gdzie C jest stałą, a 
fly) =cos(y+-0')+-1 sin(y-+-€'). 
Ale f(0)=1, gdy y=0, zatym C jest wielokrotnością liczby Żz, 
a f(y) = cosy-|-tisiny. Tak więc F(ty) =cosy --tsiny przy 
wszelkim rzeczywistym y. Jeżeli « jest również liczbą rze- 
czywistą, mamy 
Fa |-iy) =F(z)F(ty) =exp z(cos y-|-ż sin y)=exp(t--ży) 


czyli exp z=|--7- 


przy wszelkich wartościach na z. 


226. Rozwinięcie cosz oraz sinz na szeregi potęgowe. 
Z poprzedniego paragrafu oraz ze wzoru (l), $ 221 wynika 
odrazu, że przy wszelkim z mamy 


>? >i >3 >53 
cosz=1— + — sin Z=Ż— -y + 
2! 4! 7 3! 5! 


Przykłady XCIX. 1. Obliczyć cosi, sini z dokładnością do 0.01 
zapomocą powyższych szeregów. 
2. Dowieść, że |cosz|<cosh|z| i że |sinz|<sinh |z|. 


6 
3. Jeżeli |z|<1, to |cosz|<2, a isinz| <z|z|. 
4. Ponieważ sin2z=2sinz cosz, zatym 


(22)? (22)? g z 
+ —...=2(g——-+...)(1 +...) 
3! 5! 3! 2i 


(2e) 
Mnożąe szeregi w prawej części tego równania, dowieść, że 
2 


(r) Pe la" 


Otrzymać analogiczne tożsamości, opierając się na równaniach 
cos’s+sin?z=], cos2Żzs=2cos?*r— | =]—2sin?z. 
[nzi z 


x 
5. Dowieść, że expi(l +i) -£27" exp | RUE 
Qa ` 4 "i 


6. Rozwinąć cosz coshz według potęg zmiennej z. [Mamy 


cosg cosh z 4 tsins sinh z=cos|(1—1)z| =4 [exp)(1-+1)2| +exp]— (1 tle) 


a 3 nri z” 
=4 82 |1+4+(—1)"|exp| J=; 
0 Ei n! 
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Tak samo coszcoshz—żsin z sinh z=cos(l +i)z 


WO f wziy z" 
=$£2 |1+(-1)"[exp (| — =} —, 
8 ` 4 / a! 
=r dti TB 924 Jig 
tym còsz cosh T ps 1-4/—1)"/ cos Si l — t = ] 
za COS z 1 z uż | ) . poc W a 
0 : 4 a! 4! 8! 


7. Rozwinąć sinz sinhz, coszsinhz, sinzcoshz według potęg z. 

8. Rozwinąć sin?z, sin*ż według potęg zmiennej z. [Oprzeć się na 
wzorach sin?z='/,(1 —cos 2z), sin?:='!/,(3 sin z—sin 32), ... 

Rzecz jasna, że tę samą metodę możemy zastosować przy rozwija- 
niu na szereg sin*z i cos*z, gdzie n jest dowolną liczbą całkowitą do- 
datnią.] 

9. Wyznaczyć sumy szeregów 

€08 z eos 2r cos 3z sin z sin 2z sin ïs 
C=14 t—>— t — kary B= t=- + kas 
1! 2! 3! I! 2! 3! 
expfiz) exp (Żiz) 
j x 


1! 2 


[Mamy C+i15=14 +...=0xp|ex p(iz)| 


-exp (cos z)|cosfsin z) risinfsin s)|, 
Tak sumo 0-158 *explexp(-iz)| =exp(cos z)|cosfsin z) — i siufsin z)ł, 
stąd C= exp(cos ż)cos(sin z), S=expf(cos zjsin(sin z). 


10. Wyznaczyć sumy szeregów 
acoss  a’cos2z asing  a'”sin2e 
11. Znaleźć sumy szeregów 


cos Ig ©0542 coSs cos Jr 


— + 


2! 11 z 1! 3! 
oraz analogicznych szeregów, utworzonych z wstaw. 
12. Dowieść, że 
cosłz — cosSz < , 
4 = a Ą: 0 =] |cos(cos z)cosh(5in z) + cos(8in zjcosli(cos s)| 
) s : i 


13. Dowieść, że podane w Przykł. LIX.1 rozwinięcia cos(fx+Rh) oraz 
sin(w+h) na szeregi według potęg h są słuszne bez względu na to, czy 
w i h są rzeczywiste czy zespolone. 

227. Szereg logarytmiczny. W § 206 widzieliśmy, że 

z? z: 

Ig(1+-z5)=2— — - 

g+=- +3 

gdzie z jest liczbą rzeczywistą, przyczym 'z|<1. Szereg w pra- 


"Pijat «40 ca ię Mie (1), 


Wykład czystej matem. 30. 
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wej części równania jest bezwzględnie zbieżny, jeżeli z jest 

liczbą zespoloną, której moduł jest mniejszy od 1. Dowiedzie- 

my, że równanie (i) pozostaje słuszne przy z zespolonym, 

a mianowicie jeżeli z|<1l, z wyjątkiem tylko wartości ż=— 1. 
Przypominamy, że lg(1-|-z) jest wartością główną funkcji 

Log(l--2) i że 

f du 


Ig(1+-2)= | 


PIE 


gdzie C jest odcinkiem prostej, łączącym punkt I z punktem 
l-2 w płaszczyźnie zmiennej zespolonej «u. Możemy założyć, 
że z nie jest liczbą rzeczywistą, gdyż dla liczb rzeczywistych 
słuszność wzoru (1) została już dowiedziona. 


Jeżeli z=rícos -i sin %) =$r. 
tak iż risl, 
a u=l1 -+-5ł, 


wówczas w zakreśla linję C, gdy t zmienia się od 0 do r. 
Mamy też 


je: z E tdt 


Jow Jo IFE 
N -OEP — nt (1j | a M 
t se c te apf M ai R, 
=2 ci n A =u (—1)* = RA. 4 me S) 
gdzie RKm=(—1)"$"+ 4 Š SĘ : (3) 


Z wzoru (1) w $ 157 wynika, że 


A t"dt (4) 


Ję MAE 


Otóż 1-0 nigdy nie jest mniejsze od prostopadłej, po- 
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prowadzonej z O do prostej Ć*). Oznaczmy tę prostopadłą 
przez o. Mamy tedy 


r 1 4 1 
Rm = - | tedl i - 


ONA wfm- l) 7 w(m-+1)' 
tak 1ż Rn —0, gdy mo. Z (2) wynika, że 


zł p3 
lg(1--2)=2 3 pw etph 5 (5) 
Oczywista rzecz, że dowiedliśmy zarazem zbieżności sze- 
regu, co zresztą było nam już znane (Przykł. LXXXIIL4). 
Szereg nasz jest bezwzględnie zbieżny przy e|<1 i warunko- 
wo zbieżny przy |z =1, 
Kładąc —z zamiast z, mamy 


(+) — lg (l—2)= 2 3 > (6) 


228. Wiemy, że 
lg | 2)=lg|(1+-r cos ih) | ir sin èj 
rsin 


=} |g(l 1 2r cos it+-r*) -iare tg | 
RY 3 »l1--rcost/" 


przyczym bierzemy tę wartość arctg, która zawiera się mię- 
dzy -5 a 5- Istotnie, 1 +2 jest to wektor, który przedsta- 


wiamy zapomocą odcinka, łączącego —1 z z, zatym główna 
wartość funkcji am(l-|-2) zawiera się zawsze między wymie- 
nionemi granicami, jeżeli z leży wewnątrz koła z=l. 

Ponieważ 2*=r"(cos mi-|-tsin mẹ), zatym, przyrównywu- 
jąc do siebie części rzeczywiste i urojone w równaniu (5), 
§ 227, mamy 

7? r 
$ lg(14-2r cos t-1-r3)=r cos %* — g COB 29 + z COs B+—... 


i papi za. 
s) r sin +— z sin 29 g Sin 8F— 


sot ( r sin ił 
"i # po 
5\ 1-}r cos 


*) Ponieważ z nie jest liczbą rzeczywistą, zatym C nie przecho- 
dzi przez początek układu. Radzimy zilusirować rozumowanie zapomo- 
cą rysunku. 
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Równania te są słuszne przy wszelkim %, o ile fQ<r<l; 
tylko przy r=l, % nie powinno być nieparzystą wielokrotnoś- 
cią liczby m. Łatwo dostrzec, że równania pozostają słuszne 
przy —1l<r<0 z tym zastrzeżeniem, że przy r=—1, % nie 
powinno być parzystą wielokrotnością liczby r. 

Ciekawy przypadek szczególny zachodzi, gdy r=l. Ma- 
my wówczas 


Ig(1 +2) =1gf1--Cis9)=1 lg(2 4 2 cos 8) -1 are tg (i KŻ A 
=ġlg (a cos? bd } ið, 
jeżeli —n<dtł<m, tak iż 
cos ił —4 cos Z%-|-4 cos 3% — ,„.= $ lg | 4 cos? A 


sin +--4 sin 29% 14 sin3Żb—..=10. 


Przy innych wartościach % możemy wyznaczyć sumy sze- 
regów, biorąc pod uwagę, że są one funkcjami okresowemi 
zmiennej %, przyczym okres =2n. Tak więc suma szeregu do- 


s 


staw równa się tla cos? A z wyjątkiem tylko przypadku, 


gdy *% jest nieparzystą wielokrotnością liczby z (szereg jest 
wówczas rozbieżny), suma zaś szeregu wstaw równa się 


Rys. 66. 


4(3—2kr), jeżeli (2k—1)r <%<(Żk--l)r, jeżeli zaś ił jest niepa- 
rzystą wielokrotnością liczby x, wówczas suma równa się ze- 
ru. Na rys. 66 mamy wykres funkcji, którą przedstawia sze- 
reg wstaw. Funkcja ta jest nieciągła przy 8J=(2k+-1)r. 


Pisząc iz oraz —iz zamiast z w równ. (5) i odejmując, otrzymu- 
jemy 
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Jeżeli z jest liczbą rzeczywistą i |z|<1, otrzymujemy (opierając się na 
224) wzór 


arctgz=z— a * — 3 


którego dowiedliśmy już innym sposobem w $ 207. 


Przykłady Œ. 1. W każdym trójkącie, w którym a>b, mamy 


b b? 
lig c=lga— — cos C- — cos2('—.. 
= Jg? 


|Wychodzimy z wzoru lgc=4 lg(a*+b* — 2abcos C)] 


z z 
2. Jeżeli —l<r<1 oraz — z <*< 1 WÓWCZEE 


` 


l À fi-A. A 


l 
r sin 2% — z7*sin 4i+ + grein 6% —... =f — arctg = -) tg +j ź 


R z 
przyczym arctg zawiera się między Fo a z- Wyznaczyć sumę szeregu 
przy innych wartościach na %. 
3. Opierając się na rozwinięciach funkcji lg(1+iz) oraz lg(i—iz) 


na szeregi potęgowe zmiennej z, dowieść, że przy —l<r<1 mamy 


- l 1 | 
rsin i++ z r*cos Żi+— 37*8in 3% 37008 4 +, . =, Ig(l+2rsin ttr’), 


| ż l l / rcos*$ 
rcosi+4 > yakin 20 ricos 34 — -rsin 4t +... =arcte| i 
2 3 4 |--rsin % 
: 1172" 1, fltżrsint+r" 
rsint= zy7%sin38+, - igi — — —); 
3 4 U=2Prsinit--y*/ 
f- $ 053% E r PA (27) 
Yrost “cos ił + ,„„= = ATC = . 
3 2 g| f -pt 
+ ` + R r 
przyczym arctg zawiera się między =; a i 
4  Dowieść, że 
l 3 1 t | 
cos # cos *— z cos 2% cos? + +- s cos 3 eos? +—, = 3 Ig(l +3 cost), 
c 
: s. 4 r 1 
sin + sin $— 3 sin 2% sin? % + gem 3% sin™h—..=arc cigi l+ elg ttHetg’?), 
przyczym arc ctg zawiera się między 5 a 5: 
Znaleźć podobne wzory dla szeregów 
cosi sin *—4cos?tsin*++.,, sint cosi —4sin2% cos*% +... 
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229. Kilka zastosowań szeregu logarytmicznego. Niech 
z będzie dowolną liczbą zespoloną, k zaś liczbą rzeczywistą 
taką, że lhz'<1. Mamy 


lg(l hz) =hz—4(hz)?+-4(he)* — 
se = 


a więc = =2+-ę(h, 2), 
gdzie glih, z) =—;h2?+-4h?z*— +hsz!+-... 
plk, 2) Z hz” {l4 hz -} he? 4 PA = i mal , 


tak iż (h, z)>0, gdy h>0. Wynika stąd, że 


lee(1-1-42 
SONY MES (1) 


W szczególności, kładąc h=l/m, gdzie n jest liczbą cał- 
kowitą dodatnią, mamy 
> 4 
lim m ig(l 4 „|= 


a 


a wiec lim (1 | >) = lim expfn ig (1 | A) exzpz.. - (2). 
Jest to uogólnienie wzoru, którego dowiedliśmy w § 201 
dla wartości rzeczywistych zmiennej z 
Z wzoru (l) możemy wysnuć kilka innych wzorów, które 
się nam przydadzą w następnym paragrafie. Jeżeli £ i h są 
rzeczywiste, h zaś jest przytym dostatecznie małą liczbą, 
wówczas 
Ig (1-+te+-hz)—1g(1+-42) 1, (1 hé; 
h h "1 izl? 


gdy h—0, funkcja ta dąży do z/(1-|-tez), a więc 


d z 
] -+ = a e a o s 3). 
dt Hg(1-£3)| TEG . (3) 
Potrzebny nam będzie również wzór na pochodną (wzglę- 
dem zmiennej t) funkcji (1--żż)”, gdzie m jest dowolną liczbą 
rzeczywistą czy zespoloną. Zauważmy najpierw, że jeśli 
p(t)="(t) -ty(t) jest funkcją zespoloną zmiennej ł taką, że jej 
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części rzeczywista i urojona v(t) oraz y(t) posiadają pochodne, 
wówczas 


ca 1 "A 
HT exp )= zę 


|(c08 y-t sin yjexp oi 

|(cos ył sin yy +i —sin 7-1 cos y) {exp ¢ 
=(4'+iy' (cos y+i sin yjexp 4 

f 


=(y-+iy exp(y 1) =q'exp ę. 


Widzimy, że reguła różniczkowania funkcji expy jest ta 
sama, co przy o rzeczywistym. Wobec tego mamy 


d d , 
di (1--t3)”= dt expjm lg(1--tz)| 
mz 
= TLE exp|m lg(1-+-2)| 
= WMZUZTEP = czora 65 5 0a" WĄS 
Zarówno (1-|-tz)”, jak (1--łz)*"! mają tu swe wartości główne. 


230. Ogólna postać szeregu dwumianowego. Dowiedliś- 
my w $ 208, że suma szeregu 


1+ (4:1 AGE, 
równa się (1--2)" =exp|m lg(1--2); przy wszelkim rzeczywistym 
m i przy wszelkich rzeczywistych wartościach na z, zawartych 
między —1 a 1. Jeżeli a, jest spółczynnikiem przy z", wów- 
czas 


a, | n--1 


niezależnie od tego, czy m jest liczbą rzeczywistą czy zespo- 
loną. Wobec tego (Przykł. LXXXIII.3) szereg jest zawsze 
zbieżny, o ile moduł liczby z jest mniejszy od 1. Dowiedzie- 
my, że sumą szeregu jest wówczas exp|m lg(1--2); czyli głów- 
na wartość funkcji (14-2)”. 

Z $ 229 wiemy, że przy £ rzeczywistym mamy 


l 
i (1--tzyr=mze(1-Efz)""!, 
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przyczym m i z mogą mieć dowolne wartości rzeczywiste lub 
zespolone, funkcje zaś w obu częściach tej równości mają swe 
wartości główne. Jeśli więc q(£)=(1+-t2)", wówczas 


gm(ty=m(m —1).....(m—n -+-1)z"(1--tz)"=". 
Wzór ten pozostaje słuszny przy t=0, tak iż 


SP |") r. 


n! lm. 


Na mocy uwagi, uczynionej w końcu $ 157, mamy 


2 Aa + e'(0) . =) (0) . z 
g(1)=s(0)--g'(0)-1 aj tt az ? ae 
eS 
gdzie w= in - 1)! | (1— tr gim(fydt. 
we" tJO 


Jeżeli z=r(cos -isin ®), to 
l-i = y 14 2 ir cos F-f77=] —tr, 


m(m— 1)...(m—m—- 1) „| (1—0) 


t 
(n=1)! Ja (l=5)"" $ 


a wiec R, < 
m(m— 1)...(m=n--1)) (1— H"! r" 
(n—1)! (1—ihr)" 


< U 


gdzie 0<%<1, tak iż (porów. $ 156) 


Ri<K s(m— 1)..(m—n 20) 
(n=1)! 
Pust _ |M=R 
Pa n 
a więc (Przykł. XXX.6) p0, wobec czego 4, —+0, gdy noo. 
To prowadzi do następującego twierdzenia: 


Ale 


Y=r, 


TWIERDZENIE. Przy wszelkim m, czy to rzeczywistym czy 
zespolonym, i prey |z|<1l sumą szeregu dwumianowego 


m 


1 (e+ (3) 2+ 


Jest exp|mlg(1--2)|, gdzie logarytm ma swą wartość główną. 
Bardziej szczegółowe badanie szeregu dwumianowego, 
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uwzględniające przypadek, gdy 2 =1, znaleźć można w dziele 
Bromwich An introduction to the theory of infinite series 
London. 1908. str. 225. 


Przykłady CI. 1. Ponieważ 
Ig +2)=4 g » aroig (22t) 
4 = =r t0s «w + c 
gi gil +2r )+iarctg aa 
zatym przy m rzeczywistym mamy 
ofm, fm i s y f rsin? | 
z |z” =e (1+ Pyr cos w 4 Cis 
I | exp] z g(1++ 2r cos r: z) jmarctg | (zr) 
rsinv I 


f 
(142r cos t-+r?)™’Cis fm arcet ( 
; l g U+rcos$/)' 


KE 
przyczym arctg zawiera się między —„a._. W szezególności, kładąc 


t= z s=ir, mamy 
m* my F 
1-| o J+{ 4 jr- e= Er*)™ *eos(marctg r), 
/m fm^ 'm” WPL. 
Jr? ( r—..=(14r7)*"sin(m arctg r), 


EN BENE, 
2. Sprawdzić wzory powyższe, kładąc m=l, 2, 3. 
3. Dowieść, że jeśli Ogr<l, to 


e 4ą7 |, W 
l 1.3 r24 1.3.5.7 A - y V lpr"+1 
24 2.1.6.5 (  2(1+r2) 
l = LaS s : 1.3.5.7.9 „a 7 V Vitr’—i 
2 24.6 24.6.5.10 | Aler”) 


[We wzorach Przykł. 1 kładziemy m=—4.] 


4. Dowieść, że przy - r LË j mamy 


cosmè=cosmðf I (2 te» + e tg' — ai 


Ee 
f/m" e l 

= $= ng ULZE 39 = 

sin mił=cos hh l ) tg + l 3 tę + sej 


przy wszelkim rzeczywistym m. 
[Wynika to z równania cos m®-+isin mt =cos”"9(1+itg3)”.| 


5. Za pomocą mnożenia szeregów dowiedliśmy (Przykł. LXXXTYV 6), 
S 
że funkcja f(m, sJ=S(, r, gdzie |z|<1, czyni zadość równaniu 


fim, z)f (m, :)=fim4m, ż) 
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Zapomocą rozumowania analogicznego do tego, któreśmy podali 
w $ 209, i nie opierając się na wynikach, osiągniętych w § 230, dowieść, 
że przy m rzeczywistym wymiernym mamy 
f (m, zs)=cxp;mlg(1+z%. 
6. Jeżeli z i u są liczbami rzeczywistemi i jeżeli —1<z<l, wów- 
czas 


"Y 
s(*" )er=cosju]g(1+2)| tisini lga +z)t. 
"na / 


ZADANIA DO ROZDZIAŁU X. 


1. Dowieść, że częścią rzeczywistą liczby 45U*7 jest 
EUR osj /,(4k+1)x Ig 21, 
gdzie k jest dowolną liczbą całkowitą. 
2. Jeżeli acos*+bsin*+c=0, gdzie a,b,c są liczbami rzeczywi- 

stemi, a cż>a*+b?, to 

- „„_lel+Ve- ah 

*=mr+akFtlg —, 

V a*+b* 

gdzie m jest dowolną liczbą całkowitą parzystą, jeżeli c<0, i nieparzy- 
stą, jeżeli c>0, « zaś jest kątem, którego wstawa i dostawa równają się 
odpowiednio b/ Va?+ b? oraz a/ V'a? +b. 


3. Jeżeli # jest liczbą rzeczywistą, a sin%siny=1, wówczas 
s=(ktżlntilg ctg (kr 9), 
gdzie k jest liczbą całkowitą parzystą, jeżeli sin%>0, i nieparzystą, je- 
żeli sin%<0. 
4. Jeżeli z jest liczbą rzeczywistą, to 


d 
- expi(a+ ib)r| =(a+ tb)exp|(a-+ ib)r4, 
dr 


ę ` expi(a-Fib)zr| 
| p Ia tib) dx = — 
a+ib 


Wysnuć stąd wyniki, osiągnięte w Przykł. XC.3. 
r i 
5. Dowieść, że przy a>0 mamy | exp) —(a-+ib)ridc="— Th a stąd 
+0 a+ 40 
wysnuć wyniki, osiągnięte w Przykł. XC.5. 


6. Jeżeli (x/a)?+(y/b)?=1 jest równaniem elipsy, a symbol f(x, y) 
oznacza najwyższe wyrazy w równaniu innej jakiejś krzywej algiebra- 
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icznej, wówczas suma kątów mimośrodowych, odpowiadających punktom 
przecięcia się elipsy z krzywą, różni się o wielokrotność liczby 2x od 


—iilg f(a, ib) —1g fa, —ib)|. 


(Kąty mimośrodowe dane są przez równanie /(acosa, bsin a)+-...=0 albo 
przez 
[a 1 ib / IN 
+ | —| r..=0, 
145 u , z (M <J* 


u 


gdzie u=expia, Sa równa się jednej z wartości —ilgP, zaś P jest ilo- 
czynem pierwiastków tego równania.] 


7. Wyznaczyć liczbę i przybliżone położenie pierwiastków równa- 
nia tgz=az, gdzie a jest liczbą rzeczywistą. 

[Wiemy, że równanie to ma nieskończenie wiele pierwiastków rze- 
czywistych. Niech będzie z=x-+iy; mamy 


sin 20/(c08 2x +cosh2y)=ax, sinh 2y/(cos 2x + cosh 2y)=ay, 
o ile więc x i y byłyby od zera różne, mielibyśmy 
(sin 2x)/20=(sinh 2y)/2y, 


co jest niedorzeczne, gdyż strona lewa jest liczbowo mniejsza od 1, stro- 
na zaś prawa większa od 1. 


Wobec tego musi być x=0 albo y=0. Jeżeli y=0, wracamy do 
pierwiastków rzeczywistych. Jeżeli x=0, to tghy=ay. Łatwo widzieć 
że jeśli a 40 lub a 21, równanie to ma tylko jeden pierwiastek rzeczy- 
wisty równy zeru, jeżeli zaś 0<a< |! mamy dwa czysto urojone pierwiast- 
ki, przy innych założeniach wszystkie pierwiastki są rzeczywiste.] 


8. Równanie tgz=az+b nie posiada pierwiastków zespolonych, je- 
żeli a, b są rzeczywiste i jeżeli b=k0, a 20. Jeżeli a>0, wówczas warto- 
ści bezwzględne części rzeczywistych wszystkich pierwiastków zespolo- 
nych są > |b/2a|. 


9. Równanie tgz=a/z ma dwa czysto urojone pierwiastki przy 
a<0, przy innych zaś wartościach rzeczywistych na a nie ma wcale 
pierwiastków zespolonych. 


10. Równanie tgz=atghcz, w którym a i e są liczbami rzeczywi- 
stemi, ma nieskończenie wiele pierwiastków rzeczywistych i czysto uro- 
jonych, ale nie ma pierwiastków zespolonych. 


11. Jeżeli x jest liczbą rzeczywistą, to 


* h Fat m 
e" cosbe= 5 — far = ( i aahi ( : ) | tel A: l 


0 ni 


ae: n+ 2 a 
przyczym suma zawarta w nawiasie ma - „- lub z składników. 
Znaleźć analogiczny wzór dla e**sin ba. 


ł2. Jeżeli ny(z, n)->z, gdy u +0, to |1 +olz, n)|”->exp z. 
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13. Jeżeli (t) jest funkcją zespoloną zmiennej rzeczywistej ż, to 


d 7 (t) 
— Ig s(t) 
dt EF pt) 

14. Przekształcenia. W rozdziale III poznaliśmy kilka prostych 
przykładów związków gieometrycznych, które zachodzą między figurami, 
Jleżącemi w płaszczyznach zmiennych z, Z, jeżeli mamy zależność z=/(Z). 
Teraz poznamy kilka przykładów. w których ta zależność zawiera funk- 
cje logarytmiczne, wykładnicze lub kołowe. 

Najpierw przypuśćmy, że 

z=exp(rZ/a), Z=(a/r)Log z, 


gdzie a>0. Każdej wartości Z odpowiada jedna wartość na z, ale każ- 
dej wartości z odpowiada nieskończenie wiele wartości Z. Jeżeli x,y, r, ® 
są spółrzędnemi punktu z, a X, Y, R, © spółrzędnemi punktu Z, wów- 
czas 

g=eThlacos(xY/a), y=erfiegin(r Y/a), 


X=(a/r)lg r, Y=(að/n)+2ka, 


gdzie k jest dowolną liczbą całkowitą. Jeżeli założymy, że —n<S<m, 
a Logz ma tu swą wartość główną lgz, wówczas k=0, a Z leży w pasie 
płaszczyzny, ograniczonym przez dwie proste, równoległe do osi OX 
i odległe od niej o a. Każdy punkt tego pasa odpowiada jednemu punk- 
towi całej płaszczyzny zmiennej z, i odwrotnie. Biorąc pod uwagę inna 
wartość funkcji Logz, otrzymamy podobny związek między całą płasz- 
czyzną z i innym pasem płaszczyzny Z, którego szerokość =2a. 

Prostym płaszczyzny Z na których X i Y są stałe, odpowiadają 
w płaszczyźnie z okręgi i promienie wodzące, dla których r i * są sta- 
łe. Jednemu z tych promieni wodzących odpowiada cała jedna prosta 
równoległa do OX, ale okręgowi o stałym r odpowiada tylko odcinek 
o długości 2a równoległy do OY. Żeby punkt Z wykreślił całą prostą, 
równoległą do osi OY, trzeba, żeby punkt z nieskończenie wiele razy za- 
kreślił okrąg. 

15. Dowieść, że prostej leżącej na płaszczyźnie Z, odpowiada 
w płaszczyźnie z spiralna równokątowa. 

16. W podobny sposób zbadać przekształcenie z=ccosh (Z/a), 
a w szczególności wykazać, że cała płaszczyzna z odpowiada jednemu 
kióremukolwiek z pasów o szerokości 2a, które można wykreślić w pła- 
szczyźnie Z, prowadząc proste, równoległe do OX. Dowieść również, że 
prostej X=X, odpowiada elipsa 


Í A A, E A 
le cosh(zX, a)l tesinh(z Xa 


3 


przyczym różnym wartościom na X, odpowiada układ elips spółognisko- 
wych, i że proste Y=Y, odpowiadają sprzężonemu układowi hiperbol 
spółogniskowych. Wykreślić drogę punktu z, gdy punkt Z przebiega 
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prostą X=X, lub Y= Yọ. Co dzieje się z punktem Z, gdy punkt z kre- 
ŝli zwyrodniałą stożkową, złożoną z odcinka, łączącego ogniska jedne- 
go z poprzednich układów, i z pozostałych części osi x-ów? 

17. Sprawdzić, że wyniki poprzedniego przykładu są w zgodzie 
z wynikami Przykł. 14 oraz z Zad. 25 w końcu rozdziału IIL. |Przekształ- 
cenie z=ccosh(nZ/a) możemy uważać za złożone z przekształceń 


z=cz,, z,=żlzet(!/2)l, 2,=€xp(rZ/a)] 


18. W taki sam sposób zbadać przekształcenie z=ctgh(rZ/a) i wy- 
kazać, że prostym X=X, odpowiadają koła spółosiowe 


ja—cecigh(2r Xy/a);? +y*=ccosech?(2r Xy/a), 
prostym zaś Y= Y, odpowiada układ ortogonalny kół spółosiowych. 


19 Rzut stereograliczny i rzut Merkatora. Dokoła początku 
spółrzędnych zakreślamy kulę promieniem =1 i z bieguna południowe- 
go tej knii, mającego spółrzędne 0, 0, — 1, rzutujemy wszystkie jej punk- 
ty na płaszczyznę, styczną do kuli w biegunie północnym. Spółrzędne 
punktu na kuli niech będą £, q, 6, osie zas OX, OY obierzmy w płasz- 
czyźnie stycznej, równoległe do osi spółrzędnych é, 'g. Wykazać, że punkt 
(Ś, n, 6) rzutuje się jako punkt 


* 
i żew+iy=2tg— Cisy, gdzie 4 jest długością punktu na kuli, mierzoną 


od płaszczyzny Ņ=0, a % odległością jego od bieguna północnego. 

Rzut ten nazywamy rzutem stereograficznym. daje on nam mapę kuli 
na płaszczyźnie stycznej do tej kuli. 

Jeżeli teraz wprowadzimy nową zmienną zespoloną 


Z=X+iY=-ilg —iig * 


w 
tak iż X=ọ, YT=lgetg—, otrzymamy w płaszczyżnie Z nową mapę, 
zwang rzutem Mercatora. Na tej mapie równoleżnikom i poludnikom od- 
powiadają proste, równoległe do osi X-ów i Y-ów. 
20. Zbadać przekształcenie 


z=lLog Ę e | 


' 1—b 


wykazać, że proste, na których x i y są stałe, odpowiadają dwom pro- 
stokątnym układom kół spółosiowych, leżących w płaszczyźnie Z. 
21. Zbadać przekształcenie 
|vZ-a tr vZ- kj 


zs=Log PZ 
J Vb~a 
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i wykazać, że proste, na których x i y są stałe, odpowiadają układom 
elips i hiperbol spółogniskowych, których ogniskami są punkty Z—a, 
Ż=b. 

[Mamy VZ-a+ VZ-=b= Vb-aexp(x+iy) 


yVŻ=a- VZŻ=b= Vb=aexp(—ax—iy); 
łatwo wykazać, że 
|Z—a|--|Z—b|=|b—a|cosh2a, |Z=a|=|Z—b|=|b—a|cosey.] 


22. Przekształcenie ż=7t Jeżeli bierzemy pod uwagę wartość 
główną funkcji Z$, wówczas 


exp(lgr-+-19)=z=exp(ilg Z)=exp(ilg R—O), 


tak iż Igr=-0, %=1g R+2kn, gdzie k jest liczbą całkowitą. Wszystkie 
wartości k dają ten sam punkt z, możemy tedy założyć k=-0, wobec czego 


Igr=8, %=IgR . .. .. ... . . (0 


Gdy R przybiera wszelkie możliwe wartości, © zaś zmienia się od 
—n do r, punkt ruchomy zakreśla całą płaszczyznę Z, a wówczas r zmie- 
nia się od exp(—r) do expr, zmienna zaś è przybiera wszelkie możliwe 
wartości rzeczywiste. Tak więc cała płaszczyzna Ž odpowiada pierście- 
niowi, ograniczonemu przez koła z=exp(—n) i z=expr, ale punkt z nie- 
skończenie wiele razy zakreśla ten pierścień. Jeżeli jednak założymy, że % 
ma się zmieniać od —rn do z, wówczas R może się zmieniać tylko od 
exp(—x) do exp(n), czyli że punkt Z kreśli wówczas również pierścień 
kołowy. Należy jednak zastrzec się, że każdy taki pierścień jest rozcię- 
ty wzdłuż osi liezb ujemnych rzeczywistych i źe ani punkt z, ani punkt 
Z nie mogą przekroczyć tego rozcięcia, gdyż ich amplituda zmienia się 
w granicach od —r do x. 

Mamy tedy odpowiedniość między dwoma pierścieniami kołowemi 


ZZ E 


przyczym bierzemy wartości główne obu potęg urojonych. Kołom jednej 
płaszczyzny, mającym środek w początku spółrzędnych, odpowiadają 
w drugiej płaszczyźnie proste, przechodzące przez początek spółrzędnych. 

23. Wykreślić drogę punktu z, jeżeli punkt Z wyrusza z punktu 
expr, zakreśla większe koło w zwrocie dodatnim aż do punktu —€xpr, 
posuwa się dalej wzdłuż rozcięcia, następnie zakreśla mniejsze koło 
w zwrocie dodatnim, wzdłuż rozcięcia powraca do większego koła i za- 
kreśla pozostałą część jego okręgu. 


24. Przypuśćmy, że obie płaszczyzny podzieliliśmy na' nieskoń- 
czenie wiele pierścieni kołowych za pomocą kół o promieniach 


(1 Rz =r T an `; Drz 
e (204102 | 2 ac, el 8 a AE 


Dowięść, że wybierając w odpowiedni sposób wartości potęg w równa- 
niach z=Z* Z=z2t:, możemy dowolnemu pierścieniowi jednej płaszczyzny 
podporządkować którykolwiek pierścień drugiej płaszczyzny. 
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25. Jeżeli ż=Z+*, przyczym bierzemy dowolną potęgę zmiennej Z, 
i jeżeli Z kreśli spiralną równokątową, której biegunem jest początek 
spółrzędnych, wówczas w drugiej płaszczyźnie z kreśli również spiralną 
równokątową, mającą biegun w początku spółrzędnych. 

26. Jak zachowuje się Z=z%, gdzie a jest liczbą rzeczywistą, je- 
żeli z zbliża się do początku spółrzędnych wzdłuż osi liezb rzeczywi- 
stych? |Z kreśli wciąż koło, którego środkiem jest początek spółrzęd- 
nych, części zaś rzeczywista i urojona liczby Z wykonywują wahania 
skończone; jeżeli na z* damy główną wartość, wówczas promień tego ko- 
ła w płaszczyźnie Z równa się 1] 

27. Rozstrzygnąć to samo pytanie o funkcji Z=z 
liczbami rzeczywistemi. 

28. Przy a rzeczywistym, obszar zbieżności szeregu kształtu 


at gdzie a, b są 


X az”? jest kątem, czyli jest obszarem, ograniczonym przez nierówno- 
= 

ści łĘ<amz<%,. W poszczególnych przypadkach kąt może pokrywać 
całą płaszczyznę alba też może sprowadzać się do jednej prostej. 

29 Warstwice. Jeżeli /(z) jest funkcją zmiennej zespolonej z, 
wówezas krzywe, dla których |/(z)| jest stałą, nazywamy warstwicami 
funkcji f(z) Naszkicować warstwice funkcji 

z-a (koła spółśrodkowe) (z—a)(z—b) (owale Kartezjusza) 
(2—a)/(z—b) (koła spółosiowe) expź (proste). 

30. Naszkicować kształty warstwie funkcji (2—a) (ż—b) (ż—c) oraz 
(l+zyv38+z2?”)/z. [Na rys. 67 mamy niektóre warstwice tej drugiej funkcji, 
przyczym krzywe, oznaczone numerami I—VII, odpowiadają następującym 
wartościom funkcji |f(2)|: 

0:10, 2—43, 0406, 1:00, 2:00, 2+ y3, 458. 

31. Naszkicować warstwice funkcji (I) zexpz, (Il) sinz. |Rys. 68 
przedstawia warstwice funkcji sinz. Krzywe, oznaczone numerami I—VIII, 
odpowiadają wartościom k- 035, 0:50, 071, 1:00, 1:41, 2-00, 283, 4 00.] 

32. Naszkicować warstwice funkcji expz—c, gdzie c jest stała rze- 
czywistą. [Na rys. 69 mamy warstwice funkcji |expz—l|; krzywe I—VII 
odpowiadają wartościom na k, danym przez lgk=—100, — 020, — 0:05, 
0:00, 005, 0:20, 1:00.] 

33. Na rys. 70, 71 mamy warstwice funkcji sinz—c, gdzie c jest 
stałą dodatnią. [Rodzaj krzywych jest różny, zależnie od tego, czy c>l, 
czy też c<1l. Na rys. 70 mamy c=05, krzywa zaś I—VIII odpowiadają 
wartościom k=029, 037, 050, 087, 150, 260, 450, 7:79. Na rys 71 ma- 
my c—2, a krzywe odpowiadają wartościom k=0:58, 1-00, 173, 300, 5:20, 
9:00, 15:59. Przy c=1 otrzymujemy takie krzywe, jak na rys. 68 z tą tylko 
różnicą, że skala i początek są inne.] 

34. Dowieść, że przy 0<*<r mamy 


+ 
cos P-+'/ ©0839 +-1/, cos DH- ..... =t lg ctg? — 
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[Oprzeć się na równaniu 
żyj © s. RB I lz; 
kę” gt HE(r=z)' 


gdzie z=cos%+żsint*. Jeżeli $+ zwiększamy o r, sumy obu szeregów 
zmieniają tylko znak. Wobec tego pierwszy wzór jest słuszny przy 
wszelkim è (z wyjątkiem tylko, gdy % jest wielokrotnością liczby r, gdyż 


Rys. 70. Rys. 71. 


wówczas szereg jest rozbieżny), natomiast suma drugiego szeregu równa 

z z 
się i przy 2knr<Y$<(Żk+l)n; przy (2k+1)n<®<(2k+2)r równa się «= 
wreszcie przy *=kr, suma ta równa się zeru.] 


35. Jeżeli 0<%< R to 


z 
cos —'/; cos 39- !/; 08593 —...= 0 
sin +%—!/, sin 3% +'/,sin58—..= !/, lg(sec + +-tg $). 


Wyznaczyć sumy tych szeregów przy innych wartościach 4%. 

36. Dowieść, że 
Cos È cos a+ !/, COS 29 cos 22+-!/, ©0S3% cos 34+.. =— IV, Igi4(c08 $— cos a)?! 
o ile %—a lub %+-« nie są wielokrotnościami liczby 2r. 

37. Jeżeli ani a, ani b nie są rzeczywiste, wówczas 


dz __ lgl-a-Ig(-) 


j (r=a) (x —b) = a—b z 


przyczym logarytmy mają tu wartości główne. Zbadać przypadek, gdy 
a i b (albo jedna z tych liczb) są rzeczywiste ujemne. 


Wykład czystej matem. 31. 
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38. Jeżeli æ, R są rzeczywiste i B>0, to 


> dz ri 
Í gł —(a+ip)? w 2(a +iB) 

Jaka jest wartość całki przy B<0? 

39. Jeżeli części urojone pierwiastków równania Aax*”+-2Bx + C=0 
są znaków przeciwnych, wówczas 

me dz nt 
AL Axl+2 Bz+C V B=AC 

przyczym znak przy w B?— AC obieramy tak, by część rzeczywista wy- 
V Bt- 
GB 


rażenia AC byla dodatnia. 
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DODATEK IL 
(Do RozDziAŁÓW III, IV, V). 


DOWÓD TWIERDZENIA, ŻE KAŻDE RÓWNANIE POSIADA 
PIERWIASTEK. 


Niech Z=P(z)=aqz" +a, +.. ay 


będzie wielomianem zmiennej z o spółczynnikach rzeczywistych lub ze- 
<spolonych. Wartości zmiennych z i Z możemy przedstawić w postaci 
punktów dwuch płaszczyzn, które możemy nazwać odpowiednio płasz- 
(ezyznami zmiennych z i Z. Jeżeli punkt z zakreśla w swej płaszczyźnie 
lkrzywą zamkniętą y, wówczas Z kreśli w swojej płaszczyźnie odpowied- 
inią krzywą zamkniętą I. Zakładamy, że krzywa IT nie przechodzi przez 
] początek spółrzędnych. 

Każdej wartości Z odpowiada nieskończenie wiele wartości am Z, 
rróżniących się o Żn, a każda z tych wartości zmienia się w sposób 


Rys. 72. Rys. 73. 


ciciągły, gdy Z zakreśla krzywą [*) Do każdego punktu krzywej DT mo- 
żeżemy dobrać odpowiadającą mu wartość funkcji am Z, a to w ten sposób, 
żeże najpierw obieramy pewną wartość am Z, odpowiadającą początkowej 


*) Tu właśnie zakładamy, że © nie przechodzi przez początek 
spspółrzędnych. 
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wartości na Z, a następnie uwzględniamy zmienność ciągłą tej war- 
tości, gdy punkt Z zakreśla krzywą [. W dalszym ciągu, mówiąc 
„amplituda punktu Z* lub pisząc am Z, będziemy mieli na myśli szcze- 
gólną wartość amplitudy, obraną w powyższy sposób. W ten sposób 
symbol am Z oznaczać będzie jednowartościową ciągłą funkcję zmien- 
nych X, Y, czyli części rzeczywistej i urojonej zmiennej Z. 

Gdy punkt Z, po zakreśleniu krzywej F, powraca do pierwotnego 
położenia, jego amplituda ma znów pierwotną swą wartość, jeżeli począ- 
tek spółrzędnych nie leży wewnątrz krzywej T (krzywa (a) na rys. 73). 
AV przeciwnym zaś razie amplituda musiała wzrosnąć o wielokrotność 
liczby 2m. (Jeżeli U jest krzywą (b) na rys. 73, wówczas końcowa war- 
tość amplitudy różni się od początkowej o 2x). Uwaga ta dotyczy wszel- 
kiego zamkniętego konturu w plaszczyźnie zmiennej Z, nieprzechodzące- 
go przez początek układu. Każdemu takiemu konturowi możemy podpo- 
rządkować liczbę, którą możemy nazwać „przyrostem funkcji am Z, gdy 
Z zakreśla dany kontur“; liczba ta jest niezależna od początkowej war- 
tości amplitudy. 

Dowiedziemy teraz, że jeśli końcowa wartość amplitudy Z różni się od 
początkowej wartości, wówczas albo wewnątrz krzywej, zakveślonej przez punkt z, 
albo na niej musi leżeć przynajmniej jeden punkt, w którym Z=0. 

Krzywą y możemy podzielić na mniejsze kontury, prowadząc równo- 
ległe do osi, w odległości =8, jedna od drugiej (rys. 74). Gdyby na któ- 


P <= ih 
BS! 
Rys. 74. Rys. 75. 


rymkolwiek z tych konturów istniał punkt, dla którego 7=0, twierdzenie 
byłoby dowiedzione; możemy tedy przypuścić, że tak nie jest. W takim 
razie przyrost amplitudy punktu Z, gdy z zakreśla krzywą y, równa się 
sumie wszystkich przyrostów, jakie mogłaby mieć ta amplituda, gdyby 
punkt z zakreślił wszystkie mniejsze kontury w tym samym zwrocie, co 
krzywą 4. Istotnie, jeżeli z zakreśla te kontury kolejno i w tym samym 
zwrocie, wówczas ostatecznie zakreśli raz jeden kontur y, a każdy odci- 
nek równoległych zakreśli po dwa razy w przeciwnych zwrotach (rys. 75). 
Np. odcinek PQ byłby zakreślony dwa razy: raz od P do Q, drugi raz 
od Q do P. Gdy z porusza się od P do Q, funkcja am Z zmienia się 
w sposób ciągły, gdyż punkt Z nie przechodzi przez początek układu; 
jeżeli funkcja amZ wzrasta przytym o %, wówczas przyrost jej, gdy z 
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porusza się od Q do P, musi się równać —%. Widzimy, że przy doda- 
niu wszystkich przyrostów funkcji amZ te przyrosty, które powstały 
skutkiem zakreślenia mniejszych konturów, zredukują się z wyjątkiem 
tylko tych, które powstały wskutek zakreślenia poszczególnych łuków 
krzywej y. 

Wobec tego, jeżeli wartość końcowa funkcji am Z różni się od war- 
tości początkowej, gdy punkt z zakreśla krzywą y, wówczas musi istnieć 
przynajmniej jeden mniejszy kontur y, taki, że gdy z zakreśla ten kontur, 
wówczas am Z otrzymuje pewien przyrost. Tym konturem y, może być 
jeden z wewnętrznych kwadracików albo też jedna z figur, ograniczonych 
przez część konturu krzywej y i przez równoległe. W każdym razie 
każdy punkt tego konturu leży albo na konturze kwadratu A,, którego 
boki równają się 8, i są odcinkami wykreślonych przez nas równole- 
głych, albo też wewnątrz takiego kwadratu. 

Możemy dalej podzielić y4 zapomocą prostych, równoległych do osi 
i poprowadzonych w odległości 3, od siebie; przyczym ł,<%,. Śród otrzy- 
manych małych konturów musi się znależć przynajmniej jeden (nazwij- 
my go y) taki, że gdy z zakreśla ten kontur, wówczas am Z otrzymuje 
pewien przyrost. Ten kontur y, zawiera się całkowicie w kwadracie A, 
o boku =8,, który sam zawiera się w kwadracie 4, 


A teraz weźmy pod uwagę ciąg nieskończony liczb malejących 
òi, %2,-1 Öm, Granicą ciągu jest zero*). Powtarzając wciąż powyższe 
rozumowanie, otrzymamy ciąg kwadratów A,, A,,..,A,,,... oraz ciąg kon- 
tUTÓW Yi, fa; -«; fm... takich, że (I) Am+1 leży całkowicie wewnątrz Am, 
(II) Ym zawiera się całkowicie w âm, (IH) am Z otrzymuje przyrost, gdy 
punkt z zakreśla kontur Ym. 

Jeżeli punkty (cm; Ym) Oraz (cmtóm; Ym+tëm) Są odpowiednio le- 
wym dolnym i prawym górnym wierzchołkiem kwadratu Am, wówczas 
jest rzeczą jasną, że liczby ay, 44,..., £m, tworzą ciąg rosnący, liczby 
ZaŚ m0, £t òr, -mtm -~ tworzy ciąg malejący, oba zaś ciągi ma- 
ją spólną granicę 2,. Tak samo ym i ym+óm dążą do spólnej granicy yo, 
istnieje więc jeden i tylko jeden punkt (zg, Yo), leżący wewnątrz wszyst- 
kich kwadratów A„. Jakkolwiek mały byłby odcinek 6, możemy dokoła 
punktu (ag, yo) wykreślić kwadrat o bokach równoległych do osi i rów- 
nych ô, wewnątrz zaś tego kwadratu możemy wykreślić taki kontur, że 
gdy zakreśla go punkt z, wówczas am Z otrzymuje przyrost. 

Możemy teraz wykazać, że 


P(xo+iyo)=0. 


Jakoż mech będzie P(xo+iyo) =a, gdzie |a|=p>0. Funkcja P(x +iy) 
jest funkcją ciągłą dwuch zmiennych x, y, możemy tedy wykreślić kwa- 
drat o środku (av, %0) taki, że boki jego będą równoległe do osi, a przy- 
tym będziemy mieli 

|Póc+ty) — Pirot iyo) |< $p 


*) Możemy np. wziąć 0,,=58,/27%-1, 
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we wszystkich punktach x-rży, leżących wewnątrz kwadratu lub na jego 
konturze. We wszystkich tych punktach mamy 


P(z+1y)=a+ę, 


gdzie |z|<3p. Weźmy teraz pod uwagę wewnątrz kwadratu dowolny 
kontur zamknięty. Gdy z zakreśla ten kontur, punkt Z=a+ę rownież 
zakreśla kontur zamknięty; ale ten drugi kontur leży oczywiście we- 
wnątrz koła, zakreślonego zo środka a promieniem 4g; koło to nie zawie- 
ra początku układu, a więc amZ nie ulega zmianie. 

Ten wynik jest sprzeczny z tym, czego dowiedliśmy poprzednio, 
mianowicie że wewnątrz każdego kwadratu A, możemy znaleźć taki kon- 
tur zamknięty, że jeśli punkt z zakreśla ten kontur, to amZ otrzymuje 
przyrost. Wnosimy tedy, że P(zy+iyo)==0. 

Pozostaje do dowiedzenia, że możemy zawsze znaleźć jakiś kontur 
y taki, że am Z otrzymuje przyrost, gdy z zakreśla krzywą 4. Otóż 


st 
n 


Z az” (i a, LĄ An 
= 1 aa uł -4 
X Aoz ios“ 


ito? 


możemy tak dobrać R, że przy dowolnie małym dodatnim è będziemy 
mieli 
a; |z| An 


= ii $ 4 
| rol R a,| R? |a| R” 


jeśli więc y jest kołem, zakreślonym promieniem R z początku spól- 
rzędnych, wówczas 
Z=aqz"(1-+p), 


glzie |p| <ò we wszystkich punktach, leżących na y. Rozumując w ta- 
ki sam sposób jak poprzednio, możemy wykazać, że gdy z zakreśla koło 
4 w zwrocie dodatnim, wówczas am(l--p) nie ulega zmianie, natomiast 
amg” wzrasta o Znr. Wobec tego am Z wzrasta o Żnn i twierdzenie, że 
Z=0, zostało dowiedzione. 

Zakładaliśmy wciąż, że ani P, ani żaden mniejszy kontur nie prze- 
chodzi przez początek układu; takie założenie jest zupełnie uprawnione, 
gdyż w przeciwnym razie obracalibyśmy się w błędnym kole, zakładając 
odrazu prawdziwość twierdzenia. 

Czytelnik, opierając się na powyższym rozumowaniu, dowiedzie 
sam, że gdy z zakreśla dowolny kontur y w zwrocie dodatnim, am Z wzrasta 
o Żkn, gdzie k oznacza liczbę pierwiastków równania Z=0 wewnątrz y, przy- 
czym pierwiastki wielokrotne liczymy wielokrotnie. 

Często spotkać można inny dowód naszego twierdzenia, oparty na 
nogólnieniu wyników, osiągniętych w $ 95 i nast. 

Określamy mianowicie, jak w $ 95, kresy górny i dolny funkcji 
f(x. y) dla wszystkich par wartości x, y, odpowiadających punktom do- 
wolnego obszaru płaszczyzny (x, y) ograniczonego przez linję zamkniętą. 
Rózumując tak, jak w $ 95, można dowieść, że funkcja ciągła f(x,y) 
osiąga w każdym takim obszarze swe kresy górny i dolny. 
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Otóż |Z|=|P(z+iy)| 
jest funkcją ciągłą dodatnią zmiennych a, y. Jeżeli m jest jej kresem 
dolnym dla punktów, leżących na y lub wewnątrz y, wówczas musi istnieć 
taki punkt z, dla którego zachodzi równość |Z|=m, i to musi być naj- 
mniejsza wartość, jaką może przybierać funkcja |Z]. Jeżeli m=0, to 
P(ż9)=0 i twierdzenie zostało dowiedzione. Możemy tedy założyć, że 
m>0. 

Punkt żę, O którym mowa, musi leżeć albo na konturze y, albo we: 
wnątrz tego konturu, jeśli jednak y jest kołem, zakreślonym z początku 
układu promieniem R dostatecznie dużym, wówczas pierwsze przypusz- 
czenie musimy odrzucić, gdyż |P(z)| >=, gdy |z|. Możemy tedy za- 
łożyć, że z, leży wewnątrz y. 

Kładąc z=z,+5 i porządkując P(z) według potęg zmiennej $, mamy 


P(z) = P(zą) + 4,5 +.4257 +... +46". 
Niech A, będzie pierwszym spółczynnikiem różnym od zera i niech 
(Akl =u, |I| =p. Możemy obrać p tak małe, że 
Az 118 śl poi Pisa IA„|p"F<4h. 
Wobec tego | P(z) — P(z) AŻ" | <3 np” 
oraz | P(z)| < | (20) + Azó*| +4 pg". 


Przypuśćmy, że z porusza się po kole, zakreślonym 7 punktu ży 
promieniem p; w takim razie 
Plza) t Art" 
obiega k razy okrąg koła, zakreślonego z punktu P(zə) promieniem 
jA |=ne, i przechodzi k razy przez punkt, w którym koło to przecina 
odcinek, łączący punkt P(zo) z początkiem układu. Mamy tedy na okrę- 
gu, zakreślanym przez punkt z, takich k punktów, że 


| P(zo) + Aż" | = | Pleo) | — Pe", 
czyli | P(z) | < | Pz)! — ne” tł up'=m— 4 up" < m, 


co przeczy założeniu, że m jest dolnym kresem funkcji P(2)|. 
P y , J 
Stąd wynika, że m musi być zerem i że P(z,)=0. 


PRZYKŁADY DO DODATKU l. 


1. Liczba pierwiastków równania /ffz:)=0, zawartych wewnątrz 
zamkniętego konturu nie przechodzącego przez żaden pierwiastek, równa 
się przyrostowi funkcji 

lg fiz) 
Dzi 3 


gdy z zakreśla ten kontur. 
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2. Jeżeli liczba R czyni zadość nierówności 

Ja! Qą län | 

Pr pE ER 

to wartość bezwzględna każdego pierwiastka równania z” --a,z""'+...+a„=0 


jest mniejsza od R. W szczególności wykazać, że wartość bezwzględna 
każdego pierwiastka równania z*—13z—7-=0 jest mniejsza od 2!/,. 


< 3 


3. Wyznaczyć liczbę pierwiastków równania z%--az--b=0, któ- 
rych części rzeczywiste są dodatnie (lub ujemne). Zakładamy, że a, b 
są to liczby rzeczywiste, a p jest liczbą nieparzystą. Jeżeli a>b, b>0, 
wówczas pierwiastków mamy p—l i p+1; jeżeli a<0, b>0, mamy p+1 
ip—l pierwiastków, jeżeli zaś b<0, mamy po p pierwiastków obu ro- 
dzajów. Zbadać przypadek, gdy a=0, b=0. 

[Wykreślić zmiany funkeji am(z*?+az+b), gdy z porusza się po 
konturze, utworzonym przez półkóle, zakreślone z początku spółrzędnych 
promieniem R, i przez odcinek osi liczb urojonych, wyznaczony przez to 
półkole.[ 


4. W podobny sposób zbadać równania 


„Ap+1 


z'P+az+b=0, z*P"'+az+b=0, +az-+b=0. 


5. Jeżeli «, 8 są liczbami rzeczywistemi, wówczas liczba pierwiast- 
ków równania z?” uz?" '+f?=0, mających części rzeczywiste dodatnie 
(względnie ujemne), równa się n—1 (względnie »+-1), albo też a, zależnie 
od tego, czy m jest liczbą nieparzystą czy parzystą, 

(Mathem. Tripos, 1891.) 

6. Jeżeli z porusza się po odcinku, łączącym punkty z, i zy, a mia- 
nowicie wychodzi z punktu w pobliżu z, i dąży do punktu, leżącego 
w pobliżu z}, wówczas przyrost funkcji 

am | Be? ) 
TT ; Vz=2, ż=łhą 
prawie równa się r. 

7. Kontur, otaczający punkty zy, żą, żą, Określony jest przez części 
trzech boków trójkąta zjzązą oraz przez zewnętrzne (względem trójkąta) 
łuki trzech małych kół, zakreślonych z punktów z,, z2, z3. Dowieść, że 
gdy z obiega ten kontur, przyrost funkcji 


Pod 1 1 
am(- Ę —- p - 
z—£ z— i} z—4 
równa Się —2r. 


8. Owal zamknięty, otaczający pierwiastki równania sześcienne- 
go /(2)=0, otacza również pierwiastki równania f'(z)=0. 
[Oprzeć się na zadaniu 7 oraz na równaniu 
5 1 l A 
[0=t60|-—+—+—) 
z-z 


m z— f z— 8/ 


gdzie 2,, żą, z% Są pierwiastkami równania f(z)=0.] 
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9. Dowieść, że pierwiastki równania /'(z)=0 są ogniskami elipsy 
stycznej do boków trójkąta (z, z3, z3) w ich środkach. 

10. Uogólnić zadanie 8 na równanie dowolnego stopnia. 

11. f(z) (z) są wielomianami zmiennej z, a y jest konturem, nie 
przechodzącym przez żaden pierwiastek funkcji f(z). Jeżeli |4(z)| < if) 
we wszystkich punktach, leżących na y, wówezas równania 


f(2)=0, f(2)+4(2)=0 


mają jednakową liczbę pierwiastków, zawartych wewnątrz krzywej y. 

13. Równania e'=az, e$=az?, e=az*, w których a>e, mają odpo- 
wiednio: (1) jeden pierwiastek dodatni; (Il) jeden dodatni i jeden ujemny; 
(III) jeden dodatni i dwa zespolone pierwiastki, leżące wszystkie we- 
wnątrz koła |z|=1. 


(Maikem. Tripos, 1910). 


www.rcin.org.pl 


DODATEK II 


Do RozbziaŁów IX I X. 
UWAGA O ZAGADNIENIACH, DOTYCZĄCYCH GRANIC PODWÓJNYCH. 


W rozdziałach X i X kilkakrotnie mieliśmy do czynienia z pew- 
nym typem zagadnień, które zawsze sprawiają trudność początkującym: 
potraktowane w formie najogólniejszej. należą one istolnie do bardzo 
trudnych, ale zarazem do bardzo ważnych i interesujących zagadnień ma- 
tematyki wyższej. 

Weźmy kilka poszczególnych przykładów. W $ 206 dowiedliśmy, 
że przy —l<x 41 mamy 

r x? a? 
Ig(1+r)=r— 2 H 8 —.. 
a to mianowicie eałkująe równanie 
1/(1+0)=1=1+- 


w granicach od 0 do x. Dowiedliśmy tedy, że 


“æ dt "z pz z 
| „żę | dt | tdt4 | Pdt—.. 
t «0 


Jo 1 «0 .0 


czyli że całka sumy szeregu nieskończonego |—t+-17—..., wzięta w granicach 
od O do x, równa się sumie całek (wziętych w tych samych granicach) poszcze- 
gólnych wyrazów szeregu. Innemi słowami: w zastosowaniu do funkcji 
(—1)*+* sumowanie od 0 do w i eałkowanie w granicach od 0O do z, są 
przemienne, czyli mogą być dokonane w tym lub innym porządku. 

w § 209 dowiedliśmy, że pochodna funkcji 


T 
expar=]pr+4 CALI 
równa się expz, czyli że 


D (l ++ 


2 LJ 
5 +05 Dal + Dyr + De~ 


o 
z 


z it" 


poj 


< 


t. j. że pochodna sumy szeregu równa się sumie pochodnych poszczególnych je- 
go wyrazów. Imnnemi słowy: w zastosowaniu do x*/a! sumowanie od O do 
© i różniezkowanie względem z są działaniami przemiennemi. 
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W tym samym paragrafie dowiedliśmy, że funkcja expa jest ciągła 
czyli że 


z 


at 4 
im tat zę H= HiH z Ham lm I lim e + lim > +... 


Ń D è b D} 
s$ m Tb; 1 +: ra c 


t.j. granica sumy szeregu równa się sumie granic wyrazów. Innemi sło- 
wy: sumowanie od O do w i dążenie x do € są, w zastosowaniu do a«*/n!, 
działaniami przemiennemi. 

W każdym z tych przypadków dowiedliśmy słuszności odpowied- 
niego wzoru, nie dowodziliśmy jednak i nie dowiedziemy w tej książce 
żadnego ogólnego twierdzenia, z którego wypływałyby powyższe wzory. 
W Przykł. XL.1 widzieliśmy, że suma skończonej liczby wyrazów cią- 
glyćh jest sama ciągła; w $ 106 widzieliśmy, że pochodna sumy skończo. 
nej liczby wyrazów jest sumą ich pochodnych; w $ 153 dowiedliśmy od- 
powiedniego twierdzenia dla całek. Dowiedliśmy tedy, że w pewnych 
wypadkach działania, oznaczone symbolami 


lim ., Dz, | „dz, 
z> + 
są przemienne z sumowaniem skończonej liczby wyrazów. Stąd powstaje 
przypuszczenie, że w pewnych warunkach, które powinny dać się okre- 
ślić, działania te muszą być przemienne z sumowaniem nieskończenie 
wielu wyrazów. Dotychczasowe nasze wiadomości nie upoważniają nas 
jednak do żadnych dałszych wniosków. 
Podamy kilka przykładów działań przemiennych i nieprzemiennych, 
które lepiej myśl naszą objaśnią. 
(1) Mnożenie przez 2 i przez 3 jest przemienne, gdyż przy wszel- 
kim z mamy 
2x I XT=3 X2 XT. 


(2) Działanie oddzielania rzeczywistej części liczby z nigdy nie 
jest przemienne z mnożeniem przez îi, z wyjątkiem tylko przypadku, gdy 
z=0, gdyż 

ixR(æ+iy)=ix; Riix(rtiy)|="y. 

(3) W zastosowaniu do funkcji f(x, y) dążenie zmiennych z, y do 

granicy zero może być lub nie być przemienne. Mamy np. 


lim | lim («-ty)/= lim 1=0, lim} lim (r +y)(= lim y=0, 
1e—0 gy->0 TU y >00 7—0 y—>0 


ale mamy również 
= y \ 


z f e w . r : 
lim | lim -— j= lim — = lim 1=1 
10 *y>0 trty/ 2-50 © 1—0 


lim ( lim z2) lim Y lim (—1)=—1. 


v—=>0 0 TTY y>0 Yy y> 
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żeli np. «l przez wartości mniejsze od 1, to 


"JOKE i 
lim T g" | R= lim lg(ltzr)=lg2 
r—1 1 n Tl 
w 
`f (=i) || > (=) 
X lim > Ig2 
1 „p +1 1 m i n 5 
Ale z drugiej strony mamy 
n ls nh n+l l ' ? i — 
lim | (az -x Jj lim ;f1-r)+(x—ax*)+..|= lim 1=1 
xr—1 51 r 1 wl 


mil MP: A v: 
Si lim (r*—2z”*)/=£E(1-1)=04+0+0+..=0. 
zd |= 


rl 3 

Z powyższych przykładów widzimy, że mogą zachodzić trzy przy- 
padki: (1) działania mogą być zawsze przemienne, (2) mogą nigdy nie być 
przemienne, (3) mogą być przemienne w pewnych wypadkach, często spo- 
tykanych. 

Szczególnie interesujący jest przypadek, gdy oba działania zawie- 
rają przejście do granicy, jak np. różniczkowanie lub sumowanie szeregu 
nieskończonego. Nazwijmy takie działania granicznemi. Ogólne zagadnie- 
nie możnaby tak sformułować: kiedy dwa działania graniczne są prze- 
mienne? Jest to zagadnienie niezwykle doniosłe, ale jego roztrząsanie 
o wiele przekracza ramy naszej książki. 

Możemy jednak zaznaczyć, że odpowiedź na to pytanie wypada 
w myśl powyższych przykładów: jeżeli L, L' są dwoma działaniami gra- 
nicznemi, wówczas wogóle LU'z=EL' Le, ale w wielu pospolitych przypad- 
kach odpowiednia równość istotnie zachodzi. 

Wiele przykładów szczegółowego badania ważnych zagadnień 
o granicach podwójnych znaleźć można w dziele: Bromwich An intro- 
duction to the theory of infinite series. London, 1908. 
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Str. 
103 


wiersz 
16 od góry 


C | p 
14 od dołu 


13 od góry 


st 
x?— ac cos —=4 
m 


ERRATA. 


zamiast 
(albo też =r) 


21—23 
AM —— SR 
21124 


Z,— 1/(2—24) 


2 


=ļ|x"+a”(cos *+-4sin ð)} 


148. 
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czylaj 
(albo też =+r) 


2, —2g 
am — =+r+... 
24 —24 
Ż4=1/(2— 24) 
sr 
x? — Zac cos — +a? 
m 
=fx”—a”(ccs +isin %); 


146. 
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